3. Randwertprobleme der Elektrostatik

3.0 Grundproblem der Elektrostatik

Die Aufgabe der Elektrostatik besteht in der Losung der Poisson-Gleichung

N X
A0 (x) = P (3.1)

€0
fiir eine gegebene Ladungsverteilung p(x). Die Poisson-Gleichung ist ei-
ne partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Losung erst eindeutig
wird, wenn Randbedingungen vorgegeben werden. Besonders einfach: Das

Potential @ (x) soll im Unendlichen verschwinden:
x| =00 = O(x)—0 (3.2)

Die beiden Gleichungen (3.1) und (3.2) zusammen heiflen Randwertpro-
blem. Fiir dieses Randwertproblem ist die Losung bereits bekannt:

. 1 x/
q)(X) = — J dSX/ f(xl (33)
41te X — x|

Es gibt sehr viele verschiedenen Typen von Randwertproblemen, besonders
im Endlichen, und hier werden nur einige ausgewéhlte typischen Situatio-
nen behandelt.

3.1 Eindeutigkeitstheorem

Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Poisson-Gleichung bzw. die Laplace-
Gleichung eine eindeutige Losung besitzt, wenn eine der folgenden Rand-
bedingungen gilt:

(i) Dirichlet - Bedingung

@ ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fliche 0V, oder (3.4)

(ii) von Neumann-Bedingung

VO ist vorgegeben auf einer geschlossenen Flache 0V, (3.5)
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Beweis

Wir nehmen an, dass es 2 Losungen @1 bzw. @9 von

Ao = — P (3.6)

€0

mit den gleichen Randbedingungen, (3.4) oder (3.5), gibt. Dann gilt fiir
die Differenz U = @1 — Dy:

AU =0 (3.7)
in dem von 0V umschlossenen Volumen V. Weiter ist wegen der Randbe-
dingungen

U=0 aufdV (3.8)
oder

VU=0 aufadV. (3.9)

Wir suchen jetzt nach einer Aussage iiber VU im ganzen Gebiet V. Mit
der Identitét

VUTW=(T U +Uu A U (3.10)
div grad grad Laplace

und (3.7) wird:

Jv(vu)2 dv = J

V. (UVU) — UAU dV:jg df-Uvly =0
V< \/) ov

=0 =0
(3.11)

mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes, falls eine der beiden Bedingungen
(3.8) oder (3.9) gilt. Also:

J(Vuﬁdvzo, (3.12)
\Y

d.h. es ist im ganzen Gebiet V:

VU =0, (3.13)
da (VU)2 > 0. Damit wird

U = const (3.14)
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und @ und @4 unterscheiden sich hochstens um eine (physikalisch unwe-
sentliche) Konstante.

Sonderfall V — oo

Wenn V der gesamte Rj3 ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung ein-

deutig, falls p auf einen endlichen Bereich beschrankt ist und @(r) asym-
ptotisch so schnell abfillt, dass
_0D(r
1'2(D(1')J — 0 fir r — oo, (3.15)
on
wo 0@ /0n = nV die Normalen-Ableitung von @ bezeichnet. Der obige
Beweis iibertragt sich direkt, wenn man beachtet, dass die Oberfliche bei
festem Rauminhalt wie 12 wichst.

3.2 Spiegelladungsmethode

Diese Methode zur Losung des Randwertproblems besteht darin, auflerhalb
des zu untersuchenden Bereichs sogenannte Spiegel-Ladungen geeigneter
Grofle so anzubringen, dass mit ihrer Hilfe gerade die geforderten Randbe-
dingungen erfiillt werden. Dieses Verfahren ist deshalb erlaubt, weil man
zur Losung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede Losung der (ho-
mogenen) Laplace-Gleichung addieren darf (vgl. Abschnitt 2.4 ). Durch
die Spiegelungsmethode wird diejenige Losung der Laplace-Gleichung aus-
gewahlt, die zusammen mit der gewéhlten speziellen Losung der Poisson-
Gleichung die geforderten Randbedingungen erfiillt.

Punktladung vor leitender Ebene

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punktladung q im Abstand a
von einer leitenden Ebene, die geerdet sei (d.h. @ = 0 auf der Ebene). Die
Spiegelladung q’ denken wir uns bzgl. der Ebene spiegelsymmetrisch zu ¢
angebracht (Skizze).

Dann betragt das Potential im Punkt P:

/

q q

(47teg) @ (P) = =——= ——
X —x1|  |x —x2

(3.16)

mit x; = (a,0,0), x2 = (—a,0,0), und wir erhalten wie gefordert ® = 0
fiir alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wenn wir wahlen:

q=—q. (3.17)
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Abbildung 3.1: (a) Physikalische Situation: Ladung g im rechten Halb-
raum vor geerdeter leitender Ebene bei x = 0. (b) Spiegelladung q', sym-
metrisch zu q im linken Halbraum angebracht.

In dem (uns interessierenden) Bereich x > 0 ist q/(47eg/x — Xx1|) eine
spezielle Losung der Poisson-Gleichung, q’/(47teg|x — Xa|) eine Losung der
Laplace-Gleichung, die gerade dafiir sorgt, dass fiir x = 0 die geforderte
Randbedingung gilt.

Elektrisches Feld und Flichenladungs-Dichte

Fir die Komponenten des elektrischen Feldes E erhilt man aus (3.16) und
(3.17):

Epy_ 20 _ @ (8 1 2 1
* - 0x N 47te) ax‘i—ig‘ axb?—?q\

. q X—a X+ a
- 47‘[6() ‘2—21‘3 ‘7?—7?2‘3 ’

Ey(P) = — 0 _ v = o
U 0y dmeg \Ix—x1F x—xoP )
0D qz 1 1
E.(P)= —— = =——=w-—=—=7)
(P) 0z  4Teg <\x—x1\3 \X—X2\3)

also gilt fiir die Ebene x = 0 wegen [x — x| = [x — X2/, dass Ey(x =0) =
E,(x =0) =0 und
2qa 1
E(x=0) = — -2 ) (3.19)
amep (a2 +y? + z2)2
Wir sehen also, dass das elektrische Feld senkrecht auf der Ebene x = 0
steht (andernfalls wiirde ein Strom in der Ebenenoberfliche flieflen bzw.
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das Potential auf der Fliche nicht konstant sein). Gleichung (3.19) bedeutet
nach dem Gauf}’schen Gesetz (vgl. Kap. 2.3 , Gl. (2.25); hier ist E = 0 fiir
x < 0), dass in der Ebene x = 0 eine Ladung mit der (ortsabhéngigen)
Flichendichte o = eynE, also

_qa 1

o(y,z) = eobx(x =0) = — —— (a2 4 y2 + z?)

; (3.20)

durch die Anwesenheit der Punktladung q influenziert wird. Fiir die ge-
samte influenzierte Ladung findet man
qa

i —dec( z)———der’LT/— a{(a2+r’2)%ro——
(inf = Y, T og . (a2-|—1“/2)% =q 0o q

2

wobei wir in der Ebene die Substitution r'* = y? + z?, df = 2mr’/dr’

verwendet haben.

3.3 Inversionsmethode

Ein weiterer Kunstgriff, um Lésungen der Poisson-Gleichung mit den rich-
tigen Randbedingungen zu finden, beruht darauf, dass man eine bereits
bekannte Losung der Poisson-Gleichung ausnutzt, um eine weitere mit ska-
lierten Ladungen und Ladungspositionen zu gewinnen.

Es sei @(r,9, @) das Potential, das durch Punktladungen q; am Ort T =
(1,9, @) erzeugt wird:

1 di

O(r, 9, @) = e
1

; (3.21)
2 4+ 12 — 2rricosy;

hier bezeichnen (ri,9i, ¢i) die Orte der Punktladungen q; und y; den
Winkel zwischen T und T;. Dann ist

a2

D(r. 9, ¢) = %CD(T,S,(p) (3.22)

das Potential, das die Punktladungen

_adgi
e 2
di Ti (3.23)

bei 11 = (a?/r1, 94, @i) am Ort (1,9, @) erzeugen (d.h. eben eine weitere
Losung der Poisson-Gleichung fiir eine andere Ladungskonfiguration). Es
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ist zu beachten, dass drei neue Grofien im Spiel sind: Neue Betrége der
Ladungen q; an neuen Orten T; erzeugen ein neues Potential @.
Beweis: Wir kombinieren Gleichungen (3.22) und (3.21) zu

1 a di

6(1’,8, (p) = R? - - (324)
00 5 /% + i —2%ricosy;
1 ok

— 4 2 )
dmeo 5 \/r2 + % — 2r&-cosy;
i 1

Punktladung vor leitender, geerdeter Kugel

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine Punktladung gegeniiber einer
leitenden Kugel, die sich auf dem Potential @ = 0 befinden soll. Wir erfiillen
die Randbedingung auf der Kugel durch eine Punktladung q, deren Grofle
und Position so zu wihlen sind, dass das resultierende Potential von q und
q auf der Kugeloberfliche gerade verschwindet. Das von der Punktladung
q, lokalisiert am Ort (r4,0,0), im Punkt T = (1,9, @) erzeugte Potential
werde mit @ (1,9, @) bezeichnet. Setzt man nun die Ladung 9 = —Rq/7q
an den Ort (R?/74,0,0) (vgl. Abb. 3.2) so ist das von g am Ort (1,9, @)
erzeugte Potential nach (3.22):

— R R?

Abbildung 3.2: Ladung
vor geerdeter leitender
Kugel: Positionierung der
Spiegelladung nach der

Inversionsmethode.
Auf der Kugeloberflache, 1 = R, wird:
D(R,D, ) = — DR, I, @), (3.26)
also wie gefordert
D(R, 9, ¢) + (R, D, ¢) =0. (3.27)
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Die gesuchte Losung der Poisson-Gleichung auflerhalb der leitenden Kugel
ist dann:

O(r,d, @) + O(r,9, @) (3.28)
mit
q
O(r, D = —_— . 2
(1,9, ¢) Treglr — 7 (3.29)

3.4 Trennung der Variablen

Eine weitere Losungsmethode fiir die Poissongleichung AD® = —p/¢€( be-
steht darin, durch einen Produktansatz @ (x) = f(x)g(y)h(z) die partiel-
le Differentialgleichung in mehrere gewohnliche Differentialgleichungen zu
verwandeln, die in der Regel leichter zu l6sen sind.

Als einfaches Beispiel wenden wir diese Methode auf die Suche nach Losungen
der Laplace-Gleichung

AD =0 (3.30)

an und nehmen dabei der Einfachheit halber an, dass wir ein in z transla-
tionsinvariantes Problem haben, d.h. dass @ von z nicht abhéngt,

O = O(x,y). (3.31)
Dann vereinfacht sich (3.30) in kartesischen Koordinaten zu:
02 GR
= — |l =0 3.32
(3 + ms) 00w) (3.2

Da (3.32) keinen Mischterm 02>®/0x0y enthélt, liegt es nahe, folgenden
Separationsansatz zu machen:

O(x,y) = f(x)g(y) ; (3.33)
dann geht (3.32) iiber in:
02 02
g(y)wf(X) + f(X)@g(y) =0. (3.34)

Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g kénnen wir die Gleichung durch
D (x,y) teilen, und (3.34) ist dann dquivalent zu:

1 9% L] GRS

f(x)ax* * g(y)dy?

0. (3.35)
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Der erste Term in (3.35) hédngt nur von X, der zweite nur von y ab; da x
und y unabhéngige Variablen sind, muss jeder der beiden Terme fiir sich
konstant sein, und es folgt aus (3.35):

——— = const = ————. (3.36)

Wihlen wir die Konstante in (3.36) z.B. positiv reell (= k?), so erhalten
wir folgende Differentialgleichungen:

0% f d%g
— — KH(x)=0;, — + Kk’gly) = .

mit den Losungen:

f(x) = a exp(kx) + b exp(—kx); g(y) = ¢ sin(ky) + d cos(ky).
(3.38)

Die Integrationskonstanten a, b, c, d und die Separationskonstante k wer-
den durch Randbedingungen festgelegt.

y
d=0
Yo
=0 V ® =V(y)
Abbildung 3.3: Blick
0 auf den Querschnitt des
®=0 X0 X Rechteckzylinders.

Rechteck-Zylinder
Als Beispiel betrachten wir einen in z-Richtung unendlich ausgedehnten

Rechteck-Zylinder (mit den Kantenldngen X und yg) mit den Randbedin-
gungen (siehe Abb. 3.3):

D(x,0) = O(x,yp) =0. (3.39)
Daraus folgt
d=0 (sin(kyg) =0) — (k - z—“ - kn) | (3.40)
0
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Weiterhin seien die Randbedingungen
O0,y) =0,  D(x,y) = V(y], (3.41)

gegeben, wobei V(y) irgendeine vorgegebene Funktion ist. Aus (3.41) folgt
zunichst f(0) = a+b =0, d.h.

(a = —b) — (f = a{exp(knx) — exp(—kn )}) . (3.42)

Um die Bedingung (3.41) auch noch zu erfiillen, entwickeln wir nach Fou-
rier:

O(x,y) = Y Aysin(kny) sinh(knx), (3.43)

n=1

und bestimmen die Koeffizienten A,, aus der Forderung

D(x0,y) = V(y) = Y Ansin(kny) sinh(knxo) . (3.44)

n=1

Dazu multiplizieren wir Gl. (3.44) mit sin(k,y) und integrieren von 0 bis
Yo:

Yo 0 Yo
| eu Vi) sinliony) = 3 Ansinb(kexo) | dy sin(ky)sinfkny)
0 - 0
— Z An sinh(knxo)%émn — %A sinh(kmxo) ,
n=1
(3.45)
wobei wir die Orthonormalitatsrelation
Yo 1
J dy — sin(knqy) sin(kmy) = dmn (3.46)
—Yo Yo
verwendet haben. Damit finden wir die Koeffizienten
2 Yo
A = dyV in(k ) 3.47
m = b (Kxo) L y V(y) sin(kny) (3.47)

Hat man Randbedingungen von sphérischer Symmetrie, so wird man die
Laplace-Gleichung 16sen durch einen Separationsansatz in Kugelkoordina-
ten; entsprechend verfahrt man bei axialer Symmetrie.
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3.5 Allgemeine Losung der Potentialgleichung mit Randbedingungen

Mithilfe der Diracschen Deltafunktion schreiben wir die Feldgleichung fiir
eine Punktladung als

VE(X) = 6105(2) (3.48)

bzw. mit E = —VO(x)

AD(X) = — eﬂoé(z) (3.49)

Die Deltafunktion hat die Eigenschaften
5(x) =0 in x+#0

. 1 falls 0€V 3.50
J d*x 5(x) = v ue (3:50)
v 0 falls 0¢€V

Wichtig ist die Beziehung

Jd3xf(§)6(§): {f(o) falls 0 €V

N (3.51)
0 falls 0¢V

Es ist zu beachten, dass es sich bei der Diracschen Deltafunktion um eine
Distribution, also eigentlich nicht um eine Funktion handelt. Man kann mit
ihr aber weitgehend wie mit einer Funktion rechnen (unter Beriicksichtigung
der Regeln), weil sie sich als Grenzwert diverser Folgen gewohnlicher Funk-
tionen darstellen 1d8t. Allerdings ist die Diracschen Deltafunktion in der
Regel nur dann sinnvoll eingesetzt, wenn iiber sie integriert wird.

Mit dem bekannten Potential einer Punktladung im Ursprung

q 1

D(x) = — 3.52
(x) pp——— (3.52)
finden wir
1 ~
A— = —47d(x) (3.53)
]
Wir fiithren jetzt durch
N - N 1
AG(x,xg) = —4md(x —xg) mit G(x,xg9) = % (3.54)
— A0
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die Greensche Funktion des Problems ein. Allerdings ist sie durch diese
Gleichung noch nicht eindeutig bestimmt; dazu miissen noch die Dirichlet-
oder von Neumann-Randbedingungen beriicksichtigt werden; das wollen
wir jetzt tun.

Fundamentallésung der Poisson-Gleichung

Im freien Raum ist die allgemeine Losung (Fundamentallsung) der Poisson-
Gleichung

D) = —

— | @yeuIeE ) + @ (3.59

wobei @g(x) eine Losung der Laplace-Gleichung, d.h. eine sogenannte har-
monische Funktion ist. (Beispiel fiir eine harmonische Funktion im R3:

@0(7?) = ]—[?:1(0(0(1 + Bi),ai, Bi € ]R) Das gilt, weil G()?,ﬁ) = 1

Ix—y|

gerade A,G(x,y) = —4nd(x — y) erfiillt, denn dann ist

AD(R) = Jd?’y p(H)AG(%,T) + A Do(X)
dreo . (3.56)
- —— [ @ypwst-5) =201
0 €0

Da ®(x) — 0 fiir [x| — o0, ist @ = 0 die eindeutige Losung.

Allgemeine Losung mit Dirichlet-Randbedingungen

Wir suchen jetzt die allgemeine Losung fiir den Fall, dass Dirichlet-Rand-
bedingungen auf dem Rand eines Gebietes V vorgegeben sind. Dazu be-
trachten wir zunichst das Potential @ (x) = Gp(x,y) einer , Einheitsla-
dung® (d.h. einer Ladung ¢, sodass 47360 = 1) bei y, wenn der Rand von V
ein geerdeter Leiter ist. Dieses Potential nennen wir Greensche Funktion

mit Dirichlet-Randbedingungen; sie ist charakterisiert durch

AGp(x,y) = —4nd(x —y) falls x,y € V (3.57)
Gp(x,y) =0 falls x € OV (3.58)
Gp(x,y) = Gp(y,x) fir alle x,y € V (3.59)

Die Symmetrie von Gp folgt aus den ersten beiden Eigenschaften. Um das
zu zeigen, verwenden wir die zweite Green’sche Formel

J d*x (VA —PpV3e) = J df - (VU —YVe), (3.60)
A oV
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die man erhélt, wenn man den Gaufschen Integralsatz auf A = oV —
PV anwendet. Wir setzen @(x) = Gp(x,y) und P(x) = Gp(x,y’) und
erhalten

- 44 d*x [Gp (%, 1)5(x — 1) — Go(%,5')8(x — )]
v (3.61)
_ LV df(x) - [Gp(X.U) V<G (%, 3") — Gp(%,y')V+Gp(X.U)]

Wegen Gl. (3.58) verschwindet die rechte Seite, und es folgt daher

GD(ﬁlag) - GD(ﬁng/) (362)

d.h. die dritte Bedingung, Gl. (3.59).

Sei nun die Ladungsverteilung p(x) im Gebiet V gegeben, sowie das Po-
tential @(x) auf der Oberfliche OV. Die eindeutige Losung der Poisson-
Gleichung mit der vorgegebenen Randbedingung soll @ (x) heifien. Dann
ist

1

O%) = | dyOEsE—%) = — | PyeuAGRT) (369

wobei wir Gl. (3.57) verwendet haben. Mit der zweiten Greenschen Formel

RN

(3.60) und @(y) = @(y), Y(y) = Gp(x,y)

JV d*y [@(4)A,Go(%, ) — Go(%,1)A,0(1)]

. (3.64)
_ Jav d7(y) - [0(Y)V,Gp (%, §) — Gp(%,9)V,(7)]
sowie mit Ay@(y) = _%? erhalten wir
O (3) = J &y p(1)Go (%, 7)
Ameo Jy (3.65)

1

- LV df(y) - [@(Y)VyGp (%, 1) — Gp(X. U)Vy@(y)]

Wegen GIl. (3.58) verschwindet der letzte Term, und die Losung der Poisson-
Gleichung mit der richtigen Randbedingung ist

L 5 e 1 L .
O%) = i | dup()Gol%.3) ~ - | af(E)OH)V,Golx.4)
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(3.66)

Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt darin, dass wir nur noch die Green-
sche Funktion fiir eine Punktladung mit den richtigen Randbedingungen,
Gl. (3.57)-(3.59), finden miissen, um beliebige Ladungsverteilungen p(y)
zu behandeln.

Allgemeine Losung mit von Neumann-Randbedingungen

Die Konstruktion im Fall der von Neumannschen Randbedingungen ist
etwas komplizierter, denn der naheliegende Ersatz fiir die Bedingung (3.58),

nV,Gn(X,Y) = 9,5 GniX,y) =0 falls y € oV (3.67)

mit Normalableitung 0,5 = nV,, n(y) Normaleneinheitsvektor auf OV
fithrt zu einem Widerspruch: wegen des Divergenztheorems gilt

| af@)o,g 6 e = | af5)v,6u5 0
oV oV (3.68)

= J d*y A,Gn(X,y) = —4nJ By d(x—y) = —4n
\% \%

und nicht 0. Der naheliegende Ansatz ist daher 0, Gn (x,y) = ﬁ falls y €

0V wobei |0V| die Gesamtfliche von 0V ist. Die Gleichungen fiir die
Greensfunktion mit von Neumann-Randbedingungen lauten also

AGN(X,Y) = —4ATd(x —v) falls x,y € V (3.69)
N —47 -

Onm GN(X,Y) = Y falls x € 0V (3.70)

Gn(X,y) = Gn(Y, X) fir alle x,y € V (3.71)

Mit derselben Rechnung wie vorher erhalten wir die Losung der Poisson-
Gleichung

O) = (@)ov+r | oG U+ |  afl)Gu(%. 31V, 00)

471€ ) Tt
(3.72)
wobel
1 . .
(®)ay = WLV af(5) @ (3) (3.73)
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der Mittelwert des Potentials auf der Randflache 0V ist. Diese Konstante
hat auf das elektrische Feld keinen Einfluss.

Die Moglichkeit, alle Dirichletschen und von Neumannschen Randwertpro-
bleme auf zwei Typen von Greenschen Funktionen Gp und Gy zu redu-
zieren, beruht wesentlich auf der Linearitédt der Poisson-Gleichung.

3.6 Ubersicht Elektrostatik

1.) Basis: Coulomb-Gesetz

K=qE mit E(X)= h x7x

2.) Feldgleichungen:

a) integral:

oF €0
b) differentiell:
VxE=0 V.-E=FX
€0
3.) Elektrostatisches Potential:
E= VD — AD= — L :  Poisson-Gleichung
€0

4.) Feldenergie:

1 L d; 1
U:—Zﬂ — —J dx pd — @J d3x E?
2 v 47‘[601”1)' 2 Jv 2 )y

Potentielle Energie der Punktladungen — elektrostatische Feldenergie
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