16. Lorentz-invariante Formulierung der Max-
well-Gleichungen

16.0 Die spezielle Relativititstheorie

Die spezielle Relativititstheorie wurde 1905 von Albert Einstein veroffentlicht.
. Sie ist heute ein Eckpfeiler der Physik, wie die Newtonsche Mechanik, die
Tell VII Maxwellgleichungen der Elektrodynamik und die Schrodingergleichung der
Quantenmechanik. Thre Urspriinge liegen in der Elektrodynamik. Die Max-
wellgleichungen mit ihrer Vereinigung von Elektrizitdt, Magnetismus und

RelathIStISChe Formullerung der Optik fithren geradezu zwingend zur speziellen Relativitétstheorie. Diese
Elektrodynamik beruht auf Pionierleistungen von Lorentz und Poincaré, aber die Verall-

gemeinerung und die Anwendung des Prinzips der Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit auf alle Phdnomene der Physik sind das Verdienst Einsteins.
Zur Zeit Einsteins gab es keine experimentellen Beweise fiir die spezielle
Relativitatstheorie; diese ist aber inzwischen vielféltig tiberpriift, und es
gibt keine Anhaltspunkte, dass sie falsch sein konnte.

Sinn der Lorentztransformation

Die Maxwellgleichungen beschreiben elektromagnetische Wellen. Wellen
breiten sich iiblicherweise in einem Medium aus (zum Beispiel Wasser bei
Wasserwellen, Luft bei Schallwellen usw.). Daher lag es vor der Formulie-
rung der speziellen Relativitétstheorie nahe, den sogenannten “Ather” als
Medium fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen zu postulie-
ren.

Dabei tritt jedoch folgendes Problem mit der Galileiinvarianz auf: Es ist
bekannt, dass die Gesetze der klassischen Mechanik invariant unter Gali-
leitransformationen sind, d.h. man kann ein Koordinatensystem X durch
ein gleichférmig gegeniiber £ bewegtes System L’ ersetzen, ohne dass sich
die Form z.B. der Bewegungsgleichungen &ndert:

X' =x—-vt t'=t
bei geeigneter Wahl der Urspriinge der Koordinatensysteme. Allerdings
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zeigt man leicht, dass die Wellengleichung nicht Galileiinvariant ist: Sei
Ou=0

fiir eine Auslenkung u eines mechanischen Systems oder eine Komponente
u von E oder B. Im transformierten Koordinatensystem X’ erfiillt daher w

die Gleichung
- ox?  c?ot?

Unter Verwendung der Transformationsgleichungen wird diese Gleichung
im System X aber zu

2 19* 2. _90 1. _.

Die Form der Wellengleichung ist also unter Galileitransformationen nicht
invariant. Das ist fiir Wellen, die in einem Medium propagieren, kein Pro-
blem, denn durch das Medium gibt es ein ausgezeichnetes Bezugssystem,
und zwar das System, in dem das Medium ruht (z.B. die Luft fiir Schall).
In diesem System gilt dann die iibliche Form der Wellengleichung [Ju = 0.
Fiir elektromagnetische Wellen ist das jedoch problematisch: Das hypothe-
tische Medium Ather miisste dann das bevorzugte Bezugssystem festlegen
als dasjenige, in dem der Ather ruht. Die Versuche, die Bewegung der Erde
oder bewegter Bezugssysteme relativ zum Ather zu messen (insbesonde-
re das Michelson-Morley-Experiment), misslangen. Lorentz und Poincaré
zeigten, dass die Maxwellgleichungen und die Wellengleichung unter Lor-
entztransformationen (siehe unten) invariant sind.

Diese unbefriedigende Atherhypothese war fiir Einstein der Anstofl zur Er-
kenntnis, dass die Forderung der Forminvarianz der Gleichungen der Phy-
sik unter Galileitransformationen problematisch war. Er schlug stattdessen
vor, dass alle Gesetze der Physik der speziellen Relativitéitstheorie gentigen
miissen, die auf den folgende Postulaten basiert:

1. Relativitatsprinzip: Die Naturgesetze sind unabhéngig vom Koor-
dinatensystem. Insbesondere haben alle Naturgesetze die gleiche Form in
Koordinatensystemen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit relativ zu-
einander bewegen (in Inertialsystemen).

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ist
unabhéngig von der Geschwindigkeit ihrer Quelle, d.h. Licht hat dieselbe
Geschwindigkeit in allen Inertialsystemen.
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16.1 Das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, einen Formalismus zu entwickeln,
mit dessen Hilfe die Gesetze der Physik auf eine Weise geschrieben werden
konnen, die ihre Invarianz gegen die Lorentztransformation evident macht.
Der erste Schritt fithrt dabei iiber die Einfithrung der Viererschreibweise.

Ko- und Kontravariante Tensoren

Seien ct, x, Yy und z Koordinaten im Minkowski-Raum. Man definiert

Xp = (X05X1>X27X3) = (Ct7 -X, _y>_Z)7 }‘L:O715273
als kovariante (x,) bzw. kontravariante (x*) Vierervektoren. Allerdings ist
nicht jedes 4-Tupel ein Vierervektor; nur wenn sich die Komponenten unter
Lorentztransformation wie Koordinatendifferenzen verhalten,

XM =THx"

handelt es sich um einen Vierervektor. Per Konvention steht ein griechi-
scher Index fiir 0...3, ein lateinischer fiir 1...3. Die Einstein-Konvention,
wie wir sie bisher verwendeten, wird nun eingeschrankt: summiert wird
nur noch iiber gleichnamige Indizien, wenn sie auf verschiedenen Ebenen
stehen, d.h.

3 3
2 i i
xtx, = E xtx, = 8%, X%y = E XX .
n=0 i=1

Die Beschaffenheit, d.h. die Geometrie eines Raumes ist durch seine Metrik
und damit durch sein Linienelement eindeutig festgelegt. Es gilt

ds® = g,y dx*dx”. (16.1)

Metrischer Tensor

Im euklidischen vierdimensionalen Raum lautet die Metrik

O =

o O O
o O = O
o = O O
= o O O
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Im Minkowski-Raum hat man dagegen

10 0 O
0-1 0 O

9w = o 0 —1 0 (16.2)
00 0 -1

Mit dieser Metrik ist es moglich, Indizes zu heben bzw. zu senken und damit
kovariante in kontravariante Vektoren zu verwandeln und umgekehrt. Es
gilt

_ v H o KV
Xy = QX und x* = g%y,

wobei gM die zu gy inverse Metrik darstellt. Es gilt g*¥ = g, und

0 u#A
y;:{

wv —
g g\’)\_ 1 u:)\

Transformationseigenschaften

Wie transformieren sich nun allgemeine Vektoren beim Ubergang in ein an-
deres Koordinatensystem? Was macht tiberhaupt einen kovarianten Vektor
aus? Man betrachte die ko- bzw. kontravarianten Vierervektoren

A, = (A" —Al —A% A%
A = (A" Al AZ AY).

Das Vektorfeld A, hdnge von den Kontinuumskoordinaten ab: A* = A*(xH).
Durch eine Lorentztransformation werde nun der Ubergang zu neuen Ko-
ordinaten x’* vermittelt. Die ko- bzw. kontravariante Eigenschaft eines
Vektors ist nun durch sein Transformationsverhalten in das neue System
festgelegt

ox'"
kontravarianter Vektor : A™ = ——A"
oxY
) B oxY
kovarianter Vektor : BT DY

Invarianz des Skalarproduktes
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Eine zentrale Forderung unseres Formalismus soll die Invarianz des Skalar-
produktes B, A" gegen Lorentztransformation sein. Dies ist wegen
ox¥ ox™
I AT A _ gV A v
B AY = 3 O B,A" = 8% B,A" = B,A
erfilllt (die Stellung der Indizes am Kroneckersymbol wird spéter noch
klar). Die Motivation fiir diese Forderung ist offensichtlich: Minkowski-

Absténde sollen unabhingig vom Koordinatensystem sein.

Transformation von Ableitungen

Den néchsten Schritt bildet die Untersuchung des Transformationsverhal-
tens von Ableitungen. Nach der Kettenregel gilt

a ' a
ox/™  Ox/MoxY’

also lésst sich folgende allgemeine Regel aufstellen:

Die Ableitungen nach ko/kontra-varianten Koordinaten
transformieren sich wie kontra/ko-variante Vektoren.

Fiir die Formulierung von Ableitungen hat sich in der speziellen Relati-
vitédtstheorie eine abkiirzende Schreibweise durchgesetzt:
— 0 _ (.0 : _ 0 0 0
o = 55 = (50 V), mit V= (57 52 50)
— 0 _ ) : _ 9 0 0
o = == (V). mit -V = (2252
Im folgenden werden wir Vektorpfeile nur noch auf Vektoren im euklidi-
schen Raum R? schreiben; x und x* bedeuten einen Vierervektor.

Wellengleichung

Nun ist es moglich, die Viererdivergenz zu definieren:
0AY N (aA1 0A? 6A3> _10A°

— - 6.3
ox0 oxl ~ oxZz = ox3 c ot + V- [6.3)

QAR = QHA, =

Durch zweimalige Anwendung dieses Operators bekommt man eine elegan-
te Schreibweise fiir den d’Alembert-Operator:

02 1 92
D=0 = —A= 554

Damit ist die Wellengleichung Lorentz-invariant.
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Raum- und zeitartige Abstéinde

Ereignisse X(t) werden durch Vektoren im Minkowski-Raum beschrieben.
Zwei Ereignisse

M= (0% XA ), vt =y yEy?)

nennt man reumartig, wenn sie sich nicht durch ein Lichtsignal verbinden
lassen oder zeitartig, wenn sie sich durch ein Lichtsignal verbinden lassen,

also
<0: raumartig
M M) (x, — =
( Y )< . yu) {> 0: zeitartig
Ausgeschrieben ist der Zusammenhang mit der Laufzeit des Lichtsignals
klarer:

Z(t

raumartig c
zeitartig c2(t

mit ct = x" und ct’ = y°. Zwei ‘gleichzeitige’ Ereignisse (im Laborsystem)
mit x =y sind also raumartig. Wegen der Invarianz des Skalarproduktes

ist die Raum- bzw. die Zeitartigkeit unabhéngig vom Bezugssystem (nicht
jedoch die ‘Gleichzeitigkeit’).

Die Vierergeschwindigkeit

Aufgrund der Zeitdilatation ist es nicht so einfach, einen Ausdruck fiir
eine Geschwindigkeit hinzuschreiben - nach welcher Zeit soll die Bahnli-
nie abgeleitet werden? Von besonderer Bedeutung ist hier der Begriff der
FEigenzeit. Sie bezeichnet die Zeit T, die eine Uhr anzeigt, die mit dem be-
wegten Korper fest verbunden ist, d.h. mit ihm bewegt wird. Mit T benennt
man die Zeit im Ruhesystem des Beobachters. Es gilt dt = dty/1 — B2,
also
2 2 2 1 2 2 2 2 ds®

dt® = dt“(1—B°) :?[(C dt)—dx* —dy —dz} =2 (16.4)
und damit ist die Eigenzeit invariant unter Lorentztransformation, genau
wie das Lorentz-invariante Linienelement ds. Man hat also eine Zeit, die
zur Definition eines Geschwindigkeitbegriffes geeignet ist. Somit definiert
man die Vierergeschwindigkeit ut als

dxt 1 R
= ut = ———(c,v],

dr | Vi—B?
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ut -

t/)2 = (XO _yO)Z < (Xl _y1)2 + (X2 _y2)2 4 (X3 _
t/)? = (XO _yO)Z > (Xl _y1)2 + (X2 _y2)2 + (XS _

o dlct) c
w i-p

Es ist dann

p  dxdt 1

v _aa_vx‘/l_(‘)p’

((?:)2 =c?. (16.6)

Analog zur Vierergeschwindigkeit definiert man die Viererbeschleunigung

etc. (16.5)

1
uut = [02 —v

1— p?

o
<
(=gl V)
|
<
who

—_
Il

X

Die Viererbeschleunigung

dut 4"

bu = — =
dt dr?

Zwischen Vierergeschwindigkeit und -beschleunigung besteht ein besonde-
rer Zusammenhang. Es ist ndmlich nach Gl. (16.6)

du dut du”
= a (uuuu) = d—;u” + uuE = QWKLL” + uubu — Quub“,

—c2

0

also b_Lu beziiglich der Minkowski-Metrik. Ein Teilchen bewege sich nun
entlang der x-Richtung. Dann ist

ul ¢ cdt

ul v dx’
was bedeutet, dass der Vektor der Vierergeschwindigkeit immer tangential
an der Weltlinie (der Kurve im RY, die jede Ebene x" = konst nur einmal
schneidet) liegt und damit zeitartig ist. Hingegen ist im Ruhesystem des
Teilchens

bU_LuO_Cd 1

i Ca g

also ist b* ein raumartiger Vektor.

16.2 Lorentz-Transformation im Viererraum: Rotation und Boosts

Im letzten Abschnitt wurde der Ubergang zu den Koordinaten eines neu-
en Inertialsystems x™ vollzogen. Wie findet man aber die x™", wenn man
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die Relativgeschwindigkeit der Koordinatensysteme kennt? Die volle Dar-
stellung der Transformationsmatrix L%, als Funktion von sechs Parame-
tern (drei Rotationswinkeln, drei Relativgeschwindigkeiten) ist in Kap. 8
der “Theoretischen Mechanik” dargestellt; hier wiederholen wir nur eini-
ge Gesichtspunkte. Die allgemeinste lineare Transformation in ein anderes
Koordinatensystem wird durch

x™ =T1K x¥

vermittelt. Wir suchen die Bedingungen, denen LY, geniigt. Wegen der
Invarianz des Minkowski-Abstandes unter Lorentztransformation ist

2 2 u,, v v (o (o
s7 = 8" = g x"x" = g LY LYxPX7 = gpoxPx7,

also

Jpo = gpruvam Jpo = (LT)upgprvg . (16.7)

Hier erkennt man deutlich die Ahnlichkeit zu orthogonalen Transformatio-
nen. Weiterhin gilt

_ T _
detg = de(zitl; detg detL = detL= +£1.
=—1 =detL

Man nennt Tranformationen mit

+1 eigentliche Lorentztransformation
detL =

—1 uneigentliche Lorentztransformation .

Wir untersuchen im folgenden zwei konkrete Beispiele fiir L",.

Rotationen
Man setzt L) =1, L? = LB =0:
1000
0
no_
L = 0 R
0

Die Untermatrix R beschreibt dabei eine Rotation, also eine orthogona-
le Transformation im euklidischen dreidimensionalen Unterraum. Wie ge-
wohnt redet man bei

{ detL =detR =1 } { eigentlichen
von

detL = —1 uneigentlichen } Rotationen.
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Boosts

Die speziellen Lorentztransformationen werden auch als Boost bezeichnet.
Die durch LY, vermittelte Transformation soll in ein mit der Geschwindig-
keit v z.B. in x-Richtung bewegtes Inertialsystem fithren. Laut den Glei-
chungen der Lorentztransformation ist

X =y(x'=px"),  xT=y'-px"), x?=x*  xP=x,
(16.8)
mit
c V1—p2
was zu
Y =By 00
w _ | By v 00
o 0 010 (16.9)
0 001

fithrt. Was ein solcher Boost bedeutet, macht man sich wie folgt klar: Der
Ursprung von X’ (d.h. der Punkt mit x* = 0, x> = 0, x’* = 0) hat im
Inertialsystem X die Koordinaten

x'=px’=vt, x*=0, x*=0,

d.h. die Lorentztransformation bildet auf ein mit Relativgeschwindigkeit v
in x'-Richtung bewegtes Koordinatensystem £’ ab.

Im Grenzwert ¢ — oo gehen die speziellen Lorentztransformationen in
Galileitransformationen iiber; z.B. fiir Gl. (16.8):

t/:t, X/lle—vt, )(/2:)(27 3 3'

Fiir kovariante Ortsvektoren lautet das Transformationsgesetz

X =LY%,  mit LY =g,Ll%d¢",
was zu
Y By 00
Ly = ff’n(; 16 ‘i 8 7 (16.10)
0 001

192



fiihrt. Drei Rotationen um und drei Boosts entlang der Raumachsen er-
geben sechs unabhingige Parameter fiir die eindeutige Bestimmung einer
Lorentztransformation. Man sieht das auch auf eine alternative Weise. Die
16 Transformationsgleichungen

I = 9 pGLPuLGV

sind nicht alle unabhéngig. Wegen der Symmetrie von ¢, hat man nur
zehn unabhéngige Gleichungen und damit sechs freie Parameter.

Gruppeneigenschaften

Einige weitere Eigenschaften der Lorentztransformation sind die folgenden:

1.) Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe
Bei der Hintereinanderausfithrung zweier Lorentztransformationen er-
gibt sich wieder eine Lorentztransformation. Diese Gruppe ist aber
nicht kommutativ, da es sich ja um Matrix-Multiplikationen handelt.
Die néchsten beiden Eigenschaften sind Folgen dieser Gruppen-Eigen-
schaft.

2.) Die Identitit ist eine Lorentztransformation
Das ist klar, da sich ein Boost fiir f = 0 in die Identitidt verwandelt.

3.) Zu jeder Lorentztransformation existiert eine Inverse
Die Hintereinanderausfithrung einer Lorentztransformation und ihrer
Inversen fithrt also zur Identitat. Man kann die Inverse direkt angeben.
Wie oben gezeigt, gilt

ng = ng'Lpp_Lo-‘v .
Damit ist
6)\\/ = g}\ugl»w = QMLQPGLG;L va = LU)\LGV'
=L A

o

Die gesuchte (Inverse)' lautet also L} = g™gpel’, .

16.3 Gauf}sches cgs-System

Fiir die relativistische Formulierung ist es vorteilhaft, nicht das bisher ver-
wendete SI-System fiir die elektromagnetischen Einheiten zu benutzen, son-
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dern das Gaufische cgs-System. Die Maxwell-Gleichungen haben im Gauf3-
schen cgs-System (im Vakuum) die Form:

V- E = 4mp V-B=0 (16.11)

- 4m. 10E - 10B
VXB=-—jt-—o VXE+ - =0. 16.12
% c) c ot % +cE)t ( )

Die Lorentz-Kraft lautet im Gauflschen cgs-System: ¢ (E + %G x B )

Aus den Potentialen A und ¢ gewinnt man die physikalischen Felder im
cgs-System via

. S - 10A
B = A E=——— 16.13
VXA -V, (16.13)

die Lorenz-Eichung hat die Form
VoA+L24 (16.14)
cot™ ’

16.4 Strome, Dichten, Potentiale

Der in den letzten Abschnitten entwickelte Formalismus stellt eine extrem
leistungsféahige Methode zur Formulierung der Elektrodynamik dar. Im fol-
genden werden die Gleichungen der Elektrodynamik so geschrieben, dass
sie unter Lorentztransformation forminvariant bleiben.

1.) Die Kontinuitétsgleichung
Die Viererdivergenz (16.3) legt einen Zusammenhang mit der Konti-
nuitétsgleichung nahe. Setzt man

i = (cp.j).

fiir die Viererstromdichte, so wird die Kontinuitétsgleichung einfach
7u

34" =01, (16.15)

Da dies einen Skalar darstellt, ist die Gleichung Lorentz-invariant.
Man unterscheide zwischen Forminvarianz unter Lorentztransforma-
tion (das ist das eigentliche Ziel der kovarianten Formulierung) und
Lorentz-Invarianten, die ihren Wert unter Lorentztransformation bei-
behalten, so wie die linke Seite von Gl. (16.15). Hier ist das beides
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2.)

aufgrund der skalaren Eigenschaft von 0,j" der Fall. Eine Lorentz-
transformation, z.B. ein Boost, mischt die Ladungs- und Stromdich-
ten.

Diese Eigenschaft ist von nun an fiir jede physikalische Gleichung zu
fordern. Die Frage ist hier speziell, ob j* wirklich ein Vierervektor ist.
Dazu muss sich seine nullte Komponente cp als zeitartige Variable
transformieren. Die im Volumenelement d®x eingeschlossene Ladung
ist pd3x. Das Minkowski-Volumenelement d*x transformiert sich auf
folgende Weise:

a(xl()7 X/I, X/27 X/4)
o(x0, x!, x2, x4)

=|detL|=1

dix' = ‘ d*x = d*x,

also ist d*x eine Lorentz-Invariante. Dabei ist die Jakobideterminante

aX/O ax/l aX/Z aX/S

xDO xol x02 xo5
0 1 12 rh x0 ax?t ax? x”
‘a(x XX )| e & e &
9 10 k) 71 F) 2 9 13

A(x0, xt, x2, x4) ::2 ::2 ::2 ::2
aX/O axll aX/Q axl3

x3 x3 x3 x3

gerade die Determinante der Transformationmatrix L der Lorentz-
transformation.

Andererseits ist wegen der Invarianz der elektrischen Ladung
o' d®x' = pd®x. (16.16)

Damit ist gezeigt, dass p eine zeitartige Variable ist: Sie transformiert
sich wie dx.

Die Lorenz-Eichung

Die Lorenz-Eichbedingung lautet

= 10
V-A+ Ead) =0
Mit der Definition des Viererpotentials
AN = <q>,7\> (16.17)
wird dies zu
QAR =0, (16.18)
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3.)

4.

Auch das ist als Skalar wieder invariant unter Lorentztransformation.
Das gilt offensichtlich nicht fiir die Coulomb-Eichung V - A = 0.

Vektor- und Skalarpotential in Lorenz-Eichung

Die Feldgleichungen fiir die Potentiale ¢ und A kénnen nun kompakt
hingeschrieben werden. Sie lauten zusammen einfach

CA — 4%‘]-;1 , (16.19)
Dic E- und B-Felder
Mit o* = (%%, — ) ergibt sich beispielsweise fiir die x-Komponenten
= —% a;[" — % =—(0"Al —2AY) (16.20)
X = aa/zz — % = —(32A% —33A?) (16.21)

16.5 Maxwell-Gleichungen in Vakuum und Materie

Wir definieren zunéchst den antisymmetrischen Feldstirketensor (auch Feld-
tensor)

0 —E, —E, —E,
E. 0 —B, B,
E, B. 0 —By
E, =B, By 0

FHY = QHAY — 0VAH = (16.22)

Seine kovariante Form erhalt man durch

Aus
uber

0 E E, E
—E, 0 —B. B

Fuv = 0upF” gay = _E: B, o -B | (16.23)
—E, -B, B, 0

diesem gewinnt man den sogenannten dualen Feldstirketensor F*

0 —B, —B, —B,
B, 0 FE, —E,
B, -E. 0 E
B. E, —E. 0

1
T o= iempﬁp = (16.24)



Analog zum dreidimensionalen Fall ist hier

+1 falls w,v,A p zyklisch
e = 1 falls p,v,A p antizyklisch . (16.25)
0 sonst

Man sieht, dass man von F*V direkt nach F*V gelangt, wenn man B fiir
E und —E fiir B einsetzt. Mit diesen Definitionen kénnen die Maxwell-
Gleichungen &uflerst kompakt aufgeschrieben werden. Wir trennen in in-
homogene und homogene Gleichungen.

1.) Die inhomogenen Gleichungen
Sie lauten unter Verwendung des Feldstéirketensors einfach

9 P = 5

16.26
A (16.26)

und diese Formulierung ist, wie man leicht zeigen kann, Lorentz-invari-
ant. Also gilt in jedem anderen Inertialsystem K’ die Gleichung
4
Ty Fhay
0, F* = : i,

2.) Die homogenen Gleichungen
Sie haben die Form

0 =0] (627

wobei F*V hier der duale Feldstérketensor ist. Wie sich zeigen lésst,
kann man die homogenen Gleichungen auch mit Hilfe des Feldstérketen-
sors F*V schreiben:

ap,FV?\ _|_ aVF}\}l _|_ a)\FFLV — 0 . (1628)

Diese Gleichung heifit auch Jacobi-Identitit (der Beweis erfolgt einfach
durch das Einsetzen der Definition (16.22)). Da aber die Null auf
der rechten Seite ganz automatisch allein durch die Definition von
F*Y herauskommt, sind die homogenen Gleichungen ohne jede weitere
Annahme automatisch erfiillt!

Mit anderen Worten: Schreibt man Gl. (16.22) hin, so
sind die homogenen Gleichungen bereits impliziert und
damit triviall
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Beispielsweise bekommt man dann fiir £ = 0, v =1 und A = 2 die
z-Komponente der Induktionsgleichung wieder:

10 0 0 10= =
[ — Z_iE 7EX = — 778 E :0
cot 0x y+6y [cat TV }

z
Fir p=1,v =2, und A = 3 ergibt sich

0 0 0
By + —B —
+ y T+ Y

= ‘B =0.
0x oy v

B.

16.6 Transformation der Felder

Wenn man schon die Elektrodynamik kovariant formuliert, dann stellt sich
die Frage, wie sich elektrische und magnetische Felder bzw. der Feldstéirketen-
sor unter Lorentz-Transformationen verhalten. Die universelle Transforma-
tionsvorschrift fiir Tensoren zweiter Stufe lautet

FY = LY P

Das gestrichene System bewege sich mit der Geschwindigkeit v entlang
der x-Richtung. Die zwischen K und K’ vermittelnde Transformation ist
ein Boost der Form (16.9) und bewirkt, dass im gestrichenen System die
Felder folgende Form annehmen:

E; = By Balc = B«
E, = (E,—BB.)/v/1—pB% Bj = (By+pE.)/V/I1—p.
E, = (E.+BBy)/vI—pB2 B, = (B.—BEy)//1—p’

(16.29)

Spétestens hier wird klar, dass elektrisches und magnetisches Feld untrenn-
bar verkniipft sind. Der Feldstarketensor F*V, nicht die getrennten Felder
E und B, liefert die relativistisch konsequente Beschreibung des elektro-
magnetischen Feldes. Die korrekte Verallgemeinerung von Gl. (16.29) fiir
allgemeine Geschwindigkeiten v lautet

IR - —1/- N .

B’ = yB—YV2 (B-v)v—%(vxE)

R IR — 1/~ N S

E = yE—Y 5 (Ew)v—i—I(vxE)
v c
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1

Y = —.

V11— B2

Zu beachten ist, dass zu einer Transformation in ein neues Bezugssystem
immer auch eine Transformation der Raumzeit-Koordinaten gehort, denn
andere Koordinaten hat der dortige Beobachter ja nicht zur Verfiigung.
In K’ miissen also die Felder als E/ = E’(x’,t’) und B’ = B’(x’,t’) aus-
gedriickt werden. In den Formeln (16.29) wird diese Tatsache noch nicht
beriicksichtigt. Die obigen Formeln machen deutlich, dass beispielsweise
ein in einem bestimmten Inertialsystem rein magnetisches Feld nicht in
allen anderen Inertialsystemen auch rein magnetisch zu sein braucht. Bei
der Transformation treten plotzlich elektrische Feldkomponenten auf! Das
darf aber nicht zu der Annahme verfithren, die Lorentz-Kraft

N e . —_

F=-vxB

Cc

erwachse rein aus der Transformation des Magnetfeldes in das Bezugssys-
tem eines bewegten Teilchens. Wie man sich mit Hilfe von Gl. (16.29) leicht
iiberzeugt, gilt diese Aussage nur in niedrigster Ordnung in v/c.




