15. Verhalten des elektromagnetischen Feldes
an Grenzflichen

15.1 Allgemeine Stetigkeitsbedingungen

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich eine Reihe
von Konsequenzen fiir das Verhalten der Felder an der Grenzfliche zwi-
schen zwei Medien mit verschiedenen elektrischen und magnetischen Eigen-
schaften. Im Allgemeinen sind die Felder €, D, B und H an Grenzflichen
unstetig. Stetigkeitsbedingungen folgen aber fiir bestimmte Komponenten
unter der Annahme, dass die Felder und die zeitlichen Ableitungen be-
schrankt sind. Der Einfachheit halber sei im folgenden angenommen, dass
die Grenzflache eben sei.

Abbildung 15.1:

Volumen zur Anwen-
dung des Divergenzsat- h :
zes an der Grenzflache
zwischen zwei Medien.

1.) Normalkomponenten von B und D
Wir betrachten

V-B=0; (15.1)

und wenden den Gauflschen Integralsatz auf das symmetrisch an der Grenz-
flsiche angebrachtes Volumen (siehe Fig. 15.1) an: Die Deckflichen F!) und
F(?) eines Kistchen (Zylinders) mit Volumen V und Oberfliche 0V mdgen
symmetrisch zur Grenzflache liegen; Grofle und Gestalt der Deckflachen
seien beliebig. Mit dem Divergenzsatz finden wir

J d3xV-9§:J dF-iTB:J dF-:TBJrJ df-B+0O(h) =0 (15.2)
v )% F(1) F(2)
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wobei die letzte Gleichheit aus Gl. (15.1) folgt. Der Term O(h) beschreibt
den Beitrag von der Mantelfliche des Zylinders. Macht man die Hohe h
des Késtchen beliebig klein, so verschwinden im Grenzwert h — 0 die

Mantelbeitrige, und die Stirnflichen FIV, F2) gehen gegen die Grenzfliche
F:

J df - (B —B®) = J dfii- (BM —8?) = 0. (15.3)
F F
Das Vorzeichen kommt ins Spiel, weil die Fldchennormalen der oberen und
unteren Stirnflichen entgegengesetzt sind: n) =n = —n®. BW und
B2 sind die B-Felder unmittelbar oberhalb und unterhalb der Grenz-
fliche F. Da die Schnittfliche F beliebig gewéhlt werden kann, muss fiir
den Integranden selbst gelten:

—

i (BM—32) =0 (15.4)

Diese Gleichung besagt, dass die Normalkomponente von B stetig durch
die Grenzflache hindurchgehen muss; da es nur eine Normalkomponente
gibt, ldsst sich diese Gleichung auch als BE} ) — Bﬁ? ) schreiben.

Analog folgt aus
V-D = ps (15.5)

mit dem Divergenzsatz

J d3xV-@:J dF-@:J dF-@JrJ dF-iB+o(h):J d3x oy
\4 oV F(2) Vv

F(1)

und im Grenzwert h — 0 wird
J d’x pr — J dfye,
Vv F

wobei y¢ die freie Ladung pro Flache auf der Grenzflache ist. Wenn die
raumliche Ladungsdichte pf der Ladung iiberall stetig ist, wird y¢f = 0.
Ein vf # 0 kann nur auftreten, wenn pf auf der Grenzfliche singulér ist
und dort einen endlichen Wert pro Fliache besitzt. Fiir die dielektrische
Verschiebung gilt also

N

n- (@(1) — @(2)) = Yt (15.7)
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oder auch DE} ) —AD%Q ) = v¢. Fiir Dielektrika mit y¢ = 0 ist die Normal-
komponente von D stetig; dagegen springt .- D beim Ubergang von Leiter
zu Nichtleiter um y¢f um den Wert der Ladung pro Grenzflache.

2.) Tangentialkomponenten von € und K

Wir benutzen die Maxwellgleichungen

. B
V><8:—a :

RN

-~ D -

—; VXH=—+4 jf. 15.8
3t ot + )f (15.8)
Wir verwenden jetzt eine andere Version des Gauflschen Satzes, die wir
auf dasselbe Zylindervolumen von Fig. 15.1 anwenden kénnen. Man findet

diese Version wie folgt; es gilt

J d*x V- b(x) = J df - b(x)
\Y ov
mit Volumen V, Oberfliche 0V und differenzierbarem Vektorfeld 6(7?) Sei
nun b(x) = ¢ X a(x) mit beliebigem konstantem Vektor c:
J PxV - © x d(F) = §> af - ¢ x Q(x) (15.9)
Y oV

Im Integranden der linken Seite ist (mit Summenkonvention)

N

Ve x a(x) = 0a€apyCpay(X) = — cpepayday(X)
= —¢C- (V X a(i))
Auf der rechten Seite von Gl. (15.9) hingegen gilt fiir das Spatprodukt
df ¢ x a(x) = ¢ (a(x) x df) = —¢ - (df x a(x))
Einsetzen in Gl. (15.9) ergibt
E.J &xV x d(x) :6.3€ af x a(%)
\% oV

und weil ¢ beliebig gewihlt werden kann, folgt

J PxV x d(x) = jﬁ af x a(x) (15.10)

\% oV

Mit dieser Form des GauBschen Integralsatzes erhalten wir aus Gl. (15.8)
und mit dem Grenzwert h — 0

—

J V&= J df x & = J df x (g(l)—?,m) — J df n x (gm_g(z))
v oV F F
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(15.11)

Wir nehmen an, dass das B-Feld und seine zeitliche Ableitung auf der
Grenzflache beschrankt ist, sodass

J d%c@ 29 0,
v ot

und damit

J df i x (€M —¢g?) =o.
F

Da die Schnittfliche F beliebig gewahlt werden kann, folgt

ix (EM—e@) =g, (15.12)

d.h. die Tangentialkomponente von € beziiglich der Schnittflache ist stetig.
Bei der zweiten Gleichung von (15.8) tritt zusétzlich fv d3xj; auf. Wie-
derum verschwindet das Integral, wenn die Flussdichte auf der Grenzflache
stetig ist; die Grenzflache kann aber eine singulére Flachenstromdichte tra-
gen; dann schreiben wir d>x = dfdz mit der z-Koordinate in Normalen-
richtung, und damit

N h/2 - h/2 N
J d3Xjf = J de dzjs h——>O>J dfﬁf mit ﬁf = limJ dzijs
\% F —h/2 F h—0J_p/2

N¢ ist dadurch definiert, dass dQ = n¢|dl,dt die Ladung ist, die wihrend
der Zeit dt innerhalb der Grenzfliche in N¢-Richtung durch ein Linienele-
ment dl,, senkrecht zu 1 transportiert wird.
Unter Annahme der Beschranktheit von 0D /0t an der Grenzflache erhal-
ten wir

[N —

n x (HY —H?) =n; (15.13)

d.h. die Tangentialkomponente von H springt an der Grenzfliche um die
Flichenstromdichte 1¢ in der Grenzfliche senkrecht zu 1 x JH.

15.2 Lineare, isotrope Medien

In linearen, isotropen Medien gibt es einen linearen Zusammenhang zwi-
schen H und B sowie zwischen € und D:

—

B=pH; D=ck (15.14)
173



Dann findet man aus (15.4), (15.12), (15.7) und (15.13):

i (B —B?) =0 ~ | n- (mHY —wH?) =0 | (15.15)

n- (r_f)(l) — @(2)) =vi N | N (elg(l) — €2§(2)) =vi | (15.16)
L . /D P

nx (M —-¢eP) =0 n nx( — ):o (15.17)
€1 €9

L ey e R _ (B B@YN

nx (HY —H) =n¢ ~ | nx (— — —) =7y (15.18)

H1 H2
Grenzfliche zwischen Metallen
Gilt das Ohmsche Gesetz,

i = o€, (15.19)
mit Leitfihigkeit o, so folgt aus Gl. (15.12) fiir die Tangentialkomponente
von jf:

]?(1) )?(2)
n x (f— — f—) =0 | (15.20)
01 09
Fiir die Normalkomponente folgt iiber die Kontinuitédtsgleichung:
>, 0ps

A\ — =0 15.21

¥ + P ( )

bei Anwendung des Gaufischen Integralsatzes (wie unter 1.)

- . . . d
J d3XV‘jf = J df-js = J df-jf—l—J df-js++0(h) = —J dgxﬁ
% )Y F(L) F(2) % ot

und damit im Grenzwert h — 0

I 2
J afn- GV —j1) = _J af =t
F F

Wegen freier Wahl von F folgt

VT %
n-(p =3) = ~ ot (15.22)
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Speziell fiir stationdre Strome folgt aus
Vi =0 (15.23)
die Stetigkeit der Normalkomponenten

- /.1 (2
n- G =) =o. (15.24)

Ubergang Leiter - Nichtleiter

Wir betrachen ein leitfihiges Medium auf Seite (1) und ein nichtleitendes
auf Seite (2). Da im Nichtleiter kein Strom flieen kann, gilt mit Gl. (15.24)

-Gy =3 =0, (15.25)
und iiber das Ohmsche Gesetz Gl. (15.19) folgt, dass
n-eW=o, (15.26)
da o1 # 0. Dagegen folgt fiir n - €2 aus Gl. (15.16):

eon- £ = — ;. (15.27)
Insbesondere fiir die Elektrostatik ist, wegen ;f = 0, auch

nx & =0o; (15.28)
dann fordert (15.12)

nxe? =, (15.29)

also steht das g—Feld senkrecht zur Leiteroberfliche; es ist null innerhalb
des Leiters.

15.3 Reflexion und Brechung von Licht

In Abwesenheit freier Ladungen ps = 0, )ic = 0 lauten die makroskopischen
Maxwell-Gleichungen:

V-B=0; V-D=0 (15.30)
und
R 0B - 9D
_ _ 0B _ 9P 15.31
V x € S VxH=o (15.31)



Sie vereinfachen sich mit der Annahme linearer, isotroper Medien

B=pH;, D=ek, (15.32)
Al
V-H=0 V- -&=0 (15.33)
und
R oK . 2¢

Wie in Kap. 9 lassen sich die Gleichungen (15.34) unter Beachtung von
(15.33) entkoppeln, z.B.

R . 06 d_ - 9?2
Vx(VxH) = V(V-H) —AH = era = eanéﬁ = —euw}(,
-0
(15.35)
und man erhélt die Wellengleichungen
- 1 0% -1 9% -

wobei ¢’ die Phasengeschwindigkeit im Medium ist (vgl. Abschnitt 9.3 ):

1
e (15.37)

Ebene Wellen

Da wir im folgenden das Verhalten des elektromagnetischen Feldes an ebe-
nen Grenzflachen untersuchen wollen, betrachten wir Losungen von (15.36)
in Form ebener Wellen, z.B.:

N
—

g = gpetlrwt) (15.38)

wobei zwischen w und K die Beziehung

k
Ver

w=c'k=

(15.39)
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gelten muss. Wie in Kap. 9 findet man, dass g, ‘JTC und k senkrecht zuein-
ander stehen; aus V - € =0 folgt € - k = 0, und es gilt

R K o R
VXxE= —p— n kx&=pnwé
ot
und damit
— 1 -~ = 1 . = I w .
H=—kx&=—ex€& mit k=—e.
HLw uc’ c’

Gleichung (15.39) unterscheidet sich von (9.25) dadurch, dass dort c eine
Konstante ist, wihrend ¢’ von w abhingt, da im Allgemeinen € = e€(w).
Die Komponenten verschiedener Frequenz w in einem Wellenpaket laufen
also mit verschiedener Geschwindigkeit ¢/ = ¢/(w), das Wellenpaket behilt
seine Form im Laufe der Zeit nicht bei (Zerflieffen von Wellenpaketen; vgl.
hierzu Abschnitt 10.3 ).

Phasen- versus Gruppengeschwindigkeit

Je nach Verlauf von €(w) kann ¢’ > ¢ werden. Dies bedeutet keinen Wi-
derspruch zur Relativititstheorie, da die Phasengeschwindigkeit vpn = ¢’
nicht identisch ist mit der Gruppengeschwindigkeit

dw
— | == 15.40
= (%), 1540

eines Wellenpaketes, dessen Amplitude auf die Umgebung der Wellenzahl
ko konzentriert ist; der Energietransport in einem solchen Wellenpaket ist
durch vy und nicht durch vpy, bestimmt.

Randbedingungen fiir jede stetige Komponente von g und f(

Wir untersuchen nun das Verhalten einer Lichtwelle, beschrieben durch
(15.38), an einer ebenen Grenzflache (siehe Fig. 15.2). O.B.d.A. wihlen
wir den Ursprung des Koordinatensystems in der Grenzfliche, und wir
orientieren das Koordinatensystem, dass der Einfalls-Wellenvektor k. mit
der Grenzflichennormale 1 die xy-Ebene definiert. Die Grenzfldche F ist
dann also die xz-Ebene. Fiir eine beliebige stetige Komponente, die wir A
nennen, muss beim Ubertritt von Medium 1 nach Medium 2 die Stetigkeit
zwischen Welle oberhalb und Welle unterhalb der Grenze gelten, und zwar
fiir alle Zeiten t:

— —
— —

Aeei@@?—wt) + Arei(kr'X—wﬂ — Ade:‘(kd"‘_wt) (15.41)
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Abbildung 15.2: Ebene

Welle mit Wellenvektor ke
wird an einer Grenzfliche
(xz-Ebene) reflektiert und
gebrochen.

wobei X fiir einen beliebigen Punkt in der Grenzfliche steht. A, A, und
Aq sind die Amplituden der einfallenden, reflektierten und durchgehenden
Wellenkomponente.

Da GI. (15.41) insbesonder auch fiir t = 0 gelten muss, folgt die Forderung
der Phasengleichheit

Ke X =k X =kq X (15.42)

fiir jeden Punkt x aus der Grenzfliche, ohne die Gl. (15.41) nicht erfiillbar
wére. Diese Beziehung besagt, dass alle drei Wellenvektoren dieselbe Pro-
jektion auf die Grenzfliche F haben. W&hlt man t = 0 und x = 0, so folgt
aus Gl. (15.41) fiir die Amplituden

Ac+ A, = Aq. (15.43)

Schlieflich kann man Gl. (15.41) auch fiir x = 0, t # 0 betrachten; daraus
folgt die Erhaltung der Frequenz

We = Wy = Wy . (15.44)

Die Frequenz (Farbe) des Lichts &ndert sich also bei Reflexion und Bre-
chung nicht.
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Koplanaritét

Gl. (15.42) bedeutet, dass die drei Wellenvektoren Ee, ET und Ed in einer
Ebene N senkrecht zur Grenzflache F liegen; das ist die Einfallsebene, gebil-
det aus ke und fl, im gewahlten System die xy-Ebene. Diese Koplanaritdit
von Ke, k; und kq macht man sich klar, indem man speziell X = Xg in der
Grenzfliiche so wiihlt, dass ke - Xo = 0; dann miissen geméf Gl. (15.42) die

3 Vektoren ke, k; und kq senkrecht zu Xo sein, was nur moglich ist, wenn
ke, ky und kq in einer Ebene liegen (koplanar sind).

Reflexionsgesetz

AuBlerdem folgt aus der Gleichheit der Projektionen der Wellenvektoren
auf die Grenzfliche, Gl. (15.42)

ke sinte = kK, sind; = kgsindy . (15.45)

Wegen der Gleichheit der Frequenzen (15.44) w, = w; gilt c1ke = c1k,
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢; im Medium 1. Also ist ke = k,, und es
folgt das Reflexionsgesetz:

9. =9, (15.46)

Die Welle wird im selben Winkel reflektiert, in dem sie eingefallen ist.

Brechungsgesetz
Aus (15.44) ergibt sich
k k 1 1
- w 4 mit oF= =

v/ E1H1 - V€212 SR - €ally

also

Ke _veu —m (15.47)
ka /€My Ny’ '

mit Brechungsindizes Ny = ¢,/€1; und n9 = ¢,/€so der beiden Medien.
Mit GIl. (15.45), also ke sin ¥, = kq sindq, folgt das Brechungsgesetz

sinde Mo

— , 15.48
sin ﬁd np ( )

Man kann jetzt von der einen stetigen Komponente A zu den kompletten
Beziehungen fiir beliebige elektromagnetische Wellen gelangen, indem man
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zwei Polarisationsfille betrachtet:

a) Transversales elektrisches Feld € L N (mit Einfallsebene N); dann hat
€ nur einen z-Komponente, die wegen 1 X (8(1) — 8(2)) = 0 an der Grenz-
flache stetig sein muss. R R

b) Transversales magnetisches Feld { 1 N; dann hat H nur einen z-
Komponente, die wegen n X (fH(l) — fH(Q)) = (0 (Dielektrikum, ¢ = 0)
stetig sein muss.

Der allgemeine Fall ldsst sich aus diesen beiden Polarisationen zusammen-
setzen.

Wertet man dann die Beziehung (15.43) fiir die Amplituden &, und I,
aus, so erhalt man die Fresnelschen Formeln, das Brewstersche Gesetz (Er-
zeugung linear polarisierten Lichts) und die Totalrefliexion (Faser-Optik).

Bemerkung

Die Dielektrizitdtskonstante €(w) im allgemeinen komplex, also auch k
komplex. Eine elektromagnetische Welle wird also im Medium geschwécht
(Absorption).

15.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in leitendem Material

Wir betrachten einen Ohmschen Leiter mit ebener Grenzflache und Leitfahigkeit
0. Dafiir lauten die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (13.23) und
(13.24):

JEEN

0K

V€ = 0 V><§+u¥:0 (15.49)
VH =0 VxH-ed - of =0

Solange kein Ladungsstau auftritt, ist pf = 0 (vgl. Abschnitt 4.2 ) und es
exisitiert eine stationédre Stromverteilung

jt=0€ # 0. (15.50)
Als Losung von Gl. (15.49) setzen wir

g — gyetlrat (15.51)
an, mit k-& =0 (folgt aus V - € = 0). Mit einem analogen Ansatz fiir I

T = F(yeller-ot (15.52)
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finden wir aus Gl. (15.49):

N 1 N N N N N N
}C:u—w(kxél); Uk xH)+iew € —0€ =0. (15.53)
Benutzt man k x (E X E) —k (E . g) —&%2 = —& k2 und eliminiert man
im letzten Ausdruck von Gl. (15.53) € oder J_;C, so erhdlt man:
—ik?
Hw

+iew — 0=0, ~ k= w’ue +ipwo. (15.54)

Komplexe Wellenzahlen

Setzt man den Wellenvektor komplex an (mit reellen «, [3)
k=o+if; k2= — B% + 2ixp, (15.55)

so kann man « und 3 durch u, €, w und o ausdriicken; Koeffizientenver-
gleich zwischen Gl. (15.54) und (15.55) ergibt:

«? — B2 = pew?; 20 = pwo-. (15.56)

Eliminiert man in der ersten Gleichung o mit Hilfe der zweiten Gleichung,
d.h. mit &® = (pwo)?/(4pB?), so entsteht:

1

Rt — Z(uwo)2 + Biuew? =0. (15.57)
Da (3 reell sein soll, kommt als Losung nur
2
EW o
R? = a ( 14+ (—)?% — 1) (15.58)
2 €W

in Frage (fiir die andere Losung wiire 2 < 0). Analog:

ol — ”62“’2 <\/1 + (%)2 + 1) . (15.59)

Fiir verschwindende Leitfdhigkeit 0 — 0, also im Grenzfall Nichtleiter
(Dielektrikum), folgt:

B — 0 «? — pew?, (15.60)

also k = \/pew in Einklang mit Gl. (15.39). Da pwo > 0, miissen o und
B nach Gl. (15.56) gleiches Vorzeichen haben. Fiir 3 # 0 (d.h. 0 # 0) wird
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eine auf eine Metalloberfliche einfallende Lichtwelle im Metall exponenti-
ell gedampft; fiir eine in positiver x-Richtung laufende ebene Welle wird
namlich

ifl—wt) _ pilox—wt) o—px. (15.61)

e
wobei mit & > 0 auch 3 > 0 sein muss.

Grenzfille

1.) Bei hoher Leitfdhigkeit (0 — oo) wird die Lichtwelle praktisch total
reflektiert, da die Eindringtiefe d ~ B! ~ 0~ %/? verschwindet.

2.) Fiir hohe Frequenzen (w — o0) ist zu beachten, dass o frequenz-
abhingig ist: o wird fiir W — 0o rein imaginér, also k? in Gl. (15.54)
reell; das Material wird durchsichtig. Diesen Effekt kann man mit har-
ter Rontgenstrahlung nachweisen.

Skin-Effekt

Als Folge der Dampfung 3 kénnen wegen GI. (15.50) Wechselstréme nur
in einer Oberflichenschicht des Leiters flieBen, deren Dicke durch ! be-
stimmt ist (Skin-Effekt).
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