10. Wellenpakete im Vakuum

10.1 Informationsiibertragung durch elektromagnetische Wellen

Ein wichtiger Anwendungsbereich elektromagnetischer Strahlung ist die
Informationsiibertragung. Monochromatische ebene Wellen sind dazu un-
geeignet, da sie praktisch keine Information aufler ihrer Periode (w) ver-
mitteln konnen. Man kann monochromatische ebene Wellen jedoch modu-
lieren und so Information iibertragen. Im einfachsten Fall bildet man eine
Uberlagerung aus 2 monochromatischen Wellen:

f(t) = focos(wit) + fpcos(wat) . (10.1)

Alternativ kann Gl. (10.1) als amplituden-modulierte Schwingung darge-
stellt werden:

f(t) = 2fg cos(wmt) cos(wot) (10.2)
mit,

W, — wi — (1)2; wo = w1 + W2 | (10.3)
denn
2 cos (% — %) COS (% + %)

w1 Wwo . W1 . W2 w1 Wo LS N
:2 COS—C08—+SH1—SII1— COS — COS — — S1Inn —— S1n ——
2 2 2 2 2 2 2

2
w w w w
— 2 cos? 710082 =z 2 sin’ —1sim2 72
_ 1+ coswi 1+ coswsy 21—COS(1)1 1 — cos woy
B 2 2 2 2

= COS W1 + Cos Wy .

Wenn w; ~ wy gewdhlt wird, dann ist Gl. (10.2) eine fast harmonische
Schwingung der Frequenz wq ( Trdigerfrequenz), deren Amplitude sich mit
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Uberlagerung zweier mo-

A
|
nochromatischer Wellen,
) die eine Schwebung mit

K (O Tréagerfrequenz wqg mit
u\ p J) Modulationsfrequenz w,

bilden.

der Modulationsfrequenz wy, dndert. Man erhélt das Bild einer Schwebung
(siche Abb. 10.1).

Kompliziertere Schwingungsformen und damit mehr Moglichkeiten zur In-
formationsiibertragung ergeben sich durch Uberlagerung mehrerer Schwin-
gungen verschiedener Frequenzen.

10.2 Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Ausgehend von einer Grundfrequenz w = 27t/T bildet man

f(t) = Z fnexp(—iwnt) W, = NW. (10.4)

n=—oo

Die Fourier-Reihe (10.4) konvergiert gleichméfig (und damit auch punkt-
weise), wenn f(t) periodisch mit der Periode T und stiickweise glatt ist.
Die (schwéchere) Forderung der Konvergenz im quadratischen Mittel ist
erfiillt fiir periodische, in [0, T] stetige Funktionen f(t).

Fourier-Koeffizienten

Die Fourier-Koeffizienten f,, sind durch

1 T/2
T ) 1/
gegeben. Fiir den Beweis verwenden wir die Orthonormalitétsrelation

1 (772
TJ / dt exp(iw(m —n)t) = dmn (10.6)
—T/2
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und finden

T/2
J dtf(t) exp(iwmt) =T ) fubmn =T frm. (10.7)
~T/2 n

Fourier-Integrale

Nicht-periodische Funktionen lassen sich i.a. durch Fourier-Integrale dar-
stellen, die sich aus GI. (10.4) im Limes T — oo ergeben, d.h. das Periodi-
zitdtsintervall ist [—T/2, T/2l1 o, und damit muss die Summe iiber w
durch ein Integral {iber w ersetzt werden.

Sei Aw = 27t/T der Abstand benachbarter Frequenzen wy,, so ist

A > .
f(t) = % ﬁfn exp(—iwnt) = n:Z_OO Aw f(wn) exp(—iwnt) (10.8)
mit
z . i) L T
flwn = i (55) = (526 109
Also kann man Gl. (10.8) als Riemann-Summe des Fourier-Integrals
f(t) = J dw f(w) exp(—iwt) (10.10)

auffassen. Fiir die Umkehrung von GIl. (10.10) zeigt der Vergleich von
Gl (10.5) und (10.9):

flw) = %TJOO dt f(t) exp(iwt) |. (10.11)

—00

f(w) heiBt die Fourier-Transformierte zu f(t). Sie existiert und (10.10)
konvergiert im quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrablen Funktionen
f(t), fiir die

ro dt[f(t)]? < oo; (10.12)

f(w) ist dann auch quadratintegrabel.

Beispiel: Rechteckimpuls
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Abbildung 10.2: Rechteckfunktion und ihre Fouriertransformierte.

T T
f(t) =1 fir -— 5 <t 3 f(t) =0 sonst. (10.13)
Dann wird
. 1 (V2 1 iwt) |72 in(wTt/2
flw) = —J dt expliwt) — ——SXPUWH T sin(w/2)
270 ) _1p9 T 21 /2 T
(10.14)
Die Breite Aw von f(w) schiitzt man aus obiger Figur ab zu:
27
Aw = g oder AwAt ~ 27 (10.15)

Je schmaler (breiter) das Signal f(t) werden soll, desto breiter (schmaler)
ist das Frequenzspektrum, das man benotigt. Diese Unschdrferelation ist
nicht an das Beispiel (10.13) gebunden, sondern ist ein charakteristisches
Merkmal der Fourier-Transformation.

Bemerkung

Oft wird die Fourier-Transformation in der symmetrischen Form

f(t) = \/LQ_W LO dw f(w) exp(—iwt) (10.16)
mit
flw) = LJOO dt f(t) exp(iwt) (10.17)
V2r ) o
benutzt.
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10.3 6-Distribution

Die Fourier-Transformation (10.10), (10.11) fithrt auf das folgende mathe-
matische Problem: Setzt man Gl. (10.11) in (10.10) ein, so muss (nach
Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

f(t) = %TJ_OO dt’ f(t') J_Oo dw exp(—iw(t—t’)) = J_OO dt’ f(t")d(t—t')
(10.18)
mit
1 [* .
S(t—t') = %J dw exp(—iw(t —t')) (10.19)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingefiihrte
GroBe d(t — t’) ist offensichtlich keine gewohnliche Funktion, sondern ei-
ne Distribution, die streng genommen nicht fiir sich alleine stehen darf,
sondern nur in Verbindung mit der Integration in (10.18) erklért ist.

Darstellungen

Die 8-Distribution, als deren Definition wir im folgenden GI. (10.18) be-
trachten wollen, kann durch jede Folge stetiger Funktionen 0., fiir die

lim ro dt’ f(t")on(t —t') = (1) (10.20)

—
n—oo J_

gilt, dargestellt werden. Beispiele:

1.) Rechteck

1
on(t) =m  fir |t < o dn(t) =0 sonst. (10.21)

2.) GauB-Funktion (,,Glockenkurve®)

on(t) = nexp(—mt’n?). (10.22)

3.) Die Darstellung

1 sin(nt 1 (™
onlt) =2 (t):%J

dw exp(iwt) (10.23)

-1

fithrt gerade auf die Schreibweise (10.19).
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Vorsicht: Die Gleichungen (10.20) - (10.23) sind so zu verstehen, dass die
t’-Integration vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln

1.) 8(t) = §(—t)

2.) 5(at) = =6(1)

~ al

3)8(t*—a?) = B(HG)QL?“_Q); a#0.

10.4 Uberlagerung monochromatischer ebenen Wellen

Wir 16sen die Wellengleichung

. 1 02 \=

durch Fouriertransformation, in dem wir den Ansatz

—
—

E(x,t) = Jd3k J dw E(k, w)etlxot (10.25)

machen, d.h. E(x,t) durch seine Fouriertransformierte in Raum und Zeit
darstellen. In der Fouriertransformation ist k die zu x und w die zu t
konjugierte Variable, physikalisch bedeuten k den Wellenzahlvektor und
w die Kreisfrequenz. Statt einfach den Realteil dieses Ansatzes als die

physikalische Losung zu definieren, verfahren wir hier so, dass wir fordern,
dass E*(x,t) = E(x, t):

JEEN

£ ()_(‘, t) — Jd3kj dw E*(E) w)ei(k?—wt) — Jd?)kj dw E*(_E) _w)ei(k.f_wt)

wobei wir im letzten Schritt k — —k und w — —w ersetzt haben (vertau-
schen von Integrationsgrenzen und Vorzeichen der Integrationsdifferenzia-
le kompensiert sich gegenseitig). Damit folgt die Realitdtsbedingung (z.B.
durch Umkehren der Fouriertransformation)

BN —

Ef(—k.—w) = E(k.w):  Ef(k w) = E(—k,—w)

T2
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Einsetzen von Gl. (10.25) in die Wellengleichung ergibt:

OE(X, t) = J d?’kj dw E(k, w)Dei(kz_wt)

~ N (1)2 —~_ (1026)
- J dSkJ dw E(k7 (1)) ( — k2 + ?) el(k"‘_“’t) =0
wegen
veizi\ — ﬂzel?;, Aeiﬁ; — VQeizo_c\ _ (1?)2612; _ _EQ eiz;_

Wir finden also, dass die Fourierdarstellung einer Funktion null sein soll;
dann muss die Fouriertransformierte selbst identisch null sein:

XN

(w? — K?)E(k, w) =

d.h. E(Tc, w) = 0 falls nicht w? — c2k? = 0. Der allgemeinste Ausdruck
dafiir ist:

N

(k. w) = E4(K)5(w — k) + Eo(K)5(w + ck)

) i(k- x+ckt))

mit ELQ(E) = E(E, +ck). Die Realitatsbedingung wird jetzt zu

T2

Einsetzen in die Fourierdarstellung ergibt:

—

E*(x,t) = Jd3k (f: (k)e(k" ckt) +E (

K‘

—

Ej(k) = Es(—k) baw. Ej(k) = E4(—K)

™

Leichtes Umformen der Losung ergibt

E(x,t) = Jdgk(El(k) iflex—ckt) 4 ET(_E)ei(k%Lckt))
N (10.27)
Jd3k<E1(k) kx ckt) _|_E>k(k) —1(k~X—th))

Diese Losung ist jetzt offensichtlich reell und lisst sich sinngeméfl auf l§,
A und @ iibertragen.
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10.5 Wellenpakete, Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Zur Vereinfachung betrachten wir jetzt zunéchst ein Wellenpaket, das sich
nur in einer Koordinatenrichtung, z.B. in z-Richtung ausbreitet. u(z, t) sei
eine Komponente von E oder B,

Wie oben folgt aus [Ju = 0 die Darstellung

u(z,t) = Joo dk {a(k)ei(kz—“’(k)t) +ﬁ*(k)e—i(kz—‘“(k)“)} (10.28)

—00

mit w(k) = ck fiir elektromagnetische Wellen. Da aber das folgende im
Prinzip auch fiir Wellen mit anderer Dispersion w(k) gilt, bleiben wir
zunichst bei der Schreibweise w(k). Wir nehmen jetzt an, dass die auf-
tretenden Wellenzahlen aus einem Band, d.h. einem begrenzten Bereich in
der Néhe der Wellenzahl ko stammen. Wir wihlen als Amplitudenfunktion
1(k) eine GauBifunktion

IRTRY
u(k) = \/LQL—;)_[G exp (— —(k 20_];0) )

mit Maximum k = ko und Breite o, die auf [ dk (k) = up normiert ist.
Das bedeutet auch, dass

ik
tim ) s~ k).
o—0 Up

—

Wir setzen 1(k) in das erste Integral von Gl. (10.28) ein und substituieren
dabei k = (k — kg)/0, d.h. dk = dk/o und k = k¢ + ok:

Eo dkﬁ(k)ei(kz—w(k)t) — \/IQL_:[G Jjo dk exp [_ % + i(kz _ w(k)t)]

00 2
U K . .

_ | 4 D (kg + —iw(kg + oK)t .
\/2_J_ Kexp[ 2 l( 0 GK)Z 1w( 0 GK)]

Hier kommen wir ohne Kenntnis von w(k) nicht weiter; aber fiir eine hin-
reichend schmale Gaulkurve (fiir kleines o) kénnen wir w (kg 4+ oK) nach
oKk entwickeln und mit der linearen Ndherung arbeiten:

dw(k
w(ko + ok) ~ w(ky) + vok mit v:< Wl )>
dk k:ko
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Fiir elektromagnetische Wellen ist w(k) = ck linear, und diese Niherung
wird exakt. Einsetzen ergibt

oo

J_Oo dkﬁ(k)ei(szw(k)t) — \;L_QO_T[ei(kozw(ko)t) J_OO
2

= uoei(koz_w(kﬂ)t) exp [ — %(z — vt)2]

2
dk exp [ -5 +1io0(z — Vt)K]

(10.29)
wegen
< Leo v2 o 2 2 L o 2
Y +io(z—vt)k = 5{(1K) + 2i0(z — vt)k + 0°(z — vt) } — 50 (z —vt)
— %(K + o(z — vt))2 — %0'2(2 —vt)?
(10.30)
und
JOO dk exp B (ik + G(Z—Vt)>2] = V2m (10.31)

Der zweite Teil von Gl. (10.28) liefert das konjugierte Komplexe davon.
Endergebnis:

2
u(z,t) = 2ugcoslkoz — w(kgy)t] exp [ — %(z — vt)2] (10.32)

Abb. 10.3 zeigt die z-Abhéngigkeit der Losung fiir eine feste Zeit t.
Die Welle

x cos[kgz — w(kg)t] = cos [ko(z —

bewegt sich mit Phasengeschwindigkeit

w (ko)
ko

in z-Richtung. Sie wird begrenzt durch den z-abhéngigen Amplitudenfaktor
2
o
+ exp [ — 7(2 — vt)2]
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u(z,t)

dung 10.3:
Momentaufnahme
des Wellenpa-
kets fiir eine

feste Zeit t.

it

der Breite 1/0, der sich mit der Gruppengeschwindigkeit

oy — dw(k)
s dk /iy,

in z-Richtung bewegt. Der Amplitudenfaktor formt das Wellenpaket. Im
Allgemeinen sind Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit ver-
schieden; dann gleitet die Welle durch das Wellenpaket hindurch. Im Fall
elektromagnetischer Wellen jedoch sind beide gleich der Lichtgeschwindig-
keit:

k
Phasengeschwindigkeit vy, = ﬁ =cC
k (10.33)
e dw (k)
Gruppengeschwindigkeit vg, = ok C

Welle und Wellenpaket sind hier also starr verbunden. Die Verallgemeine-
rung auf eine allgemeine Ausbreitungsrichtung k ist unproblematisch; das
Wellenpaket wird dann durch

u(x, t) = Jd?’ka(i)ei(k?‘“’(k”) (10.34)

dargestellt, und man erhélt fiir das Wellenpaket die Gleichung

N JEEN

Rew(X, t) = cos [koX — w(ko)t] J >k f(k— ko) cos [(k—Ko) (X —vt)]
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(10.35)

RN N JEEN

mit einer um E() zentrierten Amplitudenfunktion (k) = f(k — ko).

Fourierdarstellung des Vektorpotentials

Signale endlicher Energie erhdlt man nur fiir raum-zeitlich begrenzte Fel-
der (Wellenpakete), die wir aus monochromatischen ebenen Wellen durch
Superposition aufbauen konnen. Fiir das Vektorpotential erhalten wir:

1

A = Sy

Jd?’k [7\(?) gtllx—wt) L a#(j) gmilkx—wt) | (10 36)

Hierbei haben wir wieder die beiden Basislosungen exp(i(k - X F wt) so
addiert, dass A(x,t) reell ist. Wegen w = c|k| kommen in (10.36) alle
Frequenzen w vor. Fiir die Fouriertransformation ist hier die symmetrische
Schreibweise gewéihlt. Gleichzeitig stellt Gl. (10.36) die allgemeine Losung
der homogenen Wellengleichung (9.8) dar. Die Coulomb-Eichung verlangt

k-A(k)=0. (10.37)

Photonen-Addition der Erhaltungsgrossen

Wichtig fiir den Aufbau der Quantenmechanik, die das elektromagnetische
Feld durch Photonen beschreibt, ist die Eigenschaft, dass Energie, Impuls
und Drehimpuls des Feldes sich additiv aus den Beitrigen der monochro-
matischen ebenen Wellen zusammensetzen. Wir demonstrieren dies fiir den
Fall der Energie. Dazu schreiben wir (10.36) noch einmal um,

1 oo N

A% t) = PR J &k [A(k,t) + A*(—k, t)] exp(ik-X), (10.38)

mit den Abkiirzungen

[N RGN — — — —

Ak, t) = A(K)exp(—iwt):  A*(—k,t) = A*(—k) exp(iwt). (10.39)

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir hier die Tilde bei den Fou-
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riertransformierten weg. Damit wird nach (8.10) die Feldenergie zu

AN 2
€0 (a_A) £ (T x A’

W = Jd?’wa: Jdgx —
2 ot 2},L()

- J d3xJ df”kJ @K il
4(2m)3

€0 = = =

[?{ —iwA(K, 1) + 1WA (k) | - { — i A(K, 1) +iw'AT (K1) }

1 (¢~ = - L. L L.
+ ﬂ{ik % A(K, 1) + ik X A*(—k,t)} - {ik’ w A(K,t) + ik’ x A*(—k’,t)}] |
0

(10.40)

wobei wir

a AL > AL a 4* T : A* T

aA(k,t) = —iwA(k,t) aA (—k,t) =iwA*(—k,t) (10.41)
und

V x Ak, 1) exp(ik - X) = i(k x A(k, 1)) exp(ik - X) (10.42)
benutzt haben.
Nach Ausfiihren der Integration f d3x erhalten wir wegen

1 I L

ok Jdgx exp [i(k + k') -X} = 8d(k+ k') (10.43)

und 6(]2) = 8(ky)d(ky)d(k,) nur Beitrége fiir K = —k und mit w = C\E\

auch nur fiir w’ = w. Wegen der Coulomb-Eichung V-R(k) —0istk L A,
und in der allgemeinen Vektoridentitét

— — RGN

(Axb)-(cxd) =(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

entfallt durch diese Orthogonalitéit der zweite Summand, und wir haben

— — —

k x A(k)) - (k x A(—k)) = [k2A(k) - A(—k) .
( ) ( )
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Wir verwenden noch €gug = ¢~2 und finden:

[N —

W= % J &3k [ (iw)2{Z\(E, t) — A*(—k. t)}{fx(—ﬁ, t) — A*(k, t)}
_ (ikc)2{A(k, t) + A*(—k, t)}{

— —

_ % J a3k w? V\(E) A*(K) + A*(—Kk) - A(—k)
€0 =~ PYTER
— ?Jd?’k wQ{A(k) A (k)} :
(10.44)

Gleichung (10.44) beschreibt die Feldenergie als Summe (Integral) der Ein-
zelbeitrige (Wr) = (€9/2)w?|Ag|? aus Gl. (9.39) der beteiligten monochro-
matischen Wellen. Sie stellt zusammen mit den entsprechenden Gleichun-
gen fiir Impuls und Drehimpuls die Grundlage fiir die Beschreibung des
elektromagnetischen Feldes durch unabhéngige Teilchen (Photonen) dar.
W ist selbst zeitunabhéingig in Einklang mit der Energieerhaltung.
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