6. Hamiltonische Formulierung

6.1 Kanonische Gleichungen

Die Lagrange-Funktion L(q, ,t) ist eine Funktion der generalisierten Ko-

ordinaten q = ((1...qs) und der generalisierten Geschwindigkeiten q =
(q1...4s). Die Lagrange-Gleichungen
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bestimmen die Bewegungen ¢(t) des Systems. Der generalisierte Impuls
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spielt in vielen Zusammenhéngen eine wichtige Rolle, z.B. in der Quantenme-
chanik. Es ist daher wiinschenswert, das mechanische System nicht als Funkti-
on der generalisierten Variablen (g, q), sondern als Funktion der kanonischen
Variablen (g, p) zu formulieren. Zweck dieser Variablentransformation ist, die
mechanische Bewegung im Phasenraum (d,p) statt im Konfigurationsraum
zu untersuchen. Wir suchen also ein Potential, das uns die Phasenraumbewe-
gungsgleichung in Analogie zu den Euler-Lagrange-Gleichungen liefert. Die-
ses Potential werden wir in der Hamilton-Funktion H(q,p,t) finden, die aus
der Lagrange-Funktion L((q, g, t) durch eine Berihrungstransformation (auch
Legendre-Transformation genannt) hervorgeht. In dieser Transformation wird
die Ableitung einer Funktion nach einer Variablen (0L/0() durch eine neue
Variable py ersetzt.

Pa (6.2)

Legendre-Transformation

Die Frage nach dem Austausch von einem Satz von Koordinaten durch einen
anderen gibt es in der Physik mehrfach (aufier in der Mechanik vor allem in
der Thermodynamik); man 16st sie mithilfe der Legendre-Transformation.

Sei f: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f” > 0 und
sei w = f’(x). Dann ist u = f’(x) invertierbar (da u’ = f” > 0 und daher

monoton wéchst), und es gilt
x(w) = () "H(w) (6.3)

Wir suchen nun ein Potential fiir x als Funktion von u, d.h. eine Funktion
g(u), sodass
dg
du
(An dieser Stelle ist das Vorzeichen von £x frei wihlbar, und +x ist die
Konvention in der Mechanik.) Man findet g, indem man betrachtet:

() w) = x

df = udx = d(xu) — xdu
~ d(xu—f) = xdu
Also ist das gesuchte Potential
g(u) = x(wu — f(x(u)) = xf'(x) — f,

und es gilt dann

dg dx dx
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u +x (x(u)) i
wegen T/(x(u)) = u.
Héangt die Funktion f noch von weiteren Variablen ab, muss man entsprechend
die totalen Ableitungen durch partielle Ableitungen ersetzen:

Die Funktion f(X1,...,Xm;Y1,...,Yn) sei in allen x; zweimal stetig differen-
zierbar, und es sei
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Dann sind die Gleichungen
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lokal eindeutig nach den x; auflésbar, d.h.
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Die Legendretransformierte ist dann definiert als
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Abbildung 6.1: Graphische Interpretation der Legendre-Transformation
H(q,p,t) = pq — L(q, q,t). Ziehen wir fiir festes q pg von L(q, g, t ab so
erhalten wir —H(q,p,t).

Dann gilt
dg dg of 9%g 0%f
auk & ayi ayi’ ¢ <auk6u1 ¢ aXiaX)’

Wie im eindimensionalen Fall ist die Legendretransformation umkehrbar ein-
deutig.

Kanonische Gleichungen

Um nun in der Lagrangefunktion L(q, ¢,t) die Geschwindigkeiten ¢ durch
Impulse zu ersetzen, 16st man das System von f Gleichungen (6.2) nach g auf
und setzt die so gefundenen ¢, = q«(q,p,t) in die Legendretransformierte
der Lagrangefunktion, die Hamilton-Funktion

H(q,p,t) = Zpaqa— (a,4,1) (6.4)

ein. Wir bemerken, dass fiir autonome (d.h. zeitunabhéngige) Systeme nach
Kap. 4.7 die Hamilton-Funktion (6.4) gerade die erhaltene Gesamtenergie
darstellt. Die Legendre-Transformation lasst sich auch graphisch deuten, wie
Abb. 6.1 fiir eine Dimension verdeutlicht.

Wir suchen jetzt nach den Bewegungsgleichungen fiir die Hamiltonfunktion,
die den Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Lagrangefunktion entsprechen.

Dazu berechnen wir das totale Differential von H:
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Genauso kénnen wir auch das totale Differential der rechten Seite von H(q, p, t) =
Y« Pada —L(q, g,t) bilden:

d(Zp“qO‘_ L(q7 q:t)) = Z(qadpoc+padqa_ aac:_dq(x — aaqqu“> — %dt
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Dabei haben wir p, = 0L/90q4 verwendet. Durch Koffizientenvergleich zwi-
schen den Gleichungen (6.5) und (6.6) finden wir
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und mit den Euler-Lagrange-Gleichungen py, = 0L/0qy erhalten wir die
kanonischen Gleichungen (Hamiltonsche Gleichungen)

oH oH
= op P 9da &2

Dieses sind 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die 2f Koordinaten

x = (x1...%2f) = (d1P1.9d2P2,---,..- A Ps) (6.8)

im Phasenraum mit X951 = gj und x5 = p; (j = 1,...f). Wir bemerken,
dass die f Lagrange-Gleichungen (6.1) i.a. von 2. Ordnung sind. Eine &hnliche
Umwandlung von f Differentialgleichungen 2. Ordnung in 2f Differential-
gleichungen 1. Ordnung hatten wir schon in einem anderen Zusammenhang
(Schwingungen) in Kap. 3 durchgefiihrt.

Das Hamiltonsche Prinzip im Phasenraum

Nach Definition (6.4) der Hamiltonfunktion gilt fur die Lagrangefunktion

L(g,q,t) Zpaqa — H(a,p,t)



Die Bewegungsgleichungen (6.7) sollten sich also auch aus dem Hamilton-
schen Variationsprinzip

(2)
5J dt(Zp“q“—H) —0
(1) x

herleiten lassen, wobei die Koordinaten qq(ti) an den Endpunkten t; vorge-
geben sind. Das ist nicht ganz selbversténdlich, da im Phasenraum 4 und
P« unabhingige Variable sind, wéhrend in der urspiinglichen Formulierung
des Variationsprinzips die Variation von ¢ durch die von ¢ vorgegeben ist.
Es gilt aber:
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wobei wir in der ersten Zeile den ersten Term der rechten Seite partiell inte-
griert haben. Die Variationen 8qy verschwinden an den Endpunkten (1) und
(2). Also erhalten wir wieder die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

Allgemeine Vorgehensweise beim Hamilton-Formalismus

1. L =T+ V in generalisierten Koordinaten ¢, ¢ aufstellen.
2. Generalisierte Impulse p, = 0L /04 berechnen.

3. Die Gleichungen py = z«({«) aus Schritt 2 invertieren, um die qq als
Funktion der py zu bekommen.

4. Hamiltonfunktion H = ) paf« — L(q, g, t) berechnen und Aiborall
die o = qu(p«) einsetzen.

5. Hamiltonsche Gleichungen aufstellen.

Beispiel: Teilchen im Potential
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Beispiel: Teilchen im elektromagnetischem Feld

6.2 Phasenraum und Poisson-Klammern

Wir bezeichnen die 2f Variablen

X = (x1,...,%2f) = (d1,P1, 92, P2, - - -, df, Pr)

als die Phasenkoordinaten des Systems und den zugehoérigen Raum als den
Phasenraum. Ist der Konfigurationsraum der Rf, dann ist der Phasenraum
der R?f. Im Phasenraum kénnen wir die Bewegungsgleichungen mithilfe eines
antisymmetrischen Tensors umschreiben.

Antisymmetrischer Tensor

Wir fithren den antisymmetrischen Tensor




ein. Er hat die Eigenschaft e’ = ¢!, Mit Hilfe der Komponenten ¢ konnen
wir die kanonischen Gleichungen kompakt als

Z i = LX) L=1...2f (6.9)

axl

schreiben. Also, z.B. fir i =1 (x; = q1, X2 =Pp1)

. oH . oH
—X2 = 67X1’ —P1 = aTh
Oder firi =2
. oH . oH
X1 = 672’ qi = 67131

Sei nun F(p, q) eine beliebige Funktion auf dem Phasenraum. Entlang einer
physikalischen Bahn (p(t), q(t)) dndert sich dann F(p(t), q(t)) gem#iB
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Fiir zwei beliebige Funktionen F(x) und G(x) auf dem Phasenraum x =
(qip1 ... q¢ps) definiert man nun den Ausdruck

f
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als die Potisson-Klammer von F und G.

Bewegungsgleichung

Betrachten wir eine Funktion A(x,t) auf dem Phasenraum, dann ist die
Ableitung durch

dA_OA g (DA, DALY DA 5 (DADH  0AOH
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gegeben, wobei wir die kanonischen Gleichungen (6.7) verwendet haben. Also
ist

dA  0A
—=—+{AH 6.12
dt ot 1 ) (6.12)

Falls A nicht explizit von der Zeit abhingig ist, also A = A(x), dann ist
A dann und genau dann eine Erhaltungsgrofe, falls die Poissonklammer mit
der Hamiltonfunktion verschwindet,

A(x) erhalten — {A H} =0.
Offensichtlich ist H selber erhalten, denn

f

dH OH oH OH oH

— ={H H1 = E — =
tH,H) (aQiaPi apﬁ‘h)

Setzt man die Koordinate q; anstelle von A in (6.12) ein, so erhilt man
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also, wie erwartet, die Bewegungsgleichung fiir ;. Analog erhalten wir fiir p;

dp; L /9p; 9H dp; oH oH
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Also lédsst sich die gesamte Hamiltonische Dynamik mit Hilfe der Poisson-
klammern schreiben.

Rechenregeln

Folgende Rechenregeln gelten fiir die Poissonklammern:

Antisymmetrie {0} = —{, 9},
Linearitét {01+ 02,0} = {1, ¥} +{@2,},
und die Jacobi-Identitdt

{o, b} x} + . x}, o} +{x, o}, ¥} = 0.

Die Poissonklammern fiir Impuls- und Ortskoordinaten, auch als fundamen-
tale Poissonklammern bezeichnet, lauten

{qoca qﬁ} =0, {pocvpﬁ} =0, {qocapﬁ} = 60c[3 (6'13)
Das ist leicht nachzurechnen, z.B. fiir die letzte Beziehung
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6.3 Quantenmechanik

An dieser Stelle ein kleiner Ausblick auf die Quantenmechanik, die kein ei-
gentlicher Stoff dieser Vorlesung ist. Man mag sich fragen, was es denn soll,
dass man eine Formulierung der Mechanik nach der anderen entwickelt, also
die

— Newtonsche Mechanik

— Lagrange-Mechanik

— Hamiltonische Mechanik,

wenn man doch mit der Lagrange-Formulierung schon im wesentlichen alles
berechnen kann. Wie wir gesehen haben liegt die Bedeutung der Hamilto-
nischen Mechanik zum einen in der Asthetik, der vollkommenen Aquivalenz
von Symmetrie und Bewegung (siehe unten, Kap. 6.4). Eine weitere und heut-
zutage sehr viel wichtigere Bedeutung der Hamiltonischen Mechanik ist ihre
Bedeutung als Ausgangspunkt zum Ubergang zur Quantenmechanik. Die-
sen Zusammenhang wollen wir nun kurz beschreiben, auch wenn man ihn
vollstéindig erst nach dem Studium der Quantenmechanik verstehen kann.

Quantisierung

Allgemein stellt sich das Problem: Gegeben ist ein gewisses klassisches System
- wie quantisiere ich es? Gesucht ist also eine quantenmechanische Beschrei-
bung, die im klassischen Grenzfall (Plancksches Wirkungsquantum h — 0)
die gegebenen klassischen Gleichungen reproduziert.

Ganz allgemein betrachtet man in der Quantenmechanik nicht den Phasen-
raum, sondern den Hilbertraum, der der Raum aller Funktionen f(q ... q¢)
ist. Weiter werden generell alle Funktionen auf dem Phasenraum zu Opera-
toren auf dem Hilbertraum (Operatoren sind in geeigneter Basis Matrizen).

Ebenso wie nun die Poissonklammer die mathematische Struktur des Pha-
senraums fiir die Mechanik bestimmt, so stellt der Kommutator von zwei
Operatoren [A, B] — AB — BA die Klammer da, die dem Hilbertraum die
mathematische Struktur der Quantenmechanik verleiht. Der Unterschied zwi-
schen klassischer und Quanten-Mechanik liegt also in den zwei Realisierun-
gen der abstrakten Klammer, die den jeweiligen Rdumen die mathematische
Struktur verleihen.

Korrespondenzprinzip

Der Ubergang Hamilton-Mechanik — Quantenmechanik (Quantisierung) geht
von den kanonisch konjungierten Variablen ¢; und p; aus. Dabei gelten fol-
gende Aquivalenzen.

Mechanik Quantenmechanik
1. Phasenraum Hilbertraum
2. A(qi, pi) linearer hermitescher Operator A
3. Messgroie (Observable) Eigenwert (Erwartungswert) des Operators
4. Hamiltonfunktion H Hamiltonoperator H
5. di, Pi Operatoren i, pi
6.  Poissonklammer {A, B} Kommutator [A,B] = AB — BA
7. {qi, P} = 0y +1a, 5] = &
8. 9 = +{A H} 4A =0 4 LA H]

Diese Tabelle beschreibt das sogenannte Korrespondenzprinzip.

6.4 Kanonische Transformationen

Wir betrachten alle solche Transformationen des Phasenraumes

(x1...%2¢) = (Y1 ... Yor) = (Y1(x) ... y2r(x))

auf sich, die die kanonischen Gleichungen (6.7) invariant lassen. Eine Motiva-
tion, eine solche kanonische Transformation durchzufiihren, ist die Aussicht,
dass nach der Transformation die Bewegungsgleichungen besonders einfach
sind.

Jacobi-Matrizen

Die Invarianz der kanonischen Gleichungen ist also mit

2f
dyx OH .
Kk —— = , =1...2f 14
; Eik dt ayi/ (1 ) (6 )

gleichbedeutend. Um festzustellen fiir welche y = y(x) (6.14) erfiillt ist,
miissen wir (6.14) auf x—Koordinaten transformieren.
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also nach Vertauschen der Summationsreihenfolge
Oy |\ . Oxk | .
Eik5— | X1 = & =— | x1.

Diese Gleichung muss fiir alle 1 gelten. Wir definieren die Jacobi-Matrix A
als Matrix aller erster partieller Ableitungen:

dyx 1y Oxg
EE (A, = o0, (6.15)

_ Oyx Ox1 _ Oyx
A (ATH, = —= = = &y
Wir finden somit

D ewAu=) e =) lk Exl,
K K
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Ay =

denn

was wir in Matrixform als
eA=(AHTeg= (A"

schreiben konnen. Wir finden somit fiir die symplektischen Matrizen A die
Bedingung

ATeA =¢ (6.16)

Symplektische Matrizen sind genau durch diese Gleichung definiert, in Wor-
ten: sie lassen eine antisymmetrische Bilinearform invariant. Die symplekti-
schen Matrizen A bilden eine Gruppe und aus (6.16) folgt

et A| = 1, (6.17)

es gilt sogar det A = +1, was wir hier nicht beweisen. Eine Koordinaten-
transformation (xj...%2f) — (Y1...yYos) heiBlt kanonisch, falls ihre Jacobi
Matrix (6.15) symplektisch ist. Fiir eine gegebene Koordinatentransformation
Yy = y(x) im Phasenraum zeigt man also, dass sie kanonisch ist, indem man
ihre Jacobi-Matrix A (y) berechnet und fiir diese die Giiltigkeit von Gl. (6.16)
nachweist.

Beispiel: Transformation der Lagekoordinaten

Beliebige Transformationen

(di...q¢) — (Q1...Q¢), (6.18)

11

der Lagekoordinaten (sogenannte Punkttransformationen) sind bei entspre-
chender Transformation der Impulse

(plpf) — (Pl...Pf)7 (619)

kanonische Transformationen. Begriindung: Die Lagrange-Gleichungen sind
invariant unter beliebigen Transformationen der Art (6.18), genauer: Es seien

Q“:Qa(qlv"'uqfut)v qB:qB(Qla”’7Qf7t)7 “,le,...,f

Dann folgt aus

doL oL .

dtaq‘x—aq(xy It
fir L(Q,Q,t) = L(q(Q,1),4(Q,Q,t),t)

d oL oL

S %= =1,....f

dtaQp  9Qp P

(fiir den Beweis, siehe z.B. Nolting). Damit sind nach der Legendre-Transformation
(6.4) auch die kanonischen Gleichungen (6.7) forminvariant unter beliebi-

gen Punkttransformationen. Die Transformation (6.19) der Impulse ist dabei
durch

d oL 34p oL dqp dds
Py = - = P~
TN Zaqﬁ Qs Zaqﬁ Qs % "0Qq
Pﬁ a% 70
9Qu
(6.20)

gegeben, denn (q,q) und (Q, Q) sind unabhingige Variablen und somit
9qp/0Q« = 0.

Die Klasse der kanonischen Transformationen ist jedoch sehr viel grofler als
(6.18), insbesondere koénnen auch Lagekoordinaten und Impulse vermischt
werden. Dies ist ein Vorzug der Hamiltonischen Formulierung.

6.5 Kanonische Fliisse

Ganz analog zur Definition eines Flusses in Kap. 4.5 ist im Phasenraum
x = (qip1...4qsps) ein Fluss ¢ mit

o x =y A) = dMx)
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eine ein-parametrige Schar von Abbildungen. Jeder Fluss definiert ein Vek-
torfeld

d .
vi(x) = FIRA (%), (i=1...2f).
Umgekehrt definiert ein Vektorfeld v(y) via
dy; .
dl“;\l =vi(y), (i=1...2f) (6.21)

zu jeder Anfangsbedingung yi(x,0) = x; einen Fluss x — y(x, A).
Vektorfelder

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, diejenigen Vektorfelder zu charakte-
risieren, die via (6.21) kanonische Flisse erzeugen, also solche Fliisse, fir die
die Jacobi Matrix

AN = 5 wilx.)

fir alle Werte des Schar-Parameters A symplektisch ist, also (6.16) erfiillt.
Nach (6.21) gilt

. 6A1k 0 0 8\)1 ayl
A = =
k=N T onox Y uilx A = Z QuL 2xi
V11 Alk
also ‘ '
Aik = Z VilAlk oder A =VA

1

in Matrixnotation. Um die Bedingung fiir diejenigen v(y,A) zu finden, fiir die
der erzeugte Fluss kanonisch ist, bemerken wir zunéchst, dass fir A =0 die
Jacobi-Matrix A die Einheitsmatrix ist und somit trivialerweise symplektisch
ist (denn y(x,0) = x definiert die Anfangsbedingung). Damit die Bedingung
(6.16)

ATN) eAN) =

fiir alle A erfiillt ist, geniigt es also, dass

d
d)\(

=ATVTeA + ATeVA = AT (VTe + eV) A
fiir alle A erfiillt ist. Wegen det A # 0 ist dies mit

0=— (ATeA) = (VA)TeA + ATeVA

Ve + eV =

13
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dquivalent, und wegen €

Vel +ev = 0, (eV)T = eV,
d.h. (da € konstant ist)

0 0
K = ; eV = ; Eklafyivl(y) = 67131 ; eavi(y)

E,_/
=gx(y)

(eV)y Z euVik = Z gy - = azk Z eavi(y)
1

—_——
=gi(y)

und

Aus (eV)T = eV folgt somit dass

0 (y y)—i(y Yar)
ayigk 1---Yof aykgl 1.--Yof

Deshalb muss g(y) der Gradient einer Funktion G(y) sein (vergleiche Kap. 1.7,
Gl. (1.18)), also

s 6 = 00 = 3 cuuly

und damit

Z ik dy)\k = alf) (i=1...2f). (6.22)

Fazit: Die Differentialgleichung dy;/dA = vi(y), die kanonische Fliisse cha-
rakterisiert, hat die Form von kanonischen Gleichungen (Gl. (6.22)), wobei A
die Rolle der Zeit und G die der Hamiltonfunktion spielt. Man kann die obige
Schlussweise auch umkehren und folgern, dass y(x,A) dann und genau dann
ein kanonischer Fluss ist, falls eine Funktion G(y) auf dem Phasenraum
existiert, so dass (6.22) erfiillt ist, d.h. kanonische Gleichungen erzeugen ka-
nonische Fliisse auf dem Phasenraum. G(y) heifit erzeugende Funktion des
kanonischen Flusses. Nun sind aber (6.22) mit den Hamiltonischen Bewe-
gungsgleichungen (6.9) nach der Vertauschung

X —— VY, t—— A, H(x) «— G(y) (6.23)
vollkommen dquivalent; “Die Differentialgleichungen kanonischer Flisse sind
also die kanonischen Gleichungen”. Ein spezieller kanonischer Fluss ist die

Bewegungsabbildung ¢*(x) eines autonomen Hamiltonischen Systems, also
der Propagator der Hamiltonischen Bewegungsgleichungen (6.9).

14



6.6 Erzeugende fiir kanonische Transformationen

Es gibt Rechenvorschriften, die erlauben, aus sogenannten Erzeugenden fiir

kanonische Transformationen giiltige kanonische Transformationen herzuleiten.

Der Vorteil hierin liegt in der Tatsache, dass diese Erzeugenden frei wéhlbar
sind, und es somit moglich ist, einfach mal auszuprobieren, ob eine gewis-
se Erzeugende, bzw. die aus ihr resultierende kanonische Transformation die
Bewegungsgleichungen vereinfacht.

Nach (6.4) ist
H(q,p,t) = Zpaqa— (a,4,1),

bzw.

L(q,4.t) = Zpaqa— (q,p.1).

Das Prinzip der kleinsten erkung besagt nun, dass die Bewegungsgleich-
ungen bei einer Transformation

(qip1,---4as ) —  (Q1P1,... Q¢ Pr); (6.24)

und

erhalten bleiben, falls die Variationen

5Jdt |:chxqcx - H(q7p7t):|
= 5Jdt [ZPQQ“ — H’(Q,P,t)] =0

dieselben sind. Da die Variation nun eine Variation {iber alle Wege mit festen
Anfangs- und Endzeiten ist (siehe Kap. 4.4), heifit dies nun, dass die entspre-
chenden Integranden bis auf eine totale Ableitung iibereinstimmen miissen
(Aquivalenztransformation),

d
Zptxqfx_qut ZP QO(_ Q Pt) th(q7p7QaP7t)7

x

wobei F(q,p, Q, P, t) eine beliebige Funktion sein kann, die aber nur von 2f
der 4f Variablen ¢, p, Q, P abhéngt, da nur 2f Variablen unabhéngig vonein-
ander sein konnen. Es gibt vier Moglichkeiten, zwei der vier Variablensétze

q,p, Q, P zu kombinieren; diese schreibt man in der Form

Fi(a,Q.t),  Falaq,P.t),  F(p.Qt),  Flp Pt)

(es sei darauf hingewiesen, dass F(q,p) und F(Q, P) keine Transformationen
erzeugen).

Erzeugende und kanonische Transformationen

Fiir den ersten Fall erhalten wir

: d
D [Pada—PaQq] — H-H] = FinaQy (6.26)

_ZaFl_ Zaﬁ itl

Diese Gleichung ist sicherlich erfiillt, falls

x

ok, ok, , ok

4y L Yo Il ot

x =

(6.27)

gilt (Koeffizientenvergleich). Aus (6.27) kann man also aus einer beliebigen
Funktion Fy(q, Q,t) eine giiltige kanonische Transformation erhalten. Wenn
nun Fi(q, Q,t) gegeben ist, dann sind die Gl. (6.27) die Transformations-
gleichungen der kanonischen Transformation in der Form py = pu(q, Q,t)
und Py = P4(q, Q,t). Diese muss man noch nach (q,p) auflésen und in
H(q,p,t) einsetzen, um die transformierte Hamiltonfunktion H(Q, P, t) zu
erhalten.

Fiir den Fall von Fo(q, P, t) legt die Gleichung (6.27),

ok
Py = — —
o aQ(X7
nahe, die Darstellung
Fo(q,P,t) =Fi1(d,Q,t) + ) PaQu (6.28)
@

zu wihlen, wonach Fo(q,P,t) die Legendre-Transformierte einer Funktion
Fi(q, Q, 1) beziiglich den Variablen P < Q ist (beachte das umgekehrte Vor-
zeichen). Eine solche Darstellung ist immer moglich, man kann die Legendre-
Transformation (6.28) ja auch umkehren. Wir 16sen (6.28) nach F; auf und
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setzen in (6.26) ein. Wir erhalten
. d
> Pola — H—H ZPaQa+—ngPt ZQP
29
= - Z Pocro Fa(q,P,t)

z—ZPaQaJrZaFQ'aJrZaFQ an

Ein Koeﬁizientenverglelch ergibt nun die Transformatlonbglelchungen

0Fs 0F, , 0F;
= — == H —H=—/=.
poc aq(x’ QO( ap(xa at
(6.29)
Die kanonische Transformation lautet also py = p«l(q,P,t) und Qy =
QDc(q7Pat)'

Analog kann man die aus F3(p, Q, t) und F4(p, P, t) resultierenden Transfor-
mationsgleichungen herleiten. Sie lauten

oF3 0F3 , oF3
= - =2 H-H=—2
qu ap(xa %4 aQo‘a a_t
(6.30)
und
0F4 0F4 , oF4
=2 =2 H —H=—"
q(X ap(x7 QCX aP(xv at
(6.31)

Mit einer der obigen Funktionen F; bis Fy4 ist die Transformation von H(q, p, t)

nach H(Q, P, t) kanonisch, und man erhlt die neue Hamiltonfunktion H(Q, P, t),

indem man die jeweiligen nach q und p aufgelosten Transformationsgleichun-
gen o = qo(Q, P, t) und py = pa(Q, P, 1) in H(q, p, t) einsetzt.

Anwendungsbeispiel: Pendel

Die Hamilton-Funktion fiir den harmonischen Oszillator (Pendel) hat die
Form

2 2 2
P ko p mw? 4

Zg? = 2 6.32
2m+2q 2m+ 2 I (6.32)

H(q,p) =
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wobei wir die Definition w? = k/m verwendet haben. Wir betrachten nun
die Erzeugende

maw
Fi(q,Q) = N q® cot Q.
Die Transformationsgleichungen (6.27) werden dann zu

6F1 aF1 qu2
_ o ¢ p— _ .
aq ~ mwdcotQ, T2Q T 2sn2Q

Um die Transformation wirklich durchfithren zu koénnen, miissen wir diese
Gleichungen nach (q,p) auflésen, d.h.

[ 2P .
q= mst,

Diese Ausdriicke fiir g und p setzen wir nun in die Hamilton-Funktion (6.32)
ein und erhalten in den neuen Koordinaten

p = V2mwP cos Q. (6.33)

H(Q,P) = wP cos’> Q + wP sin? Q = wP. (6.34)

Die Hamiltonfunktion ist also zyklisch in Q (von Q unabhingig) und der
kanonisch konjugierte Impuls nach

. oH
P=——=0
0Q
eine Konstante, und zwar im wesentlichen die Energie, P = E/w. Die zweite
Bewegungsgleichung lautet

Wir kénnen nun die so gewonnene Losung fiir P = E/w und Q(t) in die
Transformationsgleichungen (6.33) einsetzen und erhalten fiir die urspriinglichen
Koordinaten die bekannte Losung

q(t) = \/ﬁ sin(wt + Qyp), p(t) = V2mE cos(wt + Qq)

fir den harmonischen Oszillator.

6.7 Hamilton-Jacobi Gleichung

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, wie niitzlich es ist, wenn man so verall-
gemeinerte Koordinaten und Impulse definiert, dass die Hamilton-Funktion
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dann proportional zu einem der Impulse wird. Die kanonischen Gleichungen
sind dann trivial 16sbar. Anders ausgedriickt ist die Losung des mechanischen
Systems dann gefunden, wenn es gelingt eine solche Tranformation zu gewin-
nen. Wir wollen diese Vorgangsweise nun etwas systematischer fiir autonome
Systeme betrachten.

Der zeitunabhingige Fall

Wir mochten eine Erzeugende S finden, so dass nach der kanonischen Trans-
formation die Hamilton-Funktion die Form

H(Q,P)=Pf=E (6.35)

hat, wobei E die erhaltene Energie E ist. Ferner wire es schon, falls S von
der Energie explizit abhinge. Dann sind nidmlich die Bewegungsgleichungen
in den neuen Koordinaten

. oH
P, = — —0 —1,... . f
x aQ(x (X' ) )
oH . oH
Qu=gp =0 a=Ll..ff-1)  Q-g

Diese Eigenschaften der transformierten Hamiltonfunktion lassen sich errei-
chen, wenn S die gemischte Form

S(qr...qf-1,97;Q1... Qs—1,Pt) = S(q1...41; Q1... Qs—1, E)

hat. In den ersten f — 1 verallgemeinerten Koordinaten ist S vom Typus Fy,
in der f — ten Koordinate vom Typus Fa. Es gilt also nach (6.27)

oS oS
= —, X — T A~ :1 —1 .
Pazaer  Pamogon (f=ldfol) (639
und nach (6.29)
_os o5 s o
P agr = 9P T oF '
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Wir setzen nun die obigen Ausdriicke fiir p, in den Hamilton-Operator ein
und erhalten

05 °s. .

2 6.38
T TR T (6.38)

H(qi...asp1...pd) = Hldai...q

die zeitunabhdingige Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine Differentialgleichung fiir
die Erzeugende S(q, . .. ) beziiglich der Variablen q; . .. qs. Um die Bedeutung
der Variablen Qq (o¢ = 1,...(f — 1)) in S festzulegen, die in (6.38) nicht
explizit vorkommen, betrachten wir zunéchst die Bewegungsgleichungen und
verwenden (6.35):

. QH(QP) _ -
Pom — 25 =0 Pe=aw  (x=1..1)
Qu="gp =0 Qu=bu  [x=1...(f=1)
Q="%p = & " Qr=t+br

wobei wir die Integrationskonstanten a = a;...as und b = by...bs ein-
gefiihrt haben. Nun folgt aus (6.36)

0S 0S

aQo‘:—P“’ m:—am ((x:l(f*l))
Fiir o« = f erhalten wir mit (6.37)
oS 0S
— = — =t+Dbs.
ap; Qr, 3T + by

Die letzte Gleichung bestimmt den zeitlichen Durchlauf der Losung.

Der zeitabhingige Fall

Fiir ein nichtautonomes System hingt die Hamiltonfunktion H(q, p, t) expli-
zit von der Zeit ab. Wir suchen jetzt eine zeitabhéngige kanonische Transfor-
mation, sodass in den neuen Koordinaten die Hamiltonfunktion verschwindet:

K(Q,P,t) =0

Dann sind alle Koordinaten Qq, ..., Qs und Impulse Py, ..., Ps konstant. Wir
wollen also die Bewegung auf Ruhe transformieren. Die erzeugende Funktion
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S(q, P, t) erhalten wir in diesem Fall als Losung der zeitabhingigen Hamilton-
Jacobi-Gleichung

0S 0S 9%S
— +H(q,=—,t) =0 it det 0 6.39
3 + H(q, 3’ ) mi e (aq“apo) a ( )
Die Bewegung in den urspriinglichen Koordinaten ergibt sich aus den f Glei-
chungen
0S(q,P,t)
gip‘sz(X qO(:q(X(Q7P7t)
Einsetzen in
_ 05(q,P.t)
Poa = a0,

liefert dann py = po(Q, P, t).

6.8 Satz von Liouville

Die Jacobi-Matrix Ay, = 0yy/0x; erhilt das Phasenraumvolumen, denn nach
(6.17) ist |detA| = 1. Wegen der Aquivalenz (6.23) erhalten auch alle kano-
nische Fliisse das Phasenraumvolumen

J Xm...dXQf7
Q

also insbesondere auch der Propagator ¢'(x) der Bewegungsgleichungen.
Dies ist der Satz von Liouwville. Also stellt der Fluss der physikalischen Bewe-
gungen im Phasenraum eine inkompressible Fliissigkeit dar.

t” 1"1 t2’ rz

P

cl
(@) (b)

Abbildung 6.2: Hlustration des Satzes von Liouville. Das Phasenraumvo-
lumen T" bleibt erhalten, sowohl infinitesimal wie auch nach endlichen Zeiten.
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Abbildung 6.3: Links: Der Satz von Liouville fiir das mathematische Pen-
del. Ein Punkt befindet sich auf der Kriechbahn in den oberen instabilen
Fixpunkt. Rechts: Mit Dissipation (geddmpftes Pendel) kontraktiert das Pha-
senraumvolumen dagegen.

6.9 Satz von Poincaré

Sei G im Phasenraum R ein Gebiet mit endlichem Volumen V und ¢t(x)
ein volumenerhaltender Fluss in G. In anderen Worten, die physikalischen
Bahnen sind beschrinkt. Fiir jede Teilmenge K von G mit endlichem
Volumen gibt es dann beliebig grofie Zeiten t, so dass

d(K) N K # 0, (6.40)

wobei ) die leere Menge darstellt. Dies ist der Satz von Poincaré.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an und zeigen einen Widerspruch auf.
Falls ¢Y(K) N K =0 firalle t>T und einem T < o0, so ist auch

d"T(K) N K =0, Mm=1,2,3...).

Nach dem Satz von Liouville ist das Phasenraumvolumen erhalten, zwei dis-
junkte Teilmengen von G miissen nach Propagation durch ¢! somit auch
disjunkt bleiben, also insbesondere fiir t = mT

GMMTK) N p™(K) = 0, mm=1,2,3...).

Die Teilmengen

¢T(K), ¢*'(K), ¢°T(K), ...
sind also alle disjunkt, haben aber alle das gleiche Volumen. Ein Widerspruch
zur Voraussetzung V < oo.
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Ergodische Bewegung

Man kann den Satz von Poincaré wie folgt verallgemeinern: Fiir alle Teilmen-
gen K’ und K von G gibt es geniigend groBe Zeiten t so dass

d(K)NK # 0. (6.41)

Hier fiir muss das Volumen von K endlich sein, nicht aber das von K’. Insbe-
sondere kann K’ auch nur aus einem einzigen Punkt x bestehen, dann heift
x Wiederkehrpunkt beziiglich K.

Der Satz von Poincaré in der allgemeineren Form (6.41) besagt, dass jedes
beliebige Teilvolumen K des Phasenraumes G in hinreichend groBen Zeiten t
vom physikalischen Fluss besucht wird, wobei das Teilvolumen K’ die Menge
der Anfangsbedingungen darstellt. Man sagt auch, die Bewegung sei ‘ergo-
disch’.

Beispiel: Kugeln im Kasten

Zur Tlustration betrachten wir N elastische Kugeln (Edelgasatome) in einem
endlichen Gebiet Q des R mit elastisch reflektierenden Winden. Dann ist
die kinetische Energie

erhalten und somit das Gebiet des Phasenraums
p?

G : iiE_O.,
n 2my

<E

invariant unter ¢t. Denn offensichtlich ist ¢*(G) C G, was zusammen mit
dem Satz von Liouville $*(G) = G bedeutet. Da G im R®N ein endliches
Volumen hat, ist der Satz von Poincaré anwendbar.

Wiederkehrzeiten

Alle Anfangsbedingungen x;(0) und p;(0) (bis auf Ausnahmen mit Maf Null)
fithren also zu einer Bewegung, die nach gentigend langer Zeit wieder beliebig
nahe an den urspriinglichen Zustand zuriickfithrt. Dies widerspricht unserem
physikalischen Versténdnis. Zu Recht, denn diese Wiederkehrzeiten sind ex-
ponentiell gro}; das heifit wesentlich grofler als das Alter des Universums.
Fiir physikalisch relevante Zeiten ist das Verhalten eines komplexen mechani-
schen Systems jedoch sehr kompliziert und kann im allgemeinen sogenanntes
chaotisches Verhalten zeigen.
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Abbildung 6.4: Illustration des Wiederkehr-Satzes von Poincaré. Nach
geniigend langer Zeit sind alle Atome wieder rechts in der gleichen Ausgangs-
lage mit den gleichen Geschwindigkeiten.
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