5. Nicht wechselwirkende Elektronen im Fest-
korper

Das Thema dieses und der folgenden Kapitel ist die elektronische Struk-
tur des Festkorpers. Dabei nehmen wir zunéchst an, dass das Gitter starr
ist, d.h. dass die Ionen am festen Positionen R, sitzen; das entspricht
der Entkopplung von Elektronen- und Gitterbewegung, die in der Born-
Oppenheimer-Naherung gerechtfertigt ist. Wir nehmen sogar an, dass die
Temperatur so niedrig ist, dass die Ionen nicht aus ihren Gleichgewichts-
positionen ausgelenkt sind. Wir betrachten auch zunéachst Elektronen, die
nicht miteinander wechselwirken (d.h. deren Coulombabstoung vernach-
lassigt wird). Erst im néchsten Kapitel wird die Begriindung nachgeliefert:
ein wechselwirkendes Elektronsystem lasst sich oft auf ein nichtwechselwir-
kendes abbilden, wobei die Wechselwirkung in Parametern verschwindet.
Man kann sich das Einteilchen-Potential also als effektives Potential vor-
stellen. Wir diskutieren den Hamiltonoperator

H = Z —I—ZZ\) (5.1)

i=1 n=1

mit Zahl der Elektronen N, Zahl der Atome N, pi Elektronenimpuls und
v(Ti — R,) Potential fiir ein einzelnes Elektron, das von der Einheitszelle
n erzeugt wird. Hat die Kristallstruktur eine Basis, dann ist

TI—R Zv T — Ry — ) (5.2)

Ein Hamiltonoperator (5.1) heifit Einteilchen-Hamiltonoperator, da er
sich additiv aus Einteilchen- Anteilen zusammensetzt; die exakten Einteilchen-
Eigenfunktionen lassen sich als antisymmetrisches Produkt der Einteilchen-
Eigenfunktion darstellen (als Slater-Determinante). Die Antisymmetrisie-
rung ist wegen des Pauliprinzips erforderlich und ist hier die einzige Auswir-
kung des Vielteilchencharakters. Ein echter Vielteilchen-Hamiltonoperator
mit Wechselwirkungstermen \_)(?i—?j) lasst sich nicht mehr als Summe von
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Einteilchenanteilen darstellen, und die exakte Vielteilchen-Eigenfunktion
ist nicht mehr als Slater-Determinante darstellbar.

5.1 Elektronen im periodischen Potential

Wir beginnen mit einem einzelnen Elektron im periodischen Potential, fiir
das die Schrodingergleichung

2
Hup(7) = ( h v2+vm>¢(?) — () (53)

~om

mit translationsinvariantem V(1)
V(r)=V(r+ ﬁ), R Gittervektor (5.4)

gilt. Mit der Symmetrie der Translationsinvarianz ist eine Erhaltungsgrofie
verbunden, die mit dem Hamiltonoperator vertauscht, und zwar der Trans-
lationsoperator Tﬁ um Gittervektoren. Er ist definiert durch

Tf(¥) = (¥ + R) (5.5)

fiir beliebiges f(T). T vertauscht mit H: [TE’ H] = 0, denn

T-Hf(T) = T§(2ﬁ—2 + V(?))f(?) = (ﬁ—Q +V(r+ ﬁ))ﬂ? +R)
m 2m
12 N
_ (2% ' V(?))f(?Jr R) = HTA(¥) (5.6)

Die Translationsoperatoren vertauschen auch untereinander: [Tﬁ’ Tﬁ,} =0,

TﬁTﬁ, = Tﬁ,Tﬁ = T§+§’ (5.7)

Also miissen die Eigenfunktionen von H als gemeinsame Eigenfunktionen
von H und allen Tﬁ ausgewahlt werden konnen:

RN
—

H (1) = eb(r);  Tab(r) = c(R)(T) (5.8)
mit den gemeinsamen Eigenfunktionen \(r) und Eigenwerten C(ﬁ) von To.
Fiir diese gilt:

N N

¢(R)c(R)) =c(R+R); c(R)c(—R)=1; c(R)Z=c(2R). (5.9)



Fiir die Normierung gilt

- Jdi”r W) = Jd?’r [W(r+R)|* = Jd?’r [c(R)[w(®)]* = |c(R)]*.
(5.10)

Daraus folgt
c(ﬁ) = eiz'ﬁ, (5.11)

und die Eigenfunktionen des gitterperiodischen Hamiltonoperators erfiillen

BT+ R) = eFR(r) (5.12)

Die Eigenfunktionen kénnen sich also von Elementarzelle zu Elementarzelle
um einen Phasenfaktor unterscheiden. Allerdings ist die Elektronendichte
wieder periodisch

WE)|* = [+ R (5.13)

Wie im Kapitel 4.3 beriicksichtigen wir die Endlichkeit des Systems wieder
durch periodische Randbedingungen; dann gilt fiir die Eigenfunktionen

P(r) = (T + Niay) (5.14)

mit den primitiven Einheitsvektoren ai, i =1, ..., d. Das System umfasst
N; Einheitszellen in den Richtungen i =1,...,d, insgesamt N = I T; Ni.
Dadurch sind die k-Werte, die wieder auf die erste Brillouinzone beschrankt
werden konnen, quantisiert und nehmen nur N diskrete Werte an:

d
Z;—lmit me{—%,...,&—l} (5.15)

Durch die Taylorentwicklung

T) (5.16)

T = enkP (5.17)
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gegeben ist. Zur Konstruktion einer gemeinsamen Eigenfunktion lbz(?) von

Hamiltonoperator und Translationsoperatoren, wobei e'*® die Eigenwerte
von Tﬁ sind, definieren wir

wo(F) = e () (5.18)

Diese Funktionen sind gitterperiodisch, denn

RGN EEGEEN

W (T4R) = e R (7L R) = e ITe TReERY,(F) = 1-(7) (5.19)

Also finden wir fiir die normierten Eigenfunktionen eines Einteilchen-Hamil-
tonoperators mit gitterperiodischem Potential:

() = —— e (7) (5.20)

\/\_/ k

mit gitterperiodischem Blochfaktor ui(?). Das ist das Bloch-Theorem.
Die Einteilchen-Eigenfunktionen eines gitterperiodischen Hamilton-Opera-
tors sind also gegeben durch ein Produkt aus einer ebenen Welle und dem
gitterperiodischen Bloch-Faktor. Ein Beispiel fiir eine Blochfunktion in 1D

ist in Abb. 5.1 gezeigt.

y

05| -
Abbildung 5.1: o i :
Blochfunktion Py (x) '=
e : 05F ] A
fiir ein eindimensiona- | \
les periodisches Potenti- \
al mit Gitterkonstante a Ul
und fiir eine Wellenzahl A

Kk — 0.157_[/(1. -10a -5a 0 Sa 10a X

Aus der Schrodingergleichung kann man eine partielle Differentialgleichung
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fiir die Blochfaktoren gewinnen:

N —
—

272
H\/\_/ll)z(?) = (— nv + V(r )> Tus(r) = ee™ (1)

2m K ¢
h? K
= — (A2 4 21KV + V2)u(F) + V(F)eR T (7)
2m .
(5.21)

Fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone muss man also fiir uﬁ(?) losen:

2
h(k)u(T) = [h ( v+k) +V(?)]u4?) — c(u(r)  (5.22)
2m k k

Der Wellenvektor geht als Parameter ein. Da uz(?) periodisch beziiglich
Gittertranslationen ist, handelt es sich um eine Randwertaufgabe in ei-
ner einzelnen Einheitszelle. Als Losungen sind fiir jedes feste k Eigenwerte
en(k) und Eigenfunktionen u k( T) zu erwarten. Diese konnen auf der Ein-
heitszelle orthonormiert werden:

1
d3rut u_ ~(1) = dnn 5.23
e JV C(Fu () (5.23)

Fiir die Blochfunktionen ll)nf(?) = Ll '?unz(?) gilt dann

-l |
el kIR JV drue(tu (1) = 8§50 (5.24)

Eigenfunktionen 1 - ( ) und Energieeigenwerte sn(k) fiir das Elektron im
periodischen Potentlal sind also durch zwei Quantenzahlen zu klassifizie-
ren, den Wellenvektor k aus der 1. Brillouinzone und den Index n, der
die diskreten Eigenwerte des Randwertproblems fiir die Blochfunktionen

—

unf(r) nummeriert. Dieser Index heiffit Bandindex n. Es gibt unendlich

viele Bénder, da der effektive Hamiltonoperator h(ﬁ) selbstadjungiert ist;
seine Eigenfunktionen uni(?) bilden eine Basis auf dem Raum der iiber
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der Elementarzelle Vg7 quadratintegrablen Funktionen. Also muss auch
die Vollstandigkeitsrelation

D WP (1) = Voezd(r — 1) (5.25)

erfiillt sein. Zwar sind die erlaubten k-Werte diskret, aber da sie in der Bril-
louinzone dicht liegen, werden die Dispersionsrelationen en(k) als Funk-
tionen einer kontinuierlichen Variable k betrachtet. Allerdings kann es an
speziellen Punkten, Linien oder Flichen der Brillouinzone zu Bandentar-
tungen mit ¢,(k) = &,/(k) fiir n # n’ kommen.

Ein anderer Beweis fiir das Bloch-Theorem lauft iiber die Fourier-Transfor-
mation der Schrédingergleichung, die wir im Folgenden bendétigen. Da das
Potential periodisch ist, kann man es in eine Fourierreihe entwickeln, wobei
die Fourierkoeffizienten durch die reziproken Gittervektoren bestimmt sind:

—

- G . 1 Gr
T) = ZV§€ CT mit Ve = Voiz JV - d*rV(r)e” (5.26)

G
Auch die gesuchte Wellenfunktion wird als Fourierreihe angesetzt:

EEGEEN

(1) = ) cgeldT (5.27)

—

q

Die Wellenfunktion ist nicht als gitterperiodisch Vorausgesetzt aber sie
muss die periodischen Randbedingungen erfiillen: q = Z? NG “ib; mit n; €

7., wobei die b; das reziproke Gitter aufspannen und die g nicht auf die
erste Brillouinzone festgelegt sind. Die Systemgrosse ist Njai;, 1 =1,. .., 3.
Jede Funktion, die die periodischen Randbedingungen erfiillt, lasst sich
so darstellen. Jetzt setzen wir die Fourierentwicklung fiir Potential und
Wellenfunktion in die Schrédingergleichung ein:

( - Lt eve ))q)( ) = ——v2+Zv4 )aneﬁ?

. 1:"QqQ iqT = G—|— )T
Z ce Z 2m(:e +ZV
q 2q2 q qG
- Z(Qm CA-I-ZVA ) “‘Tzazee“”



(5.28)

und damit
2 2

h°q iqr
Z K o e) ¢+ Z VECE—EI e =0 (5.29)
q G

N

Da die Funktionen €97 ein Orthonormalsystem bilden, folgt
h2q2
<2m —a)cajtgvgu =0 (5.30)
G

N

Zu jedem ¢ (aus dem gesamten Q—Raum) existiert nun ein eindeutiges k
aus der ersten Brillouinzone und ein eindeutiger reziproker Gittervektor
Gy sodass d = k — G. Dann folgt

<%(k — Go)* — 8) Co g, T Z V@_EOCQ_G =0 (5.31)

Das stellt fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone ein lineares homogenes Glei-
chungssystem fiir die Koeffizienten i g, dar. Es werden nur Koeffizienten
verkniipft, die sich um reziproke Glttervektoren unterscheiden. Also gibt es
fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone ein eigenes Gleichungssystem, das von
denen zu anderen k' entkoppelt ist. Man kann also die méglichen Losungen

nach k klassifizieren und erhéalt

N

ZCA _eill=G)T ””Ze ~e GT (5.32)

Also lassen sich die Eigenfunktionen der Schrodingergleichung darstellen
als

—
—

—

(WY piker
Po(1) = e (1) (5.33)
mit E aus der 1. Brillouinzone und

ZC* —~e —iGT —uz( —l—ﬁ) wegen e °R =1 (5.34)

Es ergibt sich also wieder das Blochtheorem.
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5.2 Fast freie Elektronen

In dieser Néherung sind der Ausgangspunkt freie Elektronen, fiir die das
periodische Potential eine kleine Storung darstellt, das in quantemecha-
nischer, zeitunabhéngiger Strérungsrechnung behandelt werden kann. Wir
beginnen mit der fouriertransformierten Schrédingergleichung

n? - =
<%(k— Go)? — )CA = ZVE ¢S =0 (5.35)

mit ]2 aus der 1. Brillouinzone und reziproken Gittervektoren é, éo. In 0.
Ordnung im Potential kann man dieses ganz vernachléssigen (V = 0).

In diesem Fall sind alle Fourierkoeffizienten Va exakt null; daher folgt aus
(5.35)

(%(k— Go) — E) Cﬁ_éo =0 (536)
also entweder

S _ (0

i d, =0 oder ¢ = ef—gg (5.37)

Der zweite Fall tritt nur fiir ein einziges Gq ein, es sei denn, einige der

e wiren gleich fiir mehrere verschiedene Gy. Wenn keine solche Entar-

k—Go
tung vorliegt, hat man wie erwartet freie Elektronen als Losung. (Im Fall

eines Satzes von reziproken Gittervektoren Gy, ..., Gy, die 9. —... =

k—G1
ELO)E erfiillen, gibt es m unabhéngige, entartete Ebene-Wellen-Lésungen,

und man hat die freie Wahl bei den ¢ = ) Es folgt

2
(0) _ .(0) h
=ex (k)= = k—G .
3 eGO() e & =5 —( 0)? (5.38)

Das Gitter ist durch reziprokes Gitter und Brillouinzone beriicksichtigt,
aber eigentlich macht sich erst das von Null verschiedene periodische Gitter
bemerkbar. Fiir freie Elektronen hat man wie immer die Dispersion

N h2q2
(0) _
€ = 5.39
(a) = —— (5.39)
und ebene Wellen als Eigenfunktionen
N 1 =
() = —el®” (5.40)

VA%
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mit dem Volumen V des Systems und diskretem q, das alle mit den peri-
odischen Randbedingungen vertréglichen Werte durchléuft, also nicht auf
die 1. Brillouinzone beschrénkt ist. Darstellbar ist es aber immer durch k
aus der 1. Brillouinzone und reziprokem Gittervektor G, sobald man eine
Gitterstruktur zugrunde legt:

2
A_A_é 01y h _\_A 2 IR Ly 1 1G0r 1kr
G =k—Go. el (k) = 5—(k—Go)*, g, (K] = —e” (5.41)

Eigenenergien und -funktionen sind durch zwei Quantenzahlen charakte-
risiert, k aus der 1. Brillouinzone und Go Die Eigenfunktionen sind eln
Produkt aus ebener Welle e‘k " und der gitterperiodischen Funktion e ~iGoT T
dem Blochfaktor im Fall freier Elektronen. Die G iibernehmen die Rolle

des Bandindex n.
e(k)T

Abbildung 5.2: Freie

\/\/ Elektronenbénder in ei-
B ¥ L | ner Dimension; ausge-

_4m om 0 on an dehntes und reduziertes
) : 1.BZ 2 2 Zonenschema.

Die Abb. 5.2 zeigt die Bandstruktur freier Elektronen fiir ein eindimen-
sionales System ohne periodisches Potential, bei dem aber die Periodi-
zitdt durch Brillouinzonengrenzen beriicksichtigt ist. Wegen der Transla-

tionsinvarianz ist die Dispersion periodisch mit Periode 2 F d.h. die freie

Elektronen-Parabel kann bei jedem reziproken Gittervektor Go = 2%‘,
N € 7 beginnen. Das fiihrt zu dem sogenannten ausgedehnten Zonen-
schema, in dem in jeder Kopie der ersten Brillouinzone dieselbe Informa-
tion steckt. Daher geniigt es, sich auf die 1. Brillouinzone zu beschrinken,

die reduziertes Zonenschema genannt wird. Hier gibt es zu jedem k aus
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der 1. Brillouinzone unendlich viele erlaubte Energieeigenwerte, die sich im
reziproken Gittervektor Gy unterscheiden.

Wir kommen jetzt zum Fall eines endlichen periodischen Potentials. Zunéchst
kann der Potentialnullpunkt so gewéhlt werden, dass der Potentialmittel-
wert, die 0. Fourier-Komponente, verschwindet:

1 IR
Ve =V = J d*rVv(r) =0 (5.42)
0 VPEZ Vpez
Dann folgt aus der fouriertransformierten Schrodingergleichung (5.35)
(0) o e
(EE_EO —e)eg g = ; Ve g S g (5.43)
G£Go
Darin ist € die gesughte neue Eigenenergie in Anwesenheit des Potentials,
die sich aber nicht zu sehr von E(EO )a unterscheiden sollte, da das Potential
—\0

als schwach angenommen ist. Wir betrachten jetzt das Band zu G;. Dann
kann man annehmen, dass die Fourierkoeffizienten ¢ - fiir G # Gy klein
sind, da sie ja fiir verschwindendes Potential verschwinden.

Dann ist ndmlich nur Co g, = % # 0 (siehe Gleichung (5.41)). Man kann
sich jetzt klarmachen, dass die rechte Seite von (5.43) zweiter Ordnung
in V ist. Dazu betrachten wir Gleichung (5.35) noch einmal, schreiben sei

diesmal aber fiir ein anderes G, d.h. wir fragen nach den Co & die zur

selben Eigenenergie im Band éo gehoren.

(0)
E— & =~ )C =2 = V= c. ==V= =C> = + V= _c. =
( k—GO) k—G G-G k-G Go—G "k—Go G-G k-G

a2 a0

GAG G+£Go,G
(5.44)

Wir haben also aus der Summe den gréffiten Summanden herausgezogen
da Cr_g, von GroBenordnung 0(1) ist. Dieser Term ist also linear in V,
die anderen Terme der Summe sind mindestens von Ordnung 0(V?). Wir

konnen sie also fiir kleines V' vernachlassigen und erhalten

Vao_é

—_— G N N
G~ 0 “-Go (5:45)
E—ée- -
-G
Einsetzen in Gleichung (5.43) ergibt
Ve - Ve o
(0) o G—Go Go—G . .
(5'__€§_é5>ck—Go'_ :g; 0 Co G (5.46)
G k-



und damit

(0) }VE—EOF
£ = 5?-60 + AZA ——LOL (5.47)
G#Go G

Dies entspricht der quantenmechanischen Brillouin-Wigner-Storungsreihe
bis zur zweiten Ordnung in der Storung V (dabei taucht die gesuchte
Energie € links und rechts auf, was zu einer polynomialen Gleichung in

¢ fithrt). Jetzt muss eine Fallunterscheidung vorgenommen werden: Wenn

keine Entartung vorliegt, d.h. das untersuchte Energieniveau 8%0 )E ist nicht
—40
(0)

(auch nicht nahezu) entartet mit einem der anderen Energieniveaus et
G # Gy, dann kann man auf der rechten Seite die gesuchte Energie € durch

ihre 0. Naherung eio)a ersetzen; damit bleibt man exakt bis zur Ordnung

k—Gog
V? im periodischen Potential als Stérung. Das ergibt

2
Vo = ’
_ .(0) ’ G—Gp
TG T 0 0 o

G#£Gy k—Gg k—G

Das entspricht gerade der Rayleigh-Schrédinger-Storungsreihe bis zur 2.0rd-
nung. In den Bereichen der Brillouinzone, in denen keine Bandentartun-
gen der ungestorten freien Elektronenenergien auftreten, sind die in 2.0Ord-
nung Storungstheorie im periodischem Potential berechneten Eigenenergi-
en somit um Terme der Groflenordnung X—z gegeniiber den Energien der
freien Elektronen modifiziert, wobei Ae der Energieabstand benachbarter
Bénder ist. In der Regel ist |Ag| = !8%0)6 — 8%0)6’ > |V| , und dann ist
_Go _

die Ndherung fiir die Eigenenergien gut. Vor allem ist aber die Bandver-
schiebung zweiter Ordnung in V. Wir werden gleich sehen, dass im fast
entarteten Fall eine Verschiebung auftritt, die linear in V ist und die des-
halb die wesentliche Verschiebung ist. Nun kommen wir zum 2. Fall der
Fallunterscheidung, und zwar den k-Punkten in der Brillouinzone, bei de-

nen Entartung vorliegt: &%0 . = ¢ fiir verschiedene Gittervektoren

N N —Go k=G

Go # G1. In der Umgebung dieser k-Punkte ist die Rayleigh-Schrodinger-
Storungsrechnung nicht mehr moglich, da verschwindende Nenner zu Di-
vergenzen fithren wiirden. In der Regel liegt die Entartung aber nur fiir
zwei reziproke Gittervektoren vor, und man darf fiir diesen Summanden
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G= él in (5.47) nicht € durch e ersetzen, fiir die anderen aber schon:

k—Go
2 2
. Ve Ve |
ek) =V 4 L G- GOO) + Z E— (5.49)

k G1 G#Go,Gl k Go k—G

Der zweite Term ist jetzt von Ordnung V, sodass der dritte von Ordnung
V? dagegen vernachlissigbar ist. Mit der Nebenrechnung

(e—eg)le—e1) =V2Pn e —eleg+e1)+eoer — V2 =0
1
~ et = 5((50 +e1) +/(eo+€1)2 +4(V2 — €0€1))
1
=5 ((eo+er) & /(€0 — €1)? +4V?) (5.50)
folgt
RS IR () (0) (0) (0) \2 5
E(k) = 9 [EE—EU + 8?—61 + (Ez_ao 8?—61) + 4‘\/60—61‘ (551)
Genau am Entartungspunkt k mit 8%0)6 = 8%0)5 gibt es jetzt die zwei
neuen Eigenenergien ’ 1
+1) _ (0 S
ef(k) = e + \VGO_Gly (5.52)

Die Entartung wird also durch die Anwesenheit des periodischen Potentials
aufgehoben. Die Korrektur an Entartungspunkten ist in Abb. 5.3 gezeigt.

s(k)T

Abbildung 5.3: Korrekturen

zu den freien Elektronenbidndern
am Rand der 1. Brillouinzone in
Anwesenheit eines kleinen periodi-

schen Potentials.

Bislang haben wir eindimensionale Beispiele fiir Bandstrukturen betrach-
tet. Als Beispiel fiir eine freie Elektronendispersionskurve in 3 Dimensionen
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g 1 Abbildung 5.4: Freie Elek-

i / tronenbéander in einem kubisch

flachenzentrierten Gitter.
L r X K r Quelle: Rossler, Solid State Theory

ist in Abbildung 5.4 die Dispersion in einem fcc-Gitter gezeigt. Die Disper-
sion, die am [-Punkt beginnt, ist an den Zonenrdndern zuriickgefaltet;
alternativ kann man die zuriickgefalteten Zweige auffassen als Parabeln,
die an I'-Punkten anderer Brillouinzonen an den reziproken Gittervekto-
ren G beginnen. Einige dieser Zweige sind entartet. Ein schwaches peri-
odisches Potential dndert dieses Bild, indem es einige Entartungen auf-
hebt und einige Bandliicken 6ffnet; Aluminium ist ein gutes Beispiel fiir
eine solche Bandstruktur, die man auf die Naherung fast freier Elektronen
zuriickfithren kann (siehe Abb. 5.5). Dadurch weicht auch die Zustands-
dichte (siche Abb. 5.6) kaum von dem Quadratwurzelverhalten ab, das
man fiir freie Elektronen erwartet.

—
o

energy [Ry]
© o o
LN (0] (00]
[

o
(V)
T

Abbildung 5.5: Bandstruktur
von fcc Aluminium.
Quelle: Rossler, Solid State Theory
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5.3 Tight-Binding-Modell

Das Modell der fast freien Elektronen liefert zwar ein qualitatives Verstand-
nis fiir die Bildung von Energie-Bandern und Bandliicken sowie fiir das
grundsétzliche Aussehen von Bandstrukturen fiir bestimmte Bravaisgitter,
aber es ist nicht fiir quantitative Bandstrukturberechnungen geeignet. In
der Regel ist ndmlich das periodische Potential, das die Voraussetzung fiir
eine Storungsrechnung ist, nicht schwach. Das Potential ist im Grunde
stark, und das bildet den Ausgangspunkt fiir eine alternative Methode, die
vom Grenzfall der stark gebundenen, lokalisierten Elektronen ausgeht. Man
startet mit isolierten Atomen, nimmt an, dass deren Eigenzustdnde und
-energien bekannt sind und betrachtet die Modifikation dieser Zusténde,
wenn man die Atome nahe zusammenbringt.

Wir setzen also das Problem eines isolierten Atoms am Ort R

_\2 N

L0 g (¥ R) = Enpn(F—R) mit HE" = 2 v(F —R) (5.5
m

N

als gelost voraus. v(T — R) ist das in der Regel attriktive Potential, das ein
Elektron durch ein Atom (oder mehrere) am Ort R erfahrt. Die Quanten-
zahl m bezeichnet einen vollstédndigen Satz von atomaren Quantenzahlen,
z.B. n = (1,1, m, 0) mit Hauptquantenzahl i, Bahndrehimpulsquanten-
zahlen (1, m) und Spinquantenzahl o = :I:%. Die Spinentartung wiirde erst
durch Spin-Bahn-Wechselwirkung oder Coulomb-Wechselwirkung aufgeho-
ben. Wir miissen jetzt herausfinden, wie dieses atomare Problem modifi-
ziert wird, wenn das Atom nicht mehr isoliert, sondern in einem Kristall
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von gleichartigen Atomen umgeben ist. Der Hamiltonoperator lautet dann

=9

_ p = D _ tom / ( /. !

— qutZV(T—R) — H%O +AV(T) mit AVL( Zv T— R
R'#R

(5.54)

AVQ(?) ist also das Potential aller anderen Atome aufler dem am Ort R, und
es soll hier als Storung betrachtet werden. Die Idee dahinter kommt von
der elementaren Theorie der chemischen Bindung: Wenn man zwei Atome
zusammenbringt, dann spalten je zwei atomare Niveaus in einen bindenden
und einen antibindenden Zustand auf; genauso sind von drei Atomen drei
Niveaus und von N Atomen n Niveaus zu erwarten. Wenn nun N wie im
Festkorper sehr grof ist, dann liegen die N Zustédnde praktisch dicht und
bilden ein Kontinuum von Zusténden in einem Energieintervall, d.h. ein
Energieband.

Nun brauchen wir einen geeigneten Ansatz fiir die Wellenfunktion des vol-
len Festkorper-Hamiltonoperators H. Zunéchst einmal werden die Zusténde
noch nicht aufgespalten, wenn die atomaren Wellenfunktionen so schnell
abfallen (d.h. so stark lokalisiert sind), dass sie in dem Bereich, in dem
AVE(?) von Null verschieden ist, bereits verschwinden. Dann sind die @y (T—

R) auch Eigenzustinde von H:
Hon (¥ — R) = (HX™ + AVL(¥)) @n (¥ — R) = Enn(r—R) (5.55)

Sie sind dann allerdings noch nicht in der Form von Blochzusténden, aber
ein Blochzustand 1aB3t sich sofort konstruieren:

—

P (7) \/_ Z e”‘R(pTL T —R) (5.56)

Das so definierte wnz(?) erfiillt die Bedingung fiir eine Blochfunktion

b (7 +R) = e*Ry _(7) (5.57)

denn

N N

Il)nf(?—I_R): ZelkR’ll)n? +R— ﬁ _ lkR{Zelk R' .Ll)n(r_( _
R’ R’

_ eik-R{Z ek Ry, (F — ﬁ)} _ eileI)n?(?)
R
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(5.58)

wobei wir benutzt haben, dass wir wegen der periodischen Randbedingun-
gen die Summation iiber R’ durch die Summation iiber R — R ersetzen
konnen. Aulerdem gilt

H (1) = Eqp (7).

Die atomaren Niveaus bleiben also auch im Festkorper Eigenenergien; sie
bilden dispersionslose, k-unabhéngige Bander. Allerdings trifft die Annah-
me (sehr rascher Abfall) nur fiir Rumpfzusténde zu, nicht fiir Valenzelektro-
nen, deren Wellenfunktionen gerade durch Uberlapp Bindungen ausbilden.
Trotzdem koénnen wir Gleichung (5.56) auch in diesem Fall als Ansatz ver-
wenden, nur dass diese Blochfunktionen keine exakten Eigenzusténde fiir
den Kristall darstellen. Die ll)nf(?) sind nicht normiert; es gilt

RGN

1 . B P N
<ll)n§‘1|)n/§ - N; elk(Rl k) J dgr (Pn(T - RQ)(pn’(T - Rl)

R1,R2
= Y e i R =+ 3 e o (®)
R RA0

(5.59)

wobei wir in der Integration iiber den Raum T — T + Ry ersetzt haben,

und Zﬁl’% — N} _» wegen der Abhéngigkeit nur von R = Ry —R;. Dabei

haben wir eingefiihrt
o (R) = J &r o (F — R) o () (5.60)

d.h. den Uberlapp der an den Gitterplitzen 0 und R lokalisierten atomaren
Funktionen @, @. Nach dem Ritzschen Variationsverfahren ist die beste
Néherung fiir die Energieeigenwerte im Rahmen des Ansatzes

W)

(5.61)
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Wir miissen noch das Matrixelement im Zahler auswerten:

(W2 HW ) = EalW b 5

1 e R R I I
+g e J d’r@}(F—Ry) Y (T —Rs) @u(r —Ry)
ElaEQ lﬁzﬁﬁa

:AV§1 (1)

(5.62)

Das Integral lauft iiber ein Produkt von drei Funktionen ok (r — R{)’
v(r — R3) und @n(T — Ry), wobei jeder der drei Faktoren eine um R;
lokalisierte Funktion darstellt, also nur in der Umgebung des jeweiligen
Zentrums R; deutlich von 0 verschieden ist. Wenn also alle drei Positionen
Ri, Rg, R3 paarweise verschieden sind, dann sind in allen Raumbereichen
mindestens zwei der drei Faktoren klein; wenn aber zwei R; gleich und nur
vom dritten verschieden sind, dann gibt es einen Integrationsbereich, in
dem der Integrand nicht so klein ist. Die drei Falle sind:

1) ﬁlzﬁg#ﬁg

B: = % Z J d*r @} (T—R1)AVz (F@n(T—Ry) = J d*r @} (T)AVy(F) @n (T)
R1

(5.63)

Das entspricht den Erwartungswert des Potentials aller anderen Atome
im atomaren Zustand eines Atoms an einem festen Gitterplatz, den man
einfach zu 0 wéhlen kann. Dabei handelt es sich also um eine konstante
Energieverschiebung gegeniiber dem atomaren Energieniveau.

2) Ry = Ry # Ry

Dann ist
1 S . L=
N X R | @ g (7 RV~ Re) ol Ri)
R1#Rz2
= ) e iR J d*r 4T — RV(T — R)on(T) = Y e *FA(R) (5.64)
R£0 R£0

3) Ry # Ry # R3 # Ry
Das ist der Fall der Dreizentrenintegrale, bei denen in allen Integrations-
bereichen mindestens zwei der drei Faktoren klein sind; diese Beitrige
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vernachlissigen wir:

J d’r @y (T — ﬁQ)V(?_ ]33)(%(?— §1) ~ 0 (5.65)

Das ergibt zusammengenommen bereits die Bandstruktur in der Tight-
Binding-Niherung;:

> B+ Y0 FFAR)
En(k)::-En Sal
1+ ZR#O e—lkRoc (R)

wit B = [&roiH) Y vlr — Ripn(d
R0

A(R) = J & @7 (F — RIV(F — R)on(7)

N

«(R) = | &1 937 = Rlgul® (5.66)

Zusitzlich wird in der Regel noch angenommen, dass die auftretenden
R-Summen auf nédchste oder iiberndchste Nachbarn beschrinkt werden
konnen; das ist gerechtfertigt, weil durch die Lokalisierung der atomaren
Wellenfunktionen @y (T — R) der Uberlapp mit zunehmendem Abstand der
Atome schnell klein werden sollte.

5.4 Wannierfunktionen

In der Tight-Binding-Methode werden die Blochfunktionen aus lokalisier-
ten atomaren Wellenfunktionen @ (7) konstruiert. Die Bandstruktur (k)
ergibt sich dann aus Matrixelementen des atomaren Potentials beziiglich
solcher lokalisierter Zustdnde. Alternativ kann man eine Basis von loka-
lisierten Zustdnden wahlen, die orthonormal ist; dies sind die Wannier-
zusténde. Sie sind definiert durch

—

W (F — R) = % Y e Ry () (5.67)

kel.BZ
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mit Blochfunktionen Ll)nz(?). Die Orthonormalitit folgt aus

— [N

RN

Jd3rw (¥ — RyJwi (T — Ry) = Ze HleRimkRe) Jd?'rw (M), (1)
kk’
= N 2 R b = Zelk BB = B g, B
kk’
(5.68)

Die k-Summen sind auf die erste Brillouinzone beschrinkt. Umgekehrt
kann man auch Blochfunktionen als Linearkombination von Wannier-Zustande
darstellen:

N 1 T - =
=N > e Rw,(r—R) (5.69)
R

Wenn man bei der Uberlagerung lokalisierter Zusténde in Gleichung (5.67)
von Wannier-fuktionen statt von atomaren Wellenfunktionen ausgeht, ver-
schwindet das Uberlappmatrixelement o () und man bekommt die Disper-
sionsrelation

K)=E.+) e AR
R£0

mit En Jd?’rw (—+ZVT— ) n(T)

— —

und A(R) = Jd?’rw;;(?— R)V(F — R)wy

—

™) (5.70)

Wie vorher sind dabei Dreizentrenbeitrige vernachlissigt. Auch hier wird
oft angenommen, dass sich die A(R) nur fiir wenige Nachbarn von 0 unter-
scheiden; die einfachste Version ist

(5.71)

~ ﬁ t fiir Nachster-Nachbar-Vektor
0 sonst

Den Parameter t nennt man Hopping-Matrixelement, weil er mit der Wahr-
scheinlichkeit zusammenhéngt, dass ein Elektron von einem Gitterplatz
zum néachsten iibergeht und damit delokalisiert wird. Fiir eine eindimen-
sionale lineare Kette erhélt man damit die Dispersion

e(k) = eg — 2t cos(ka) (5.72)
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fiir Gitterkonstante a. Fiir ein dreidimensionales kubisches System gilt
entsprechend

8(]2) =gy — 2t(cos(kxa) + cos(kya) + COS(kZG)) (5.73)

Abbildung 5.7: i
Verlauf der 3- i / \
dimensionalen 0

einfach-kubischen i /
Tight-Binding- i

Dispersion

entlang der
Hauptsymmetrie-

richtungen. 5 r X M r R

In der Abbildung 5.7 ist die Tight-Binding-Bandstruktur fiir 6/t| = 1 auf-
getragen; man erhilt ein Band, das um ¢ zentriert ist (&g ist der Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators H in Wannierzustand), von der Breite
12[t|. Das Hoppingmatrixelement t kann im Allgemeinen positive oder ne-
gative Werte annehmen. Hier haben wir s-artige, rdumlich isotrope Wan-
nierzustdnde vorausgesetzt, die zu gleichen t in allen Richtungen fiihren.
Man kann sich klarmachen, dass es sich bei den durch Gleichung (5.67)
definierten Wannierfunktionen um raumlich lokalisierte Zustdnde handelt,
sozusagen um eine Verallgemeinerung von Wellenpaketen fiir den Fall ei-
nes periodischen Potentials. In einer Dimension ist das Volumen V einfach
die Lénge L = Na des Gitters; k € [~7, 7], der 1. Brillouinzone des 1D-
Gitters. Um die Wannierfunktionen explizit auszurechnen, bendtigen wir
die Blochfunktion. Diese kennen wir fiir den Fall veschwindenden Gitter-
potentials V() = 0. Dann ist nach Gleichung (5.41), spezialisiert auf eine
Dimension

. n . 1 omn
B il L e™ Uy (1) mit un(r) = —e‘%r,n €7 (5.74)

VL

Wegen n = 0, +1, £2, ... nimmt Kers = k4 22 alle Werte an. Die Gestalt

a
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der Wannierfunktionen ist dann

1 2mn 1 I_ % . 2n
wr(r—R) = Z Uk+25%) (r—R) _ J dk eilk+Z2)(r—R)
v VNI kel.BZ VNL27 ]z
_ \/a 1 ei(k+2ﬂn)(1’ R) a _ \/aSin E(T - R) eiQT[Tn(r_R)
27 |i(r — R) o s r—R

(5.75)

Die Wannierfunktionen sind also im Gegenteil zu den Blochfunktionen loka-
lisiert. In diesem Beispiel gehen die Wannierfunktionen algebraisch gegen 0;
wenn es in der Bandstruktur Energieliicken gibt, wird der Abfall sogar ex-
ponentiell. Man kann allerdings auch auf die Kenntnis der genauen Gestalt
der Wannierfunktionen verzichten und die Hoppingmatrixelemente A(R)
als effektive Parameter benutzen, auch als Fitparameter zum Anpassen an
experimentelle Daten. Wenn die Hopping-Matrixelemente als Parameter
vorgegeben sind, dann arbeitet man mit einem Modell-Hamiltonoperator,
der in Matrixdarstellung beziiglich der Wannierbasis folgende Gestalt hat:

H = Z En[nR) (nR| + Z t-= [nR) (nR (5.76)

nR R’

RN

Hierbei ist in Ortsdarstellung wy, (T — R) = (ﬂnﬁ}

5.5 Geschwindigkeit und effektive Masse

Gruppen-Geschwindigkeit

Wir fragen nun fiir ein beliebiges (freies) Blochelektron nach dem Erwar-
tungswert der Geschwindigkeit

N
—

R e R P U S (5.77)

Fiir [u _-) schreiben wir kurz \ni) und erhalten

<nk‘ Ve”” nk> = <nl€‘5‘n§> + <nk‘ ‘nk>
= (P Tn hk|unk> (kP hkyn@. (5.78)
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RN

Diese Grofie wollen wir durch e(k) (ohne explizite Kenntnis von \E>) aus-
driicken:

N N A hE 2
e() = (HK), H=PERRT L (5.79)
B 2m
oe(k 0 - = = 0 - ~|0H |-
k) _ (T<k\) HIk) + (kH (-4k>) + <k ke k>
ok ok R ok ok
AL, +hk‘4 -
- h<k‘ - k) =hv, (5.80)
denn aus (]2“2) = 1 folgt o <E\E> = 0 und
(Sw)Hi + @ (o) = ) S @G =0, s
ok ok ok | |
Also folgt
L~ 19e(k
v(k) = —aEE )
h ok
und es gilt:

—

e v(k) ist eine stetige Funktion von k.

° U(E) ist der Erwartungswert der Geschwindigkeit und entspricht der
Gruppengeschwindigkeit des Bloch-Elektrons.

Massen-Tensor

Den effektiven Massen-Tensor definieren wir durch die zweiten Ableitungen
von ¢(k)

1 - 0 9 en(k)
k) =

Zur Berechnung der effektiven Masse am I'-Punkt (bei k = 0) gehen wir

von der reduzierten Schrodinger-Gleichung (5.22) fiir die Blochfaktoren
aus:

(ﬁ + m?)Q . . o
[T + V(T)] LLnE(T) = Sn(k) unz(r) (582)
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Diese kann man umschreiben:

—9 = . T\ 2

p -, hk-pl o L - (hK) -

o +V(r) + T] unk(r) = (en(k) ~ o u - (1) (5.83)
Die Stérungstheorie 2. Ordnung nach k- p liefert

N -
— hk hk ~
en(k) = e, (0) + ( ) + o (m0jpm0)

2m . IR
h? (n0k - pn’0) (n'0fk - p[no)
R 5.84
toe 2 0 —em(0) 08
()

da die [nk) den Gitterimpuls erhalten und k in der 1.BZ liegt. Dabei wur-
de wieder quantenmechanische Rayleigh-Schrédinger-Stérungsrechnung bis
zur zweiten Ordnung in der Stérung k - p verwendet; Voraussetzung dafiir
ist Nicht-Entartung der Bander am I'-Punkt. Fiir die Blochfaktoren schrei-
ben wir unz(?) = (r[nk).

Folglich gilt fiir den effektiven Massentensor am I'-Punkt

( 1 ) :%+ 2 Z (mO[pim/0) (n'0lp;n0)
i

me m  m2 en(0) — e/ (0) (5:85)

n'(#n)
Meistens geniigen nur wenige n’ zur Berechnung von m’. Im Falle von
Inversionssymmetrie gilt (p) = 0, sodass in der Entwicklung

2
enl(K) = enl0) + (2’:1

n

) kik; + O(k*) (5.86)
i

Terme ungerader Ordnung fehlen.

In der Umgebung des I'-Punktes ist also an jedem Band fiir kleine k eine
quadratische Abhéngigkeit von k zu erwarten, wenn das Potential inversi-
onssymmetrisch ist, wie bei freien Elektronen. Allerdings kann die effektive
Masse m* erheblich von der freien Elektronenmasse m verschieden sein.
Wenn m* diagonal und isotrop ist, hat man wieder die freie Elektronendi-
spersion vorhegen (mit modifizierter Masse m*).

Die k - p-Storungsrechnung kann man auch fiir kg = 0 durchfithren und
findet dann die Verallgemeinerung von (5.84):

- = - h- h2k?
enlko +k) = enlko) + — - k(Y - \D\ll)nk0> o
o X e
I n(ko) — e (ko)
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(5.87)

Damit gilt wie oben

- h2 -
Vien(k) = Hﬁl)ngh?hl)n@ (5.88)

die Verallgemeinerung der Relation <T<h§\f<> — hk von freien Elektronen
auf das Gitter.

Bemerkungen

e m" kann auch negativ werden; dies ist sogar generell am Rand der
Brillouin-Zone der Fall. Man spricht hier von Lochern.

e Bei kubischer Symmetrie gilt

2
(i) — Ly A enl®) = enl0) + L oy
m/y; m 2m

o Fiir Alkalimetalle hat man bee-Gitter und

Metall | Li | Na | K Rb | Cs
Band | 2s 3s 4s DS 6s
m*/m|1.33]0.96|0.86|0.78 | 0.73

=~

Im allgemeinen sind also die effektiven Massen m* von der Grossenordnung

der freien Elektronenmassen m.

e In manchen 4f und 5f Verbindungen (seltene Erden) wie z.B. CeRuzSis,
CeCug, UPt3, CeAls und anderen ist m*/m anormal grofl. Werte von
m*/m ~ 100 — 1000 konnen vorkommen. Man spricht von sogenann-
ten schweren Fermionen. Der Grund fiir dieses anormale Verhalten
liegt in einem Zusammenbruch der Hartree-Naherung; lokalisierte 4f
oder 5f Momente wechselwirken stark mit den Leitungselektronen.

5.6 Elektronische Klassifikation von Festkorpern

Die elektronischen Einteilchenzustédnde im Festkorper sind durch die drei
Quantenzahlen (1, k, o) charakterisiert, mit Bandindex 1, Wellenvektor k
und Spin 0. Elektronen sind Fermionen und unterliegen dem Pauli-Prinzip;
jeder Einteilchenzustand kann also nur einmal besetzt werden. Im Ein-
teilchenbild kann der Eigenzustand fiir N, Elektronen durch Angabe der
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Besetzungszahlen {TL } mit ny € {0, 1} beschrieben werden, und es gilt

ko

Hing ) = Z (pl +Zv )\nA ZnA 51 ) (5.89)
lkcr

i=1

Im Grundzustand werden die energetisch am niedrigsten liegenden Ein-
teilchenzustdnde besetzt, bis alle N, Elektronen untergebracht sind. Die
Energie, die zwischen den hochsten besetzten und den niedrigsten unbe-
setzten Zustand liegt, heifit Fermi-Energie Er. Man bestimmt sie durch

Y 1=2 ) 1=N, (5.90)

RN

lko 1
lev(k)|<Er ler(k)[<Er

Die Grundzustandsenergie ist gegeben durch
B=2 Y ealk (5.91)

len(k)I<Er

In jedem Band | gibt es genau N verschiedene k-Werte und daher 2N
verschiedene Einteilchenzusténde (2 wegen Spin), wenn N die Zahl der
Elementarzellen ist. Bei T = 0 werden diese Zusténde von unten aufgefiillt,
bis alle Elektronen untergebracht sind. Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Halbleiter /Isolatoren: Ein Band ist ganz gefiillt, das dariiberliegende
Band ganz leer. Die Fermienergie fillt dann in die Bandliicke (Ener-
gieliicke) zwischen oberstem gefiillten und unterstem leeren Band.
Das oberste gefiillte Band heifit dann Valenzband. Es sind nur Anre-
gungen aus dem Grundzustand moglich, wenn mindestens die Energie
der Bandliicke aufgebracht wird.

2. Metalle: Die Fermienergie liegt innerhalb eine Bandes, das noch nicht
ganz gefiillt ist. Ein solches bei T = 0 nicht vollstandig gefiilltes (oder
sogar ganz leeres) Band nennt man Leitungsband. Da der Abstand
zwischen oberstem besetzten und unterstem unbesetzten Niveau ver-
nachléssigbar klein ist, sind Anregungen mit beliebig kleinem Ener-
gieaufwand moglich.

Information aus Bandstrukturen
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Wir betrachten Elementarzellen mit Z, Elektronen, also Systeme mit insge-
samt Ne = NZ, Elektronen Wenn /. ungerade ist und kein Bandiiberlapp
aufgefiillt und das e—“—te Band
bleibt halbgefullt. Nach dleser einfachen Uberlegung ist immer ein Me-
tall zu erwarten, wenn Z. ungeradzahlig ist, und das trifft auch oft zu.
Wenn jedoch Z, gerade ist und kein Bandiiberlapp existiert, dann werden
die untersten % Béander ganz gefiillt und man erwartet einen Halbleiter
oder Isolator. Das ist weniger gut erfiillt, denn die Voraussetzung der nicht
iiberlappenden Béander gilt oft nicht. Bei der Diskussion kann man jedoch
die abgeschlossenen Schalen, die Edelgaskonfigurationen entsprechen, au-
Ber Acht lassen und nur die &ufleren, nicht vollstdndig gefiillten Schalen
betrachten; die Zahl dieser dufleren Elektronen nennen wir Z..

e Z! = 1: Das gilt fiir Alkalimetalle (Li, K, Na, Rb, Cs) und Edelmetalle
(Cu, Ag, Au). Man erwartet ein halbgefiilltes s-Band als Leitungsband
und daher gute Metalle (vgl. Abb. 5.8).

10.0 ;
Abbildung 5.8: i
Bandstruktur von 50 |
bce Na. Das Lei- FO
tungsband ist her- -

vorgehoben. Als 0.0
Energienullpunkt

ist Ef gewahlt.

Berechnet mit FPLO.

Energie ¢ (k) [eV]

e Z! = 3 : Al Ga, In, Tl: die Fermienergie sollte in den p-Béndern
liegen und man erwartet Metalle.

e Z, = 2 : Erdalkalimetalle Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra. Trotz gerader
Elektronenzahl sind das Metalle, da s- und p-Bénder iiberlappen.

e Ubergangsmetalle Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn mit Elek-
tronenkonfiguration 3d™4s? oder 3d™"'4s!: die 3d- und 4s-Binder
iiberlappen; dabei sind die 4s-Elektronen stéarker delokalisiert und bil-
den ein breites Band; die 3d-Elektronen sind lokalisiert und bilden
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schmale Bénder; beide Bandsorten hybridisieren und kreuzen einan-

der; die Bandstruktur von Cu in Abb. 5.9 ist ein gutes Beispiel.

30. =

20.

Energie €, (k) [eV]

Abbildung 5.9:
Bandstruktur von
fce Cu. Die fiinf
\ / / 7 voll besetzten 3d-
Béander mit sehr

geringer Dispersi-

%EQ
10, | X/

on verlaufen quer

< durch das sehr

breite 4s-Band.

L‘wﬁ—/—w\\

1
-10 -5 0 5 10 15 20
Energie E - Eg (eV)

Berechnet mit FPLO.

Abbildung 5.10:
Zustandsdichte von fcc
Cu. Die schmalen 3d-
Bénder entsprechen den
starken Peaks unterhalb
von Er. Die iibrigen Zu-
standsdichte von 4s zeigt
ndherungsweise VE-
Verhalten (gestrichelte
Linie).

e 4. Hauptgruppe: C, Si, Ge. Diese Elemente kristallisieren in der Dia-
mantenstruktur mit zwei Atomen in der Basis, d.h. Z, = 8 pro Ele-
mentarzelle. Aus atomaren s- und p-Orbitalen werden pro Atom 4sp3-
Hybridorbitale gebildet, die tetraedrisch ausgerichtet sind. Pro Zelle
gibt es also 8 orbitale die 8 Bander bilden, die spinentartet sind; es
bilden sich (gefiillte) 4 Valenzbénder und 4 (leere) Leitungsbénder,
die durch eine Bandliicke getrennt sind (siche Abb. 5.11).

e III - V und II - VI-Halbleiter: In diesen Systemen wie GaHs, InSb,
ZmSe, 7ZnS ist die Situation &dhnlich wie beim Si, nur dass es sich

um zwei verschiedene Atome pro Elementarzelle handelt (Beispiel in

Abb. 5.12).
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50 [

0.0

[
A
7
K
N

Abbildung 5.11:
Bandstruktur von

: . ><>
Si. Die Bandliicke -10.0 ;
ist indirekt. / \/

Berechnet mit FPLO.

Abbildung 5.12:
Bandstruktur

von GaAs. Die
Bandliicke ist di-
rekt. Ef ist an der
Unterkante des Lei-
tungsbands einge- By

zeichnet. //\\//\~
T X w K T L w

Energie ¢ (k) [eV]

Berechnet mit FPLO.

e 5.Hauptgruppe: Sb, As, Bi haben 5 Valenzelektronen, kristallisieren
aber in Strukturen mit 2 Atomen pro Einheitszelle, d.h. Z, = 10.
Trotzdem liegt in der Regel Bandiiberlapp vor, sodass es sich um
Halbmetalle statt um Halbleiter handelt.

e lonenkristalle aus 1. und 7. Hauptgruppe: NaCl, KBr, Nal kristalli-
sieren in NaCl- oder CsCl-Struktur mit 2 Atomen pro Elementarzelle,
d.h. Z. = 8; wie zu erwarten handelt es sich um Isolatoren.

5.7 Elektronische Zustandsdichte und Fermifliche

Wie bei den Phononen enthélt die volle Bandstruktur £n(E) fiir viele Fra-
gestellungen mehr Information als noétig. Wenn es geniigt, zu wissen, in
welchen Energiebereichen Zustdnde liegen und wie viele, verwendet man
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die elektronische Zustandsdichte:

plE) = ¢ 3 B(E — ealk)) (5.92)

nko

p(E) - AE ist die Zahl der elektronischen Einteilchenzunstinde mit Energie

zwischen E und E + AE pro Einheitszelle. Die Fermienergie ist festgelegt
durch

Er
J dE o(E) = Ze (5.93)

—00

mit der Gesamtzahl der Elektronen pro Einheitszelle Z,. Man kann die
Zustandsdichte wieder durch ein Oberflachenintegral iiber eine Fléche kon-
stanter Energie S(E) im k-Raum ausdriicken:

V 1 ds
(E) = — J e 5.94
P N 47'[3h ; S(E) ‘Vni‘ ( )

mit der Gruppengeschwindigkeit des n-ten Bandes

1 N

Vi =+ Vien(k) (5.95)
Eine weitere Moglichkeit ist wieder
1 . 11
p(E) = ——ImG(E4+1i0") = — ——1Im — (5.96)
U 7N — E 4+ 10+ — en (k)

nko

Besonders einfach wird die Zustandsdichte bei freien Elektronen; diese ha-

RN
—

ben die Dispersionsrelation ¢(k) = h;nkf, also Vke(ﬁ) = %,Vk = %, k =
%\/ 2mE. Dann gilt

p(E)

) hk/m ~ N4mwh?k  Nm2h?2 N n2hd
(5.97)

Vi J ds V 47tk%m Vmk V\/2m3\/E
~ N2n3h Jg

Ebenso findet man, dass die Zustandsdichte freier Elektronen in zwei Di-
mensionen Pop(E) = const ist und in einer Dimension p1p(E) % Die
Form der Zustandsdichte ist also sehr stark von der Dimension des Pro-

blems abhingig.
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Die Zustandsdichte fiir freie Elektronen kann man auch aus der Definition

E) = % anc O(E — en(k)) gewinnen:

1 K2\ Vv ; 2?2
P(E) _Nzé(E_ 2m) B N(2n)3Jdk6(E_ Qm)

Yo
\Y4 h2k2 V m 2m
dk k36 E — = 5.98
87T3N J ( Qm) 72N h? \/_ (5.98)

=1

wegen d(g(x)) =X 14 6‘5,((—;3‘) mit einfachen Nullstellen x; von g(x):

h2k?2 h2k 1

g(k) =E— 9'(k) = ——:39(k) =0 < kip = = —v2mE
2m m ' h

V2mE VomE
:Ljdklélé(k— m >+6(k+ m )]
hv2mE h h
B m {QmE N ZmE} ~ 2myv2mE
 hv2mE h2 [ h3

(5.99)

Eine Wurzelsingularitédt an der Bandkante ist charakteristisch fiir dreidi-
mensionale Zustandsdichten; ebenso findet man, dass die Zustandsdichte
fiir 2D-Systeme an der Bandkante einen Sprung macht und fiir 1D-Systeme
tritt eine 1/ \/E—Singularitéit auf. Diese dimensionsabhéngigen Charakteris-
tika von Zustandsdichten findet man auch in den einfach kubischen Tight-
Binding-Zustandsdichten wieder, die fiir eine, zwei und drei Dimensionen
in den Abb. 5.13-5.15 gezeigt sind.

£]SD(E)
Abbildung 5.13: os
1D Tight Binding
Zustandsdichte. 0975 -1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 i
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{%D(E)
2.0
1.5

1.0

Abbildung 5.14:
2D Tight Binding

0.5

005 S0 5 00 o5 - —pe Zustandsdichte.

p3p(E)

0.8

0.6

0.4

02 Abbildung 5.15:
3D Tight Binding

0.0 - s oo =z - ~per  Zustandsdichte.

Eine besonders wichtige Fléche konstanter Energie S(E) definiert durch
en(k) E im k-Raum ist dic Fermi-Fliche S(Ef), die im Grundzustand
die besetzten von den unbesetzten Zustédnden trennt. Fiir freie Elektro-
nen ist die Fermiflache eine Kugeloberflache; im Allgemeinem ist die Form
kompliziert und ist charakteristisch fiir Materialien und Kristallstrukturen.

Bemerkungen zur Fermifliche

In Abb. 5.16 sind Flichen konstanter Energie S(E) fiir ein zweidimen-
sionales Tight-Binding-Modell auf einem quadratischen Gitter gezeigt. Je
nach Fiillung kénnen diese Flichen S(E) zu Fermiflichen werden. Gebro-
chenzahlige Fiillungen treten insbesondere bei Dotierung auf. Bei kleiner
Fiillung hat man anndhernd eine ”Fermikugel”, bei halber Fiillung wird
die Fermiflache flach, der Fermikorper ein Quadrat, bei mehr als halber
Fiillung schneiden die Fermilinien die Grenzen der Brillouinzone; die Fer-
miflache ist dann innerhalb der 1. Brillouinzone nicht mehr einfach zusam-
menhingend. Im ausgedehnten Zonenschema in zwei Dimensionen liegt
aber doch wieder eine geschlossene Fléche vor, die ein leeres, unbesetztes
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Gebiet des k-Raums einschlieBt. Die Fermifisiche wird also wieder eine ” Ku-
gel”, die aber nicht Elektronenzusténde, sondern Lochzusténde einschlief3t.

3_|

Abbildung 5.16: Flachen kon-
stanter Energie S(E) fiir das N s

zweidimensionale Tight-Binding- [ """"""" L
Modell. SN T L ]
Quelle: Czycholl, Theoretische , ) '
Festkorperphysik. '3 :2 l '1 6 ; - é é

5.8 Quantenstatistik und Thermodynamik fiir Festkorperelektronen

Die Vielteilchenzustéande eines Elektronensystems lassen sich in der Beset-
zungsdarstellung durch \nt§6> ausdriicken, wobei fiir die Besetzungszahlen
bei Fermionen nur 0 und 1 in Betracht kommen. Fiir das wechselwirkungs-
freie System sind diese Zustdnde Eigenzustdnde des Hamiltonoperators
beziiglich der Einteilchen-Blochzustande

Hne )= ) al(k)ng ) (5.100)
lko
mit Ne = ) — n— wegen der Teilchenzahlerhaltung. Bei endlichen Tem-

ko lko
peraturen sind auch angeregte Zusénde besetzt, und eine Beschreibung im

grofkanonischen Ensemble ist sinnvoll, weil die Teilchenzahl N, vorgege-
ben ist. Dabei tritt die gro3kanonische Zustandssumme auf:

Zgi = Z e P 2 (El(z)*u)nlfc _ Z H e P (El(f)*u)nlfc

(tka} (lko} ko
N 1 R B
- 11 (1 + e—ﬁ(sl(k)—u)) wegen Y o Ba® s, _ gy b (a®w)
1?0- nl?crzo



(5.101)

mit 3 = . Dabei muss das chemische Potential i so bestimmt werden,
dass die m1 tlere Teilchenzahl gerade die vorgegebene Teilchenzahl N, ist:

(Ne) = 3 (ng,) = Ne (5.102)
lko

Dabei gilt fiir die mittlere Besetzungzahl des Einteilchenzustandes ko

lk(f Z Z nlk(f I’k/o‘/ (5{(2/)_H)T11,?,6,)
l/k/
= i H (1 + e_f) (5{(2/)_H)) e—f) (81(2)—u)
L
’ .(1@0')7&(1?0)

p(e-n)

-B Sl(k)—u)

erweitern mit 1€

1+e

[N

o (alkl-n) ] .
= — = — = f(e1(k)) (5.103)
1 _|_ e—ﬁ (sl(k)—u) e(-’)(il (k)— ) + 1

d.h. die Besetzungszahl ist durch die Fermifunktion

1

fIB) = e 1

(5.104)

gegeben. Im Grenzwert kleiner Temperaturen T — 0 wird diese Funktion
zu einer Stufenfunktion

1 firE
f(E) = e (5.105)
0 firE>pu

In diesem Grenzwert T — 0 geht das chemische Potential in die Fermi-
energie iiber:

W(T=0) = Ef (5.106)

Die Fermifunktion ist fiir zwei verschiedene Temperaturen in Abb. 5.17
gezeigt.
Mit der mittleren Besetzung (n Ko ) der Einteilchenzustinde als Funkti-

on der Temperatur kénnen wir jetzt GroBlen wie die innere Energie des
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&) T/T¢ = 0.001 —

TTe=01 —
0.8
Abbildung 5.17: o \
Fermifunktion f(E); die
Energie wird in Einhei- "
ten der Fermienergie Ef o2
0 ‘

gernessen. 0 05 1 1.5 E/E¢ 2

Elektronensystems betrachten:

U= Z(nmal(ﬁ) =N J dE f(E)p(E)E (5.107)
lko

mit der elektronischen Zustandsdichte p(E) pro Einheitszelle. Auch die
Bedingung fiir die Teilchenzahl lasst sich so ausdriicken:

Ne= ) (nz)=N J dE p(E)f(E) (5.108)
lko

Die hier auftretenden Integrale vom Typ
JdE H(E)f(E) (5.109)

kann man mit der Sommerfeld-Entwicklung behandeln. Sie ist anwend-
bar unter der Voraussetzung, dass H(E) mehrfach stetig differenzierbar und
integrierbar ist und fiir E — —oo verschwindet; dann gilt (durch partielle
Integration)

ro dE H(E)f(E) = Joo dEK(E)(—:—E) + [K(E)f(E)]™_ (5.110)

E
K(E) = J_ dE'H(E) (5.111)

die Stammfunktion von H(E) ist. Explizit ist die negative Ableitung der
Femifunktion

af 1 1
dE  KkpT (eP(E—1) 4 1) (e B(E-1) 4 1)
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Sie ist symmetrisch um das chemische Potential p und féllt nach beiden
Seiten hin exponentiell ab. Fiir T — 0 geht die Ableitung in eine d-Funktion
iiber. Bei endlichen Temperaturen ist sie nur in einem Bereich, der etwa
linear in T grofler wird, von 0 verschieden. Man muss das Energieintegral
also nur auf ein kleines Intervall um p erstrecken und entwickelt daher die
Funktion K(E) in eine Taylorreihe um u:

B = 1 ~d"K(E)
K(E) —K(u)+§a(li—u) IEn

(5.113)

E=un

Wenn man das in das zu berechnende Integral einsetzt, ergibt sich

d"H(E

df

Joo dE H(E)f(E) = Ju dEH(E)+Z

—00

Enl

wegen | dE( SE)K(u):[—f(E)K(u)]iO K(w)

(5.114)

In die Reihe gehen also nur Ableitungen der zu integrierenden Funktion am

chemischen Potential p ein sowie von H(E) unabhéngige Integrale. Weil
—g—é um W symmetrisch ist, entfallen Integrale iiber ungerade Potenzen

von (E — u). Mit der Substitution x = 3(E — u) folgt

JOO dEH(E)f(E) = Ju dE H(E) +Zan(ka)2nw
T n=1

. dE2n—1 F
00 XQTL 1
mit a,, = dx
" J_oo (2n)! (ex+1)(e* 4 1)
(5.115)
Die a,, kénnen analytisch berechnet werden:
1
a, — (2 - m) ¢(2n) (5.116)
mit der Riemannschen Zetafunktion
B 1
C(X) = W —f— ‘|‘ 3x ‘|‘
m=1

Speziell ist

: as = —((4)

a—C(2)—7t2 7 _77(4_77t4
L= 6 A7 T 490 T 360
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Unter Verwendung der Sommerfeld-Entwicklung findet man

8 2
Ze =30 = [EQ(EN(E) = || dEp(E)+ T-(aT 0 u) + O(T)

i 2
n— o JdE f(E)p(E)E = J AE p(EVE + - (ke TV? (') + p()) + O[T

N
(5.117)

Fiir tiefe Temperaturen kgT << Ep (bei vielen Metallen also auch bei
Raumtemperatur) ist u(T) nur um kleine Werte von der Ordnung (kgT)?
von Ef verschieden. Daher gilt

u(T) Er
| daEp(®)= | dEp(E)+ (u—ErplEr) = Ze + (h—Er)p(EN
(5.118)

Damit folgt aus (5.117):

2
Ze = Ze + (n— Ex)p(Ep) + —(kaT)?p(Er

Also ist die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials bei tiefen
Temperaturen

(kg T)? (5.119)

Fiir die innere Energie ergibt sich fiir tiefe Temperaturen

Er 2
WT) = | dEp(EIE+ (i En)Erp(Er) + T (keT)? (Erp'(Er) + o(E)

—0o0

02 5
= ug + EP(EF)(kBT)

(5.120)
Damit ist die spezifische Warme pro Einheitszelle
2
T
Cy = Ep(EF)szT (5.121)

also ein lineares Temperaturgesetz, bedingt durch die Elektronen. Wenn
man die Beitrdge fiir Phononen und Elektronen zur spezifischen Wérme
zusammennimmt, findet man pro Einheitszelle

702 12t 1

co(T) = yT 4+ AT mity = gp(EF)k% und A = Tkge—?) (5.122)
D
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Dieses Gesetz ist gut bestatigt. Speziell fiir die freie Elektronen bzw. qua-
sifreie Elektronen mit effektiver Masse m* ist die Zustandsdichte

B X\/23m>f<3
N 7m2h3

Mit Z. Elektronen in diesem Leitungsband folgt die Fermienergie aus

p(E) vVE (5.123)

Er V 231’11*3 3
Zo = Ep(E) = — = — 7 124
o= | aEel®) = G (5,124
und damit
N \n2 3z
Er = | 3Z.—7° S 5.125
' ( eV“) o' 2p(Er) (5.125)
Also ist
3Z, 3Z.
Ef) = — * 12
p(EF) oF hQ(BZQ%ﬂ)%m (5.126)

d.h. die Zustandsdichte an der Fermikante ist direkt proportional zur ef-
fektiven Masse.

5.9 Statistik von Elektronen und Lochern in Halbleitern

Nachdem wir im vorigen Abschnitt thermische Eigenschaften von Metallen
betrachtet haben (nur bei endlichem pEf ist die Sommerfeldentwicklung
anwendbar) gehen wir hier auf Halbleiter ein. Das einfachste Modell fiir
Halbleiter besteht aus zwei Béndern, einen Valenz- und einen Leitungs-
band, die durch eine Energieliicke A getrennt sind (vgl. Abb. 5.18). Wir
wihlen die Unterkante der Valenzbandzustandsdichte p,(E) zu 0, die Ober-
kante zu E,. Die Unterkante E. der Leitungsbandzustandsdichte p.(E) liegt
dann oberhalb E,:

E.—E,=A>0 (5.127)

Die Gesamtzustandsdichte ist p(E) = p,(E) 4+ pc(E). Die Fermienergie E¢
liegt in der Bandliicke, die von der Grofienordnung von einigen Elektronen-
volt ist. Damit ist kg T < A fiir die relevanten Temperaturen T. Bei T =0
gibt es nur Valenzelektronen, und es ist

Er

Ey
Lo = J dE p,(E) = J dE p(E). (5.128)
0 0
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E.
A
Abbildung 5.18: E
Einfaches Mo-
dell fiir die Zu-
standsdichte eines
Halbleiters. 0 P
Fiir endliche Temperaturen T > 0 ist
00 E, 00
Le = J dEf(E)p(E) = J dEf(E)pv(E)—I—J dEf(E)p.(E). (5.129)
0 0 E.
Damit folgt
E, 00
J dE (1 — f(E))pv(E) = J dEf(E)p.(E). (5.130)
0 Ec
Also ist die Zahl der thermisch angeregten Elektronen im Leitungsband
ne(T) = J dEf(E)p.(E) (5.131)
Ec
gleich der Zahl der unbesetzten Zustédnde im Valenzband
Ey
ny(T) = J dE (1 —f(E))pu(E) (5.132)
0

Diese Elektronenfehlstellen im Valenzband interpretiert man als Locher;
sie tragen positive Ladung. Bei undotierten, sogenannten intrinsischen Halb-
leitern ist also

ne(T) = nn(T) (5.133)

Das chemische Potential liegt in der Bandliicke, und der genaue Ort héngt
von effektiven Massen, also den Zustandsdichten p.(E) und p,(E) im Leitungs-
und Valenzband ab. An der Umformung

1 ePlEW 11 1

T B S s B e (er

(5.134)
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kann man sehen, dass auch fiir die Locher eine Fermiverteilung gilt, aller-
dings zu negativen Energien; die Energie wird von der Fermienergie aus
nach unten gemessen.

Nun ist B, < 0 < E¢, Ec — > kgT und p— E, > kgT. Daher gilt fiir
E > E. innerhalb des Leitungsbandes

1 67% _E-u
f(B) == —~e B (5.135)

eksT +1 1 +e BT
und fiir E < E, innerhalb des Valenzbandes

1 _uE
1—f(E) = —= ~e kBT (5.136)
ekBT _|_ 1
d.h. wenn die Energieliicke gegeniiber thermischen Energien grof ist, kann
die Fermiverteilung in Bereichen nichtverschwindender Zustandsdichte durch
klassische Boltzmannverteilungen ersetzt werden. Damit vereinfachen sich

Elektronen- und Lochdichten zu

Ec—pn [ E-E

ne(T) — e_ kBT dE pc(E)e_ kBTC Wegen E - u — E - EC —l_ EC - u
JE.
_u-Ey (Ev _Ev—E
np(T) = e *B7T dE p,(E)e *8T
JO

(5.137)

In der Néhe der Bandkanten kann man fiir Valenz- und Leitungselektronen
Zustandsdichten von quasifreien Elektronen ansetzen:

\4 N
C E — =T 2 e /2 E - EC

V
pv(E) = m@mh)%v E,—E (5.138)

Das entspricht einer parabolischen Néherung fiir die Bander, die wegen
der Exponentialfaktoren in den Integralen nur fiir einen Bereich der Gréfie
kg T giiltig sein muss; diese Naherung ist in der Regel sehr gut. Damit

folgt fiir Elektronen- und Lochdichten mit Substitutionen x> = —Ek; ch bzw.
2 _ E,—E Ey o 00 2,—x> _ V7.
=T T 00, [ dxxen =
ne(T) = L(2111e)3/2€_E“CF‘Jp(kBT)%Q JOO dx x2e ™
27[2h3N 0
V mekBT 3/2 _Ec—p
=2 e T 5.139
N( o7Th? ) ’ (5.139)
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und entsprechend

Vv mthT 2 _b-By
T —= 2— kgT 5140
(1) N( oh? ) ¢ (5.140)

Aus der Bedingung n. = ny folgt dann fiir das chemische Potential

3/2
m?e)/2e_ EkcBil"LL — m;Qe_ uk%E_V , e_ E]foTu_i_P]:;E_I}’ — (%) ’
e
2u—E. —E 3. m
e S WAL (5.141)

und damit

E.+E, 3
W(T) = ety 5y e
2 4 Mme

(5.142)

Also liegt das chemische Potential bei T = 0 in der Mitte der Bandliicke
und verschiebt sich linear mit der Temperatur, wobei die Richtung von
Elektronen- und Lochmassen abhingt (vgl. Abb. 5.19).

E A
J E.—u
EAA2T ] E AxksT
\'

E,— :
Abbildung 5.19: \
Bandliicke eines >
Halbleiters. P

Die spezifische Warme von Halbleitern kann wie die Ladungstréigerdichten
berechnet werden. Ausgangspunkt ist

E

on of v of > of
v==== | dEEp(E)= = EEp,(E)z= EEp.(E) ==
o= g = [dEEREIT = | TaEER(E) ¢ | aEEn(E)T
(5.143)
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und mit

of _ o 1 _(__ et _Eow 1w
oT N OT eP(E—1) +1 N (GB(E_”) + 1)2 kBT2 kBT oT

(5.144)
ergibt sich, da die Integrale nur iiber Energien fern von p laufen:
E
_ v E—pun 1 ou _
_ oB(Ev—p) B(E-E,)
Cy =¢ dEE Ele
v JO ( kT2 | kgl aT) Po(E)
e Pltew JOO GEE( SR L)) (E)e BEED (515)
E kgT?2 ~ kgTOT)"™° '

Fiir tiefe Temperaturen kann man die Temperaturabhéngigkeit des chemi-

schen Potentials % gegeniiber P T2 vernachléssigen, und u = Ef =5 ;E
Dann ist
e T [ (B %
cy = J dE E(E—EF)p\,(E)e_B(EV_E)—i—J dE E(E—Ef)p.(E)e PETE
ks T2 \ Jo Ee
(5.146)
Mit denselben Annahmen wie bei ng(T), nn(T) folgt
A
Vv kB A 3 3/2 e 2T
v = 2———( PE, — Ev> 5.147
VTN \ e T T T (5:147)

und speziell fiir gleiche Massen in Valenz- und Leitungsband

Vv m \P2AZe T
=2 kg — ) = 5.148
e =255 (Gaey) 3 T o

Die spezifische Wérme geht also fiir T — 0 exponentiell gegen 0. Ein solches

Verhalten ¢, ~ (; ; ist charakteristisch fiir Systeme mit Liicke im Anre-
gungsspektrum. Der Exponent o héngt jedoch von Details des Spektrums
ab; o = % bei Halbleitern mit p(E) ~ VE, & = 2 bei Einsteinphononen.

Extrinsische Halbleiter

Thermisch erreichbare Ladungstrigerdichten in hochreinen intrinsischen
Halbleitern sind in der Regel zu niedrig fiir technische Anwendungen. Da-
her spielt die gezielte Dotierung mit Storstellenatomen, die zusétzliche La-
dungstréiger beisteuern, eine wichtige Rolle. solche Halbleiter heiflen ex-
trinsische Halbleiter. Dann sind Loch- und Elektronendichten nicht mehr
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notwendig gleich grofs:
Ne—Np=An#0 (5.149)

Im intrinsischen Halbleitern kann man m; fiir n. und ny schreiben, und
es gilt neny = niz. Die Abweichung davon im Fall eines extrinsischen
Halbleiters ergibt sich daraus zu

Ne = 1(\/(ATL)Q—i—Lm%—I—An), ny = 1(\/(ATL)Q—I—ZLTL%—ATL)

2 2
(5.150)

Die Grofle & gibt die relative Bedeutung der Storstellen als Ladungs-
tragerquelle an. Diese Gleichungen besagen, dass im Fall, dass An viel
grofler als ny ist, die eine Ladungstrigerdichte etwa gleich An ist, wiahrend
N2 Kleiner ist. Daher wird eine Ladungs-

An
tragersorte dominant, wenn Storstellen die meisten Ladungstréger liefern;

die andere um den Faktor (

je nachdem, ob Elektronen oder Locher die dominanten Ladungstréger
sind, wird ein extrinsischer Halbleiter zu einem n-Halbleiter oder einem
p-Halbleiter. Die Storstellen, die in den Halbleiter dotiert werden, heiflen
Donatoren, wenn sie zuséitzliche Elektronen zum Leitungsband beitragen,
oder Akzeptoren, wenn sie zusétzliche Locher zum Valenzband beitragen,
d.h. wenn sie Elektronen aus den Valenzband einfangen.

Beispiel: Silizium als Halbleiter aus der 4. Hauptgruppe wird mit Phosphor
aus der 5. Hauptgruppe dotiert; dann ist das Si-Ion 4-fach positiv geladen
und tragt 4 Valenzelektronen bei, und das P-Ion ist 5-fach positiv geladen
und tragt 5 Valenzelektronen bei. Da die Ionen dhnliche Gréfle haben, ist
die Verédnderung in erster Ndherung nur eine positive Ladung 4e am P-
Platz sowie ein zusétzliches Elektron. Die positive Ladung kann jetzt das
Elektron binden, aber die Bindungsenergie ist nicht wie im freien Atom
viele Elektronenvolt (Ionisationspotential), sondern nur 0.044 eV bei P in
Si. Dadurch liegt das zusétzliche Energieniveau Eq, das durch den Donator
eingefiithrt wird, nur wenig unterhalb von E., und das Niveau des Akzeptors
E, liegt nur wenig oberhalb von E, (siehe Abb. 5.20).

Im Fall des Akzeptors ist das Modell eine am Ort des Akzeptoratoms fi-
xierte Ladung —e, zusammen mit dem Fehlen eines Elektrons im Kristall.
Das fehlende Elektron fiihrt zu einem Loch, das an die zusétzliche negati-
ve Ladung gebunden ist; die Bindungsenergie im Kristall ist wieder gering,
z.B. 0.046 eV im Fall von Bor-Dotierung von Si. Der entscheidende Punkt
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E, Abbildung 5.20:

Storstellenniveaus von Donatoren
> und Akzeptoren in der Bandliicke
p eines Halbleiters.

ist die Ndhe des Donatorenniveaus zum Leitungsband oder des Akzepto-
renniveaus zum Valenzband. Thermisch lasst sich ein Elektron viel leichter
vom Donatorenniveau ins Leitungsband anregen als aus dem Valenzband.
Daher sind n- und p-Storstellen eine viel wichtigere Ladungstriagerquelle
als der intrinsische Mechanismus, die Anregung eines Elektrons iiber die
Energieliicke A.
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