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1. Einleitung

1.1 Worum geht es?

Inhalt der theoretischen Festkorperphysik ist es, die
e Struktur der Festkorper,
e die kondensierten Phasen sowie
e diec elementaren Anregungen

zu verstehen und fortschrittliche Methoden zu ihrer Beschreibung zu entwi-
ckeln. Im Mittelpunkt stehen die elektronischen und thermodynamischen
Eigenschaften von Festkorpern. In dieser Vorlesung wird die Betonung
auf den theoretischen Konzepten liegen, welche eine Beschreibung von
Festkorpern gestatten.

Es ist klar, dass Festkorper ebenso wie Atome und Molekiile nur im Rah-
men der Quantentheorie verstanden werden koénnen; diese ist fiir die Sta-
bilitdt der Materie (endliche Grundzustandsenergie Eg, thermodynamische
Stabilitat Eg ~ N) sowie fiir die (chemische) Bindung verantwortlich. Ein
grofler Unterschied zwischen Festkorper und Molekiil liegt in der Zahl der
Atome, die bei Molekiilen von zwei bis hin zu Tausenden reicht, im makro-
skopischen Festkorper aber in der Gréfenordung von 1023 liegt. Da es sich
beim Festkorper um ein System aus sehr vielen Atomen handelt, ist er ein
Musterbeispiel fiir ein System, auf das Methoden der Statistischen Physik
angewandt werden kénnen. Damit stellen wir fest, dass Festorpertheorie
nichts prinzipiell Neues ist, sondern eine Anwendung von Quantentheo-
rie und statistischer Physik auf ein spezielles physikalisches Problem, d.h.
einen speziellen Hamiltonoperator.

Hin und wieder kénnen Eigenschaften kondensierter Materie auch mit klas-
sischer Mechanik und Statistik behandelt werden. Uber die Legitimitét
solcher Zugénge wird man sich im einzelnen Gedanken machen miissen.



Hamilton-Operator

Zunéchst befindet man sich in der Festkorperphysik wie in der Atomphysik,
aber anders als in der Kernphysik, in der gliicklichen Lage, den Hamilton-
Operator, der die Dynamik und die Statistik beschreibt, genau zu ken-
nen. Von den vier bekannten elementaren Wechselwirkungen (schwache
Wechselwirkung, starke Wechselwirkung, elektromagnetische Wechselwir-
kung und Gravitation) spielt fiir die Festkorperphysik (wie fiir Atom- und
Molekiilphysik) nur eine einzige eine Rolle: die elektromagnetische Wech-
selwirkung. Fiir diese kennen wir das entscheidende Potential genau: das
Coulombpotential. Jeder Festkorper besteht aus Elektronen der Masse m
und der Ladung —e sowie aus Kernen der Massen My und der Ladun-
gen Zyxe. Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen ist rein
elektromagnetisch. Der iiberwiegende Teil dieser Wechselwirkung ist die
Coulomb-Wechselwirkung.

2,2,
He Z +Z2—Mk+e2zln—r\ 2Z\Rk—R1\ 2Z

k<l

In
(1.1)

Andere Anteile (relativistischen Ursprungs) konnen gelegentlich fiir gewis-
se Details von Bedeutung sein (Spin-Bahn-Wechselwirkung, bei schweren
Kernen Massenformel).

Die einzigen nichttrivialen Parameter, die sich durch eine Skalentransfor-
mation nicht beseitigen lassen, sind die Kernladungszahlen Zy und die
Massenverhiltnisse m/My. Tatsdchlich hangen die Massen My, von einer
meist kleinen Isotopiebreite abgesehen, nur von Zy ab. Es ist faszinierend,
dass so wenige Parameter das ganze Spektrum der Erscheinungsformen
von Festkorpern iiberstreichen. Der Einfluss der Zy ist wie bei den Atomen
(siche Abb. 1.1) bizarr. Aus den gleichen Griinden (Schaleneffekte) hangt
nicht nur die Chemie, sondern auch die FK-Physik empfindlich von Zy ab.

Obwohl wir mit GI. (1.1) den vollstindigen Hamiltonoperator des Festkor-
pers vorliegen haben, ist das Problem der Festkorperphysik schwierig und
nicht allgemein 16sbar. Der Grund liegt in der grofien Teilchenzahl, weshalb
auch statistische Physik erforderlich ist. Diese ist aber nur dann einfach,
wenn es sich um wechselwirkungsfreie Teilchen handelt (wie fast immer
in der Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik). Die Teilchen,
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Abbildung 1.1: Spiraltabelle der Elemente (nach Theodor Benfey).

die den Festkorper bilden (Elektronen und Atomkerne) sind aber alles an-
dere als wechselwirkungsfrei; sie wechselwirken iiber die langreichweitige
Coulombwechselwirkung. Dadurch erscheint das Problem von 10%% wech-
selwirkenden Teilchen zunéchst geradezu hoffnungslos.

Um hier weiterzukommen beschreitet man im wesentlichen zwei Wege.
Zum einen werden neue Methoden und Naherungen im Rahmen der Quan-
tentheorie entwickelt. Zum anderen sind Abstraktion und Modellbildung
wichtig: Je nach Fragestellung werden nur Teilaspekte des allgemeinen
Festkorper-Problems in Betracht gezogen, von denen man durch physi-
kalische Uberlegungen annimmt, dass sie die richtigen Beitrige zu einem
Effekt oder Phénomen enthalten. Mathematisch bedeutet das, dass Verein-
fachungen und N&herungen im allgemeinen Festkérper-Hamiltonoperator
vorgenommen werden mit dem Ziel, einen geeigneten effektiven Hamil-
tonian zu erhalten, den man behandeln, vielleicht sogar l6sen kann. Fin
wichtiges Konzept ist dabei die Vereinfachung des Hamiltonoperators in
der Weise, dass gewisse Elementaranregungen formal als wechselwirkungs-
freie Quasiteilchen (mit Fermi- oder Bose-Charakter) dargestellt werden
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konnen. Am Beispiel von Phononen ist die Vorgehensweise wie folgt: Man
separiert Gitter- und Elektronenanteile im allgemeinen Hamiltonoperator
und fiithrt eine harmonische Nédherung fiir den Gitteranteil durch, d.h. ei-
ne Entwicklung bis zur 2. Ordnung um die Gleichgewichtspositionen; man
erhélt einen effektiven Hamitonoperator, der gekoppelte harmonische Os-
zillatoren beschreibt; dieser kann durch Hauptachsentransformation dia-
gonalisiert werden. Anschliefend fiihrt man Oszillator-Auf- und Abstei-
geoperatoren ein und erhélt einen Hamiltonoperator fiir wechselwirkungs-
freie (Quasi-)Bosonen, die Phononen heilen. Den Phononenhamiltonope-
rator kann man mit Quantenstatistik behandeln und verstehen. Weitere
Beispiele fiir Quasiteilchenbeschreibungen sind: Magnonen zur Beschrei-
bung von Spinwellen, Polaronen (zusammengesetzt aus Elektronen und
Gitterpolarisation), Exzitonen (gebundene Elektron-Loch-Paare), Polari-
tonen, Plasmonen, usw. Im Konzept der wechselwirkungsfreien Elektronen
werden auch die Elektronen zu fermionischen Quasiteilchen, wobei man die
starken Wechselwirkungen in effektive Parameter eines wechselwirkungs-
freien Einteilchenmodells steckt.

Phanomene

Die unzédhligen Méglichkeiten, die Elemente des Periodensystems zu kom-
binieren, ist nur eine Erklarung fiir die Vielfalt der in der Festkoperphysik
vorkommenden Phénomene. Diese Reichhaltigkeit ist schon sehr erstaun-
lich und ist ein Teil der Griinde fiir die Bedeutung und der Faszination
dieses Faches. Einige (wenige) Beispiele:

e Kristallisation
e Halbleiter: Transistoren, integrierte Schaltkreise.
e Halbleiter: Anderson Lokalisierung der Elektronen durch Unordnung.

e Supraleitung: Meissner Effekt, Josephson Effekt, magnetische Fluss-
schlduche, Hoch-Temperatur-Supraleitung.

e Spektroskopie: Atomphysik, Kurzzeitspektroskopie, Nicht-lineare Op-
tik (optische Schalter), Magnetooptik.

e Transport: elektrische und Warme-Leitfahigkeit, Leitwertquantisierung
in mesoskopischen Systemen.

e Quanten-Hall-Effekt: ganzzahlig (Unordnung) und fraktionell (Coulomb-
AbstoBung), Quantisierung des magnetischen Flusses.

4



e Magnetismus: Anti- und Ferromagnete (Isolatoren/Metalle), Riesen-
magnetowiderstand.

e Bose-Einstein Kondensation: 3He, ultrakalte Gase.

Es ist klar, dass in dieser Vorlesung nur die Grundlagen erarbeitet werden.
Diese Grundlagen sollten jedoch im Prinzip ausreichen, um sich gegebe-
nenfalls in weitere Gebiete der Festkoperphysik einarbeiten zu kénnen.
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physics”, Cambridge Univ. Press 1995.
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Press 1979.
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print), Perseus Press, 1997.

e J. Callaway, “Quantum Theory of the Solid State”, Part A+B, Aca-
demic Press 1974.

e C. Kittel, C. Y. Fong (Contributor), “Quantum Theory of Solids”, 2nd
Revised Edition John Wiley 1987.






2. Struktur von Festkorpern

2.1 Kristallisation von Festkorpern

Bevor es einen Festkorper gibt, muss es zur Kristallbildung kommen. Bis
auf einige Ausnahmen (Gléser, amorphe Substanzen, Polymere, Zufallsle-
gierungen) sind alle Festkorper Kristalle, wenn auch zumeist mikroskopisch
kleine. Z.B. sind alle Metalle, mit denen wir es im Alltag zu tun haben, aus
Kristalliten aufgebaut. Es ist eine Erfahrungstatsache, dass der kristalline
Zustand der thermodynamisch stabilste ist. Bei vielen der genannten unge-
ordneten Systeme gibt es auch zumindest eine Nahordnung; allerdings ist,
zum Beispiel durch plotzliches Erstarren aus der Schmelze, die Ausbildung
der Fernordnung unterblieben. Beim Glaszustand handelt es sich in der Re-
gel nicht um ein absolutes Minimum der potenziellen Energie, sondern um
ein relatives Minimum, aus dem das System bei niedriger Temperatur we-
gen einer Potentialbarriere nicht heraus kann. Es ist also ein metastabiler
und nicht der thermodynamisch stabilste Zustand.

In dieser Einfithrung ist eine Beschrankung auf den kristallinen Zustand
sinnvoll, denn die Translationsvarianz erlaubt die Bestimmung vieler Ei-
genschaften von 10?3 Teilchen (z.B. Normalschwingungen von Kristallen),
wéahrend andererseits ein Molekiil mit 1000 Atomen schon Probleme berei-
ten wiirde.

Die Kristallbildung setzt eine Lokalisierung der Kerne voraus, was fiir klei-
ne Massenverhaltnisse m/My gesichert scheint. Fiir m ~ My wiirde kon-
densierte Materie sehr wahrscheinlich keine feste rdumliche Struktur an-
nehmen. FEine einheitliche Begriindung der Tendenz zur Kristallbildung
ist nicht bekannt. Sie erfordert die Losung der Schrédinger-Gleichung fiir
~ 10 wechselwirkende Teilchen, aus denen typischerweise makroskopische
Objekte aufgebaut sind. Dies ist ein duflerst schwieriges Problem. Fiir “klei-
ne” Systeme (~ 103 Teilchen) sind Computersimulationen moglich (Mole-
kulardynamik).

Wir untersuchen hier nicht das Problem der Kristallisation, welche wir als
gegeben voraussetzen. Vielmehr wenden wir uns den geometrischen Eigen-
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schaften des idealen Kristalls zu.

2.2 Kristallsystem, Kristallgitter und Kristallstruktur

Der ideale Kristall ist unendlich ausgedehnt, fiillt also den gesamten Raum
durch periodische Wiederholung desselben Motivs (oder Bauelements, d.h.
gleiches Atom oder gleiche Atomgruppen). Periodizitit bedeutet Trans-
lationsinvarianz. Man unterscheidet Kristall-System, Kristall-Gitter und
Kristall-Struktur. Die Zahl der moglichen Kristall-Strukturen ist unend-
lich, zur Zeit sind etwa 400000 bekannt (eine enorme Vielfalt ist moglich
durch binére, ternére, quaternire usw. Verbindungen).

Ein Kristall-Gitter besteht aus Gitterpunkten im Raum, beschrieben
durch Angabe des Ortsvektors zu diesen Punkten. In Dimension d sind
die Gittervektoren als Linearkombination von d linear unabhéngigen Ba-
sisvektoren darstellbar:

R%

d
Zniai mit n = (ni{,ng,...,ng), n; € Z. (2.1)
i=1

Die Basisvektoren a; spannen die Einheitszelle auf (sie miissen nicht in
rechtem Winkel zueinander stehen). Das Volumen des Einheitszelle ist

fir d = 2 VeZ:‘alxag‘,
fird =3 Ve, = ‘61 . (62 X 63)] (2.2)

In anderer Schreibweise kann man das Volumen in d = 3 auch so berechnen:
V = |det(616263) ’ . (2.3)

Die primitive Einheitszelle ist die kleinste Einheitszelle, mit der der
Raum gefiillt werden kann. In d = 2 funktioniert das z.B. nicht mit gleich-
seitigen Fiinfecken; es geht mit Quadraten, Rechtecken, Parallelogrammen
und regelméfligen Sechsecken. Man kann mathematisch beweisen, dass es
fir d = 2 und d = 3 nur Kristall-Gitter mit zwei-, drei-, vier- oder sechs-
zéhliger Drehsymmetrie (Rotationssymmetrie) geben kann. Eine Drehachse
heifit n-zahlig, wenn das Gitter bei Rotation in Schritten von 27t/n um die-
se Achse in sich iibergefiithrt wird. Gemafl dieser Symmetrie unterscheidet
man verschiedene Kristallsysteme.

Fiir d = 2 gibt es vier Kristallsysteme:
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1) Das quadratische System
mit a; = a9, ¢y = 90°.
Die  Einheitszelle besteht
aus (Quadraten, hat eine

vierzdhlige  Drehsymmetrie, ® * *
Spiegelsymmetrie an zwei R

Achsen und Inversionssym- 5

metrie (Punkt-Spiegelung am

Inversionszentrum). o ¢

AN

a

Q

1

2) Das rechtwinklige System
mit aj 7& as, x; = 90°.
Die Einheitszelle besteht aus

Rechtecken, und das Gitter © ° °

hat Spiegelsymmetrie an zwei 5

Achsen sowie Inversionssym- 2

metrie. ° °
2

a,

3) Das hexagonale System a a a »
(Dreiecksgitter) mit a; = as,
x; = 60°. Die Einheitszel-

len sind Rauten, das Gitter ¢ ¢ ¢
hat eine sechszdhlige Dreh- a
symmetrie, Spiegelsymmetrie

® [ ]

beziiglich drei Achsen und In-
versionssymmetrie.

4) Das schiefwinklige System
mit a; # as, «; # 90°. Die
Einheitszellen sind Parallelo-
gramme, und es gibt nur die

2

Inversionssymmetrie.

QO

2

al
N
a1

Zu jedem Kristall-System gehoren eventuell mehrere Kristall-Gitter oder
Bravais-Gitter.



Bravais-Gitter

Das Bravais-Gitter bezeichnet das Periodizitatsgitter R, an dessen Punkten
Kopien von elementaren Bausteinen (bestehend aus Atomen, Molekiilen,
...) angehéngt sind. Dabei hat die Menge R folgende Eigenschaft ((a) und
(b) sind dquivalent):

(a) R ist eine (unendliche) Menge von diskreten Punkten mit einer An-
ordnung und Orientierung, die exakt genauso erscheint, unabhéngig
davon, von welchem Punkt aus man sie betrachtet.

(b) R enthélt genau die Punkte

R =mnja; +neas + Tlgag, Ny, No, N3 € Z (2.4)
und aj, as, as, sind linear unabhingige Vektoren.

Die Vektoren ay, ds, as wie in (b) sind nicht eindeutig bestimmt. Jeder Satz
a1, ag, ag, der das Bravais-Gitter nach (b) erzeugt oder aufspannt, konsti-
tuiert sogenannte primitive Vektoren (Translationen). Das von den pri-
mitiven Gittervektoren aufgespannte Parallelepiped heifit Elementarzelle
des Gitters. Ebenso wie primitive Gittervektoren nicht eindeutig bestimmt
sind, so ist eine Elementarzelle nicht eindeutig.

Bemerkungen

e Die Menge aller Translationen, unter denen ein Kristall invariant ist,
bildet eine Vektorgruppe, die Translationsgruppe des Kristalls.

e Sind aj, as, as primitiv, so sind die
_\/ —_— --_\.
a; = 2 miaj , (2'5)
j

primitiv genau dann, wenn my; € Z und det(my;) = £1. (Zum Beweis
benutzt man die Kramer’sche Regel).

Beispiel: Liegt mit dem Bienenwabengitter ein Bravaisgitter vor?




Nein, aber ein Bravaisgitter mit zweiatomiger Basis: a; = (1,0) und as =

(1/2,v/3/2).

In zwei Dimensionen gibt es nun

neben dem einfachen rechtswinkli- .
gen Gitter auch noch das zentriert-

rechtwinklige Gitter, bei dem sich o o °
noch zusétzlich im Zentrum jedes
Rechtecks ein Gitterpunkt befindet.
Zwar erscheint es als spezielles Schief- o
winkliges Gitter, aber weil es al-
le Symmetrieeigenschaften des recht-
winkligen Systems hat, wird es als

L

QD
°
°

QD

eigenes Bravais-Gitter innerhalb des
rechteckigen Kristallsystems aufge-
fasst.

Unterschied Kristallsystem / Bravaisgitter

Eine beliebige Symmetrieoperation eines Bravaisgitters kann zusammenge-
setzt werden aus einer Translation Tﬁ um einen Gittervektor R und eine
Symmetrieoperation, die mindestens einen Gitterpunkt unverdndert lasst.
Also hat die volle Symmetriegruppe des Bravaisgitters nur folgende Ope-
rationen:

1) Translationen um einen Gittervektor des Bravaisgitters
1) Operationen, die einen Punkt des Gitters invariant lassen

1) Operationen, die durch sukzessive Anwendung von Operationen des
Typs 1) und 2), zusammengefasst werden kénnen.

In einer allgemeinen Kristallstruktur konnen Symmetrieoperationen hin-
zukommen, die nicht zu 1) bis 3) gehoren, und zwar Schraubenachsen und
Gleitebenen.

Fiir d = 3 gibt es 7 Kristall-Systeme und 14 Bravais-Gitter:

1) Das kubische System mit einem Wiirfel als (konventioneller) Einheits-
zelle, d.h. a1 = a3 = az = a, & = o = &3 = 90° und drei zugehorigen
Bravaisgittern.
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a
a

®

a
einfach kubisch (sc)

2) Das tetragonale
System  mit einem
Quader mit quadra-
tischer  Grundfléache
als Einheitszelle,
d.h. a; = Qs 75 as,
06120622063:900
und zwei Bravaisgit-
tern.

a

a a
a
®
a a
kubisch raumzentriert kubisch flichenzentriert
(bce) (fee)
a+#c a#c

\

a

einfach tetragonal

3) Das orthorhombische System mit einem beliebigen Quader als Ein-
heitszelle, d.h. a; # a2 # az, ®; = o = 3 = 90° und vier Bravaisgittern.

\

[ -

®

a

tetragonal raumzentriert

a+xb+c a#b#c a#b#c a*b+c
C C C C
a \ a \ a \ a
b b b b
einfach orthorhombisch  orthorhombisch  orthorhombisch
orthorhombisch basiszentriert raumzentriert flachenzentriert

12



4) Das monokline
System mit einem
Parallelepiped mit
rechteckiger  Grund-
fliche als Einheits-
zelle: a; # ag # as,
0612063290075062
und zwei Bravaisgit-
tern.

5) Das rhomboedrische
System mit einem Rhom-
boeder als Einheitszel-
le (die Seitenflichen sind
gleichseitige Rauten) d.h.
ap = a2 = a3, X = &g =
&3 # 90° und nur einen
Bravaisgitter.

6) Das hexagonale Sys-
tem mit einem Parallel-
epiped aus gleichseitigen
Rauten und 4 Rechte-
cken als Einheitszelle. d.h.
a; = dag #az, & = o =
90°, o3 = 120° und nur
einen Bravaisgitter.

7) Das trikline System
mit beliebigem Parallel-
epiped als Einheitszelle,
dh. a3 # ay # as,
X1, X2, 3 # 90° und nur
einen Bravaisgitter.

Y

oj e

einfach monoklin monoklin basiszentriert

B=y # 90°

mﬂy¢9m

I
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Punktgruppe und Raumgruppe

Zusétzlich zur Translationsinvarianz haben die Gitter noch Punktsym-
metrien d.h. es gibt bestimmte diskrete Operationen, die das Gitter un-
ter Festhaltung eines Punktes (des Ursprungs) in sich iiberfithren, z.B.
Rotationen um bestimmte Achsen und diskrete Winkel, Spiegelungen an
Ebenen, Inversion (d.h. Transformationen (x,y,z) — (—x, —y, —z)). Die-
se Operationen bilden mathematisch eine Gruppe beziiglich ihrer Hinter-
einanderausfithrung, die sogenannte Punktgruppe. Die Gesamtheit aller
Symmetrieoperationen des Gitters (d.h. Gitter-Translationen plus Punkt-
gruppenoperationen einschliefilich Kombinationen von beiden) bilden die
sogenannte Raumgruppe (space group) des Gitters.

Je nachdem, ob man den vollstandigen Kristall oder nur das Bravais-Gitter
beziiglich der vollen Raumgruppe oder der eingeschrankten Punktgrup-
pe untersucht, ergeben sich verschiedene Klassifikationen (angegeben ist
jeweils die Zahl in drei Dimensionen, mit Zahl in zwei Dimensionen in
Klammern):

Bravais-Gitter Kristall-Struktur

(mit kugel- (mit Basis

symmetrischer Basis) beliebiger Symmetrie)
Punkt-Gruppe | Kristallsysteme Kristallklassen

7 (4) 32 (13)
Raum-Gruppe || Kristallgitter /Bravaisgitter | Raumgruppen

14 (5) 230 (17)

Die 230 Raumgruppen sind in den International Tables for Crystallography,
Volume A Space Group Symmetry, Herausgeber Th. Hahn, Springer 2005
aufgefithrt und charakterisieren die Symmetrieeigenschaften der Kristalle
vollsténdig. Fiir die Angabe einer Kristallstruktur geniigt dann die Angabe
des internationalen Raumgruppensymbols bzw. der Raumgruppennummer
und der Wyckoffposition, d.h. der fraktionalen Koordinaten in der Zelle.

Es wiirde zu weit fithren, die Punktgruppen in Detail zu besprechen. Als
ein Beispiel betrachten wir die Punktgruppe fiir das kubische System. Die
folgenden Operationen fithren einen Wiirfel und damit auch ein kubisches

Gitter in sich iiber: Drehungen um 90° = %” um 3 vierzdhlige Achsen
(durch die Seitenmitten des Wiirfels), Drehungen um 120° = %” um 4

dreizdhlige Drehachsen (Raumdiagonalen) und Drehungen um 180° = 7t
um 6 zweizéihlige Achsen (um die Diagonalen durch zwei gegeniiberliegende
Kantenmitten), und diese 24 Operationen bilden gerade die sogenannte
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Oktaedergruppe O. Zusitzlich gibt es noch die Inversion (Punktspiege-
lung am Ursprung), sodafl die kubische Symmetriegruppe Oy (Oktaeder-
gruppe plus Inversion) 48 Elemente enthéhlt.

Die Symmetriegruppen der Kristallsysteme in d = 3 sind in Schoenflies-
Notation:

triklin So
monoklin Con
orthorhombisch Doy,
tetragonal Dyn
rhomboedrisch  Dggq
hexagonal Degn
kubisch On

Dabei geben die Symbole die Klassifikation nach Drehachsen bzw. Haupt-
spiegelebenen an: S; j-zéhlige Drehinversionsachse, C; j-zéhlige Drehachse
(j =2,3,4,6), h bedeutet eine Spiegelebene senkrecht zur j-zihlige Dreh-
achse, Dj j zweizdhlige Drehachsen senkrecht zu einer j-zéhligen Haupt-
drehachse, O vier drei- und drei vierzéhlige Drehachsen wie im Oktaeder.

Primitive Einheitszelle und Wigner-Seitz-Zelle

In einigen der Bravaisgitter existieren in der charakteristischen Einheits-
zelle noch zusétzliche Gitterpunkte, die zentriert sind entweder rdumlich
im Mittelpunkt der Zelle (raumzentriert) oder in den Mittelpunkten der
6 Oberflichen der Zelle (flachenzentriert) oder in den Mittelpunkten der
beiden Grundflichen (basiszentriert). Die primitive, d.h. kleinstmogliche
Einheitszelle oder Elementarzelle ist dann nicht mehr die fiir das Sys-
tem und seine Symmetrie charakteristische konventionelle Einheitszel-
le.

Am Beispiel der drei kubischen Gitter sind primitive und konventionelle
Einheitszellen folgendermafien:
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1) Einfach-kubisches Gitter: Jeder Git-
terpunkt hat 6 néchste Nachbargitter-
platze (die Koordinationszahl, d.h.
die Anzahl der néchsten Nachbarn ei-
nes Bravaisgitters zu einem vorgegebe-
nen Punkt, ist 6). Die sinnvollste primi-
tive Einheitszelle entspricht der konven-
tionellen Einheitszelle und ist damit ein
Wiirfel der Kantenldnge a. Aufgespannt
wird die primitive Einheitszelle von Ver-
bindungsvektoren zu néachsten Nachbar-
Gitterpunkten; im kartesischen Koordi-
natensystem

1 0
61:(1 0 ,agza 1
0 0

VpEZ = {61 . (62 X 63)| = |det

2) Kubisch-flichenzentriertes Gitter: Ei-
ne mogliche primitive Einheitszelle wird
wieder durch Verbindungsvektoren zu
néchsten Nachbarn aufgespannt; zu jeden
Gitterpunkt gibt es 12 néchste Nachbarn.

Mogliche a; sind:

1 762:

1
5 0
1
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Die Form der primitiven Einheitszelle ist rhomboedrisch. Volumen der pri-
mitiven Einheitszelle:

Cl3

Voez = |a1 - (a2 x a3)| = <

N )
I
|

11
det |1 0
01

Die Tatsache, daf} die primitive Einheitszelle nur 411 des Volumens der kon-
ventionellen Einheitszelle (dem Wiirfel mit Kantenlénge a) hat, hingt da-
mit zusammen, dass es effektiv 4 Gitterpunkte pro konventioneller Ein-
heitszelle gibt; die acht Eckpunkte des Wiirfels gehoren zu je acht, die
sechs Flachenmittelpunkte zu je zwei konventionellen Einheitszellen; damit
liegen 8§ - % +6- % = 4 Gitterpunkte in jeder konventionellen Einheitszelle.

3) Kubisch-raumzentriertes Gitter: In
diesem Gitter gibt es 8 néchste Nach-
barn, und zwar die Eckpunkte des einen
Gitterpunkt umgebenden Wiirfels mit
Kantenldnge a. Wieder eignen sich Ver-
bindungsvektoren zu néchsten Nachbarn
zum aufspannen der primitiven Einheits-
zelle, z.B.

o
N a IR a . a
a=g |l e=g|-1f, a=]1
1 1 1
1 1 1

3 3
N R N a a
Voez = a1 (@a x ag)| = — [det | 1 —1 1] ==
8 11 1 2

Das bedeutet wieder, dass es zwei Gitterpunkte pro Einheitszelle gibt, den
zentralen Punkt und jeden Eckpunkt zu %.

Wir wollen nun den Begriff der Elementarzelle weiterfassen und auch all-
gemeinere Geometrien als Parallelepipede zulassen. Einzige Bedingung ist:
durch wiederholte Anwendungen von Gittertranslationen muss der gesam-
te Raum tiberlappungsfrei ausgefiillt werden.
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Wigner-Seitz-Zelle

Es gibt eine ausgezeichnete Form der Elementarzelle (unabhéngig von Ba-
sisvektoren), die Wigner-Seitz-Zelle. Als Mittelpunkt der Wigner-Seitz-
Zelle wihlen wir einen Gitterpunkt (des Bravaisgitters). Zur Zelle gehoren
alle Punkte, die ndher an dem Mittelpunkt liegen als an irgendeinem ande-
ren. Offenbar kann die Zelle dadurch konstruiert werden, dass zur Verbin-
dungslinie des Mittelpunktes zu jedem anderen Punkt die mittelsenkrechte
Ebene konstruiert wird. Diese paarweise parallelen Ebenen schneiden die
Wigner-Seitz-Zelle aus. Offenbar spielen nur die ndheren Nachbarn bei die-
ser Konstruktion eine Rolle. In zwei Dimensionen erfolgt die Abgrenzung
durch bis zu 3 Geradenpaare (s. Dreiecksgitter), in drei Dimensionen von
bis zu 7 Ebenenpaaren. Nur fiir einfach-kubische Gitter sind die Wigner-
Seitz-Zellen wieder kubisch, im Allgemeinen ergeben sich kompliziertere
Formen. Der Vorteil der Wigner-Seitz-Zelle liegt darin, dass sie maximale
Gittersymmetrie zeigt.

Beispiele: Quadratgitter, Dreiecksgitter

N

[

Trotz ihrer verschiedenen Form ist das Volumen der Wigner-Seitz-Zelle
gleich dem der primitiven Einheitszelle.

Kristall-Strukturen

Nach der Diskussion von Gittertypen und Elementarzellen fehlt jetzt noch
die Anordnung der Atome in der Elementarzelle; diese zusétzliche Angabe
ist erforderlich zur Festlegung der Kristall-Struktur. Neben dem Gitter-
typ miissen wir die sogenannte Basis angeben. Im allgemeinen gibt es in
einer realen Kristall-Struktur mehrere Atome pro primitiver Einheitszelle.
Die Angabe der Basis bedeutet die Angabe der Atompositionen innerhalb
der Einheitszelle:

Ri, = Ry + Ry, (2.6)

mit Gittervektor R und Position des p-ten Atoms der Basis Ry,.
Beispiele fiir wichtige Kristall-Strukturen sind:

18



1) Die Natriumchlorid-
Struktur: Diese Kris-
tallstruktur besteht
aus einem  kubisch-
flachenzentrierten
Gitter mit einer zwei-
atomigen Basis; ein
Atom (z.B. Na) am
Punkt (0,0,0) und das
andere Atom (z.B. Cl)
bei (3,3,3) (beziiglich
der konventionellen
Einheitszelle). Beispiele
auler NaCl:  AgBr,
KCI, PbS

2) Die Casiumchlorid-
Struktur: Diese Kris-
tallstruktur besteht
aus einem  einfach-
kubischen Gitter mit
einer zweiatomigen Ba-
sis; einem Atom (z.B.
Cs) bei (0,0,0) und
einem Atom (z.B. Cl)
bei (%,%,%) Beispiele
aufler  CsCl:  TIBr,
CuZn, AgMg

Quelle: wikipedia
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3) Diamantstruktur: Diese
Struktur hat ein kubisch-
flachenzentriertes Gitter und
eine zweiatomige Basis aus
identischen Atomen (Z.B. C)
bei (0,0,0) und das andere
Atom (z.B. Cl) bei (%,i,%)
(beziiglich der konventio-
nellen FEinheitszelle). Jedes
Atom hat 4 néchste und 12
iiberndchste Nachbarn; die
nichsten Nachbarn bilden
einen Tetraeder. Beispiele

auler C: Si, Ge

4) Zinkblendestruktur: Alles
wie bei Diamant, nur unter-
scheiden sich die Atome der
Basis, z.B. Zn bei (0,0, 0) und
S bei (i, i, i) Beispiele aufer
/nS: GaAs, ZnSe, CdS.

5) Die hexagonal dichteste
Kugelpackung (hcp):  Diese
Kristallstruktur besteht aus
einem hexagonalen Gitter mit
einer Basis aus zwei iden-
tischen Atomen bei (0,0,0)
und (%,%,%) beziigich der
Einheitszelle des hexagonalen
Gitters. Beispiele: Mg, Zn, Cd

Quelle: wikipedia

- DDD DD
"D DD o D DD
DD " DDD

kubisch flachenzentriert (ABC) hexagonal dicht gepackt (ABA)

Quelle: wikipedia
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2.3 Das reziproke Gitter

Zu einem vorgegebenen Bravais-Gitter R wollen wir das sogenannte rezi-
proke Gitter R* definieren. Verschiedene Anwendungen fithren zu diesem
Begrift, so z.B.

e Fouriertransformation von gitterperiodischen Funktionen

e Studium der “Uberreste der Impulserhaltung” im diskreten Gitter (es
gibt keine kontinuierliche Translationsinvarianz!)

e Beugung (von Rontgenstrahlen, Neutronen usw.) an Kristallen

Definition

das reziproke Gitter besteht aus genau den Vektoren G, fiir die

ettR =1, mit R beliebig € Bravais-Gitter R (2.7)

Aquivalent hierzu ist die Forderung
G- a; = 2mp; | pi €7 (2.8)

wobei aj, as, as primitive Einheitsvektoren von R sind, d.h. Basisvektoren
des direkten Gitters.
Die letzte Beziehung ist zu

G = Z pi by (2.9)

aquivalent, mit Vektoren
- s L , o .
bi = 5 &y 4y X Ak mit VpEZ = |C11 . (Clg X a3)| . (2.10)
vaZ

oder ausgeschrieben

= 2m . = 2m . = 2 . .
b, = as X ag, by = agxaj, bg= a; xas. (2.11)
VipEz VipEz VioEz

Fiir zweidimensionale Gitter gilt dieselbe Definition mit as = (0,0,1)T.
Die Basisvektoren von direktem und reziprokem Gitter erfiillen die Ortho-
gonalitétsrelation

d; - b = 278y . (2.12)
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Bemerkung: Offenbar ist das reziproke Gitter selbst ein Bravais-Gitter.
Das Reziproke des reziproken Gitters ist natiirlich das Ausgangsgitter:
R* = R.

Sind die Winkel zwischen den a; gleich 90° (orthorhombisch, tetragonal,

kubisch), d.h. a; = a;e;, dann gilt einfach b; = ZZe;.

14\

Das Skalarprodukt eines beliebigen Gittervektors R mit einem beliebigen

reziproken Gittervektor ist dann immer ein ganzzahligen Vielfaches von
27T

3 3 3
Rﬁ -G = Z Tlia\i ijb]‘ = 27’[Z nipi . (2.13)
=1 i=1

i=1

Brillouin-Zonen

Wir definieren die 1. Brillouin-Zone eines Kristalls als die Wigner-Seitz-
Zelle des reziproken Raumes. Genauer: B R L
Punkte im reziproken Raum bezeichnen wir mit k, Punkte k und k + G
nennen wir aquivalent.

1. BZ Gesamtheit aller nichtdquivalenten E, die ndher bei é = 0 liegen
als die zu ihnen dquivalenten. Die 1. BZ ist also die Wigner-Seitz Zelle
des reziproken Gitters.

2. BZ Gesamtheit aller nichtidquivalenten k geringsten Abstandes von
G = 0, die nicht in der 1. BZ liegen.

3. BZ (etc.) analog,.

[ ] [ ] @ [ ] [ ] 1. BZ

. . . 2.BZ
° o | ° ° 3.BZ
° ° s s °

Das Volumen der Brillouin-Zonen ist (271)3/Vpez, denn:

[N RN
L

((11(12(13)T(b1b2b3) =2nl = det(616263) -det(b;bgbs) = (27’[)3.
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(2.14)

Netzebenen

Durch die reziproken Gittervektoren werden Familien von parallelen Git-
terebenen (Netzebenen) eindeutig beschrieben. Jeder reziproke Gittervek-
tor steht nédmlich senkrecht auf einer Familie von Gitterebenen des direk-
ten Bravaisgitters. Eine Gitterebene eines Bravaisgitters wird aufgespannt
durch drei nichtkollineare (nicht auf einer Geraden liegende) Gitterpunkte.
Eine Familie von Gitterebenen ist die Gesamtheit der zueinander parallelen
Gitterebenen. Denn wir zeigen im folgenden, dass zu einer vorgegebenen
Familie paralleler Gitterebenen

27T
—n
d

einen reziproken Gittervektor beschreibt, wenn 1 der Normaleneinheits-
vektor auf der Familie von Gitterebenen und d der Abstandébenéachbarter

Gitterebenen ist. Dann gilt ndmlich fiir zwei Gittervektoren Ry, Ry zu Git-
terpunkten aus der gleichen Ebene:

G = (2.15)

G-(Ri—Ry) =0, (2.16)

dan L (ﬁl — ﬁg) Sind aber ﬁl, ﬁg Gittervektoren zu Punkten aus ver-
schiedenen Ebenen der gleichen Familie, die den Abstand ld haben, dann
gilt

n-(Ri—Ry) =1d (2.17)

(die Projektion von (R — ﬁg) auf n hat die Liange 1d), und damit (nach
Erweitern durch 27t/d)

G- (R —Ry) = 2ml (2.18)

Da auch der Ursprung in jeder Familie paralleler Gitterebenen enthalten
ist, gilt somit fiir jeden Gittervektor R

G-R=2nl (2.19)

mit ganzzahligen |, womit gezeigt ist, dass das G aus Gl. (2.15) tatséchlich
ein reziproker Gittervektor ist. Dies ist auch bereits der kiirzeste rezipro-
ke Gittervektor mit dieser Eigenschaft, denn wenn es einen kiirzeres G in
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derselben Richtung ﬁAgéibg, dann ergébe sich fiir Ry, Ry aus benachbarten
Ebenen der Familie |G - (Ry — Rg)| < 27, d.h. es giibe Gittervektoren, fiir
die das Skalarprodukt mit G kein ganzzahliges Vielfaches von 27t ist, im
Widerspruch zur Annahme, dass G ein reziproker Gittervektor ist. Um-
gekehrt gibt es zu jedem reziproken Gittervektor G eine Gitterebene und
damit auch eine Familie von Gitterebenen, zu denen G orthogonal ist, denn
sei z.B.

é = 1161 + kBQ + 163 (2.20)
mit ganzzahligen Tripel (hkl). Dann ist G offenbar orthogonal z.B. zu den
linear unabhéngigen Gittervektoren

Ry =kd; —hdy, Ry =ld; —has. (2.21)

Durch Ry, Re wird dann eine Gitterebene aufgespannt und durch Verschie-
ben in Endpunkte verschiedener Gittervektoren eine Familie paralleler Git-
terebenen bestimmt, auf denen G orthogonal ist. Somit bestimmen die rezi-
proken Gittervektoren also eindeutig eine Familie von zueinander parallelen
Ebenen des direkten Gitters. Es ist iiblich, Gitterebenen durch Angabe der
sogenannten Millerschen Indizes (nkl) zu klassifizieren; dies bedeutet
gerade, dass G = nb1 —I—kbg + lb3 der kiirzeste zu den Gitterebenen ortho-
gonale reziproke Gittervektor ist. Der Abstand benachbarter Gitterebenen

ist dann
27T

= —. (2.22)
G|
Periodische Funktionen

Viele Grofien oder Funktionen, die fiir kristalline Festkorper wichtig sind,
wie zum Beispiel das Potential V(1) und die Elektronendichte p(T) haben
die Translationsinvarianz des Gitters, d.h. sie erfiillen

f(¥) = f(¥ +R) (2.23)

fiir jeden Gittervektor R des Bravaisgitters R. Damit ist die Kenntnis
der Funktion innerhalb einer einzigen Elementarzelle (oder innerhalb der
Wigner-Seitz-Zelle) ausreichend, um sie schon auf dem ganzen Raum zu
kennen. Solche Funktionen lassen sich bekanntlich als Fourierreihe darstel-

len:
N __iGT
— E fGe (2.24)
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mit diskreten Fourierkoeffizienten
1

f
vaZ

g J d3r f(7) e_iG? (2.25)
pEZ

wobei Vpez das Volumen der primitiven Einheitszelle darstellt. Aus der
Bedingung (2.23) folgt wegen

]c(?+ ﬁ) _ Z faeiG(?-l—R) — Z faeiG?eiG-R ; f(?)
G G

die Beziehung
eiGRzléé-ﬁ:%m, nez (2.26)

fiir alle Gittervektoren ﬁ; also lduft die Summe (2.24) gerade iiber die
reziproken Gittervektoren G € R*. Das Funktionensystem {*eiG'R}

pEZ
bildet eine Basis auf dem Raum der quadratintegrablen Funktionen auf der

Einheitszelle des realen Gitters, falls G alle Punkte des reziproken Gitters
R* durchléduft; diese Basis ist periodisch beziiglich der Gittervektoren R des
realen Gitters. Es gelten folgende Orthonormalitétsrelationen:

1 3 1(5—8')?_ N
Vors JpEZ d're = 6676, (2.27)
> ST =Vyez ¥ 5(F—R) (2.28)
G R

Zum Beweis stellen wir T, G beziiglich der Basisvektoren der primitiven
Einheitszellen von realem und reziprokem Gitter dar:

3
G=) hb; mith€Z, (2.29)



und
1

drf(r) =V, dededef X1 Qi
IR P PN

Bemerkung: Fiir diese Integralsubstitution in drei Dimensionen verwenden
wir den Transformationssatz: Seien U, V offene Mengen auf R"™ und
@ : U — V,(vi,ve,...,vn) = @(ug,usg,...,uy) eine injektive differen-
zierbare Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen mit Jakobimatrix

De(u,ug, ..., uy) = (av‘) die fiir alle x € V ungleich null ist. Dann
gilt fiir reellwertige stetige Funktionen f, die auf ¢(U) definiert sind

J & () :J aii f( (1)) | det (Do) (1) (2.30)
e(U) u

Hier haben wir

- ajp az; as X1 apixy a21X2 az1xs
T = (0102(13) X = | a2 a2 as2 X2 | = | Gi2X1 0A22X2 (A32X3
apz dz3 as3 X3 apzxy a23X2 a33X3

~ (D)(X) = (@102d3)" ; |det(D@)(X)| = Vpez

Damit finden wir

N 3 1
1 J Br eiG? _ HJ dx. @291 — 0 wenn hj # 0
pEZ i1 Jo ) 1 wenn alle hy =0

\%EZ

(2.31)

d.h. die Beziehung (2.27). Auflerdem gilt fiir eine beliebige (also nicht not-
wendig gitterperiodische) Funktion f(T)

LGN
—

Jdgrf(?Zeia ZZJ B/ f(R+71)elC®T (239
G ReR

GeRx

wobei wir T = R + 7/ ersetzt haben und T/ nur noch iiber eine einzelne
Einheitszelle pEZE bei R lauft; damit wird das Integral aufgeteilt:

Jar=3 | e
ReR R
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Wir fithren jetzt mit gR(T) diejenige gitterperiodische Funktion ein, die
auf der Einheitszelle pEZE bei R gerade mit der beliebigen Funktion f(T)

{ibereinstimmt; bei den gR(T) handelt es sich also um periodische Fortset-
zungen der auf die Einheitszelle bei R eingeschrinkte Funktion f(R + 17).
Diese Funktion lasst sich dann gemaf Gl. (2.24) und (2.25) als Fourierreihe
schreiben:

Vi Y oMF = 0) = Voez 3 FRI = [ &1 i@V Y56 R

— — —

R R R
(2.33)

Wegen der Beliebigkeit von f(T) ist damit Gleichung (2.28) bewiesen.

Da das direkte Gitter wieder reziprokes Gitter des reziproken Gitters ist,
konnen wir die Relationen (2.27) und (2.28) entsprechend fiir das reziproke
Gitter formulieren:

Vpez J 31, Lik-(R+R’)
— d°k et IRTRY) = 5. 2.34
(27)3 )1z ‘ RRY (2.34)
V,
PEZ N7 iR _ § 5(k (2.35)

(2m)

RI

Kristallstrukturanalyse mit Réntgenbeugung

Wenn freie Teilchen (z.B. Photonen), die als ebene Welle e*" beschrieben
werden kénnen, auf einen Kristall einfallen, werden sie an einem gitterpe-
riodischen Potential, das V(1) = V(T + R) fiir alle Gittervektoren erfiillt,
gestreut und gehen dabei in einen Zustand k' iiber. Wie aus der Quan-
tenmechanik bekannt muss fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit (z.B. in
Bornscher Naherung, d.h. ohne Berticksichtigung von Mehrfachstreuung)
das Matrixelement <k\V( )\k} bestimmt werden; nach Fermis Goldener
Regel ist die Streuung proportional zum Quadrat dieses Matrixelements.
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Es berechnet sich wie folgt:

N
N

(KIV(T)[K') = % J dBr e KTV (1) etk = % J d3r Z Vo bk G—K/JT

= Z Vaéz,_zg (2.36)
G

wobei Gl. (2.24) verwendet wurde. Fiir die Streuung an Kristallen besteht
daher die Auswahlregel

K =k+G (2.37)

mit einem reziproken Gittervektor G. Der Wellenvektor von gestreutem
und einfallendem Teilchen muss sich gerade um einen reziproken Gitter-
vektor unterscheiden. Streumaxima werden also im Prinzip ein Bild des
reziproken, nicht des direkten Gitters liefern. Speziell fiir elastische Streu-
ung, d.h. k? = k'?, fithrt dies zu der Bedingung

2%k - G+G2=0 (2.38)
Nach Gleichung (2.22) ist der Betrag von reziproken Vektoren immer als
G| = %Tn mit Abstand d paralleler Gitterebenen darstellbar, auf denen

G orthogonal steht. Der Photonenwellenvektor ist durch k = 27” gegeben,
wenn A die Wellenldnge des Lichtes ist. Dann folgt:

81PN 47°n? ~ -
™ cos & + i =0 mit « = J%(k, G)
~  —2dcosx = nA
N~ 2dsind = nA (2.39)
wobei —cosx = —cos(§ +¥) = sind verwendet wurde. Es ergibt sich

also die Braggsche Reflexionsbedingung, wobei ¥ der Winkel zwischen
einfallenden Strahl und Gitterebene ist, d.h. o = %‘ + 0.

Die Form (2.36) des Matrixelements besagt auch, dass Streuexperimente
nicht nur Aussagen iiber das Kristallgitter liefern (steckt in oy a), son-
dern auch {iber die Dichteverteilung der Kerne (Va), d.h. iiber die Kris-
tallstruktur.

Photonen, Neutronen und Elektronen

Aus der Braggschen Reflexionsbedingung ist klar, dass 121_31\ < 1 sein muss,
also A < 2d, d.h. die Wellenlange des gestreuten Teilchen muss kleiner als
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der doppelte Netzebenenabstand sein. Die Materialien, die wir in der Regel
betrachten, haben interatomare Abstédnde auf der Angstromskala und man
kann sich dann iiberlegen, welche Energien die gestreuten Teilchen haben
miissen und an welchen Potentialen sie streuen. Fiir Photonen gilt die

Dispersionsrelation (Verkniipfung zwischen Energie und Wellenzahl k =
27
)

e =hw="hck= % (2.40)
Fiir sichtbares Licht gilt € ~ 1 eV, A = 0.4—0.7-10* A, sodass damit Struk-
tur auf der Mikrometerskala (1 um = 107% m = 10* A) untersucht wer-
den kann. Gestreut wird das Licht an Variationen der dielektrischen Kon-
stante bzw. des Brechungsindex. Zur Untersuchung von Struktur auf der
Angstromskala werden Photonen mit Energie von € ~ 10% eV benétigt, und
die Streuung erfolgt an Variationen der dielektrischen Konstante, die durch
Variationen der Elektronendichte verursacht werden. Ein weiterer Aspekt
ist die Eindringtiefe der Strahlung oder Teilchen, die dariiber entscheidet,
ob im Wesentlichen die Oberfliche oder das Volumen eines Festkorpers zur
Streuung beitragen. Rontgenstrahlung mit ¢ ~ 10* eV kann bis zu 1 mm
in das Material eindringen und liefert daher Volumeninformation.
Elektronen mit Masse m, haben die Dispersionsrelation

h2k? %
& =

2Me  2mMeA2 (241)
Eine Wellenldnge von A = 1 A entspricht einer kinetischen Energie von
e ~ 100 eV. die Elektronen streuen am elektrostatischen Potential, das oft
grof3 ist. Daher tritt Mehrfachstreuung auf, es sei denn, die Proben sind
sehr diinn (~ 1 pm).

Neutronen mit Masse m,, haben eine dhnliche Dispersion

h%k? %
& =

2m,  2mpA? (2.42)
aber wesentlich grofiere Masse, sodass sich fiir A = 1 A die Energie ¢ ~
0.1 eV gibt. Also haben thermische Neutronen (“auf Raumtemperatur”) die
richtige Energie, um Strukturen auf der Angstrémskala zu untersuchen. Die
Streuung erfolgt an Atomkernen oder an Elektronenspins (da auch die Neu-
tronen einen Spin tragen). Typische Anregungen in Festkorpersystemen
sind von der Groflenordnung von Bruchteilen von Elektronvolt. Das ist viel
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weniger als die Energie von Rontgenstrahlen, aber von derselben Grofien-
ordnung wie die Energie von Neutronen. Da es schwierig ist, Anderungen
von 0.1 €V in einem Photon von 10* eV aufzulosen, werden bei Réntgen-
streuung alle gestreuten Photonen in einer gegebenen Richtung, unabhéngig
von ihrer Energie, gemessen; Rontgenstrahlen streuen also quasielastisch
und messen den statischen Strukturfaktor S(q). Bei Neutronen hingegen
ist es leicht, Energieinderungen von 0.1 eV zu messen, und daher eignen
sie sich gut, um dynamische Anregungen in Festkérpern zu untersuchen.
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3. Separation von Gitter- und Elektronendy-
namik

3.1 Relative Grofle der Beitrige zum Festkorperhamiltonoperator

In Kapitel 1, Gleichung (1.1) hatten wir bereits den allgemeinen Festkorper-
Hamiltonoperator notiert; wenn wir die Terme einzeln berechnen, ist

H = To 4 Tk + Vee + Vi + Vex (3.1)

mit kinetischen Energietermen Te, Tx und Wechselwirkungspotentialen

ee—EVee —7), VKK—EVKKRle eK—EveKrle

i<j k<l

(3.2)

In dieser allgemeinen Form kann Gleichung (3.1) auch die Situation be-
schreiben, dass die schweren Teilchen K nicht die nackten Atomkerne sind
sondern Ionen, d.h. Kerne plus Elektronen der inneren, fest mit dem Kern
verbundenen Schalen. Dann wiirden die Wechselwirkungspotentiale V,_k,
Vk_k nicht freie Coulombpotentiale, sondern abgeschirmte effektive Po-
tentiale zwischen den Ionen bzw. zwischen positivem Ion und den Valenz-
elektronen (duBeren Elektronen) beschreiben. Bei Betrachtung der nackten
Atomkerne sind aber die Potentiale ve_¢, Ve_k, Vk_x einfach die elementa-
ren Coulombpotentiale aus Gleichung (1.1).

Es ist giinstig, zu atomaren Einheiten iiberzugehen, wenn man nur die
relative GréBenordnung der Beitridge in Gl. (3.1) abschidtzen mochte. Das
bedeutet, dass Langen in Bohrschen Radien

2

h
ap = — ~ 0.529 A
me

und Energien in Einheiten von Hartree

me? e2

W:a_o:1HaJ:2Ryd%27.ZeV

31



(Ryd = Rydberg) gemessen werden. Ortsvektoren werden durch die Erset-

zung T = agr zu dimensionslosen Vektoren T, Ortsableitungen werden zu
V=2 =212 ynd damit gilt

Toor ao or
H_ lahtge 10° 1o
Eo 2eZ2m — ag a’?vz 2 e2 aR
- A .
a 1 yAwA a
+e_§e2ZT OQZ k&L eo QZ
5 Qo|Ti—Tj] K<l ao‘Rk—Rll ik ao‘n—Rk|
1 92 1 m 92 L
=32 =232\, ~2+Zé ) = =) —=
i o1y k kaRk i<j } TJ’ k<l ‘Rk—Rll ik ‘r-

(3.3)

Der Hamiltonoperator héngt nur noch von Kernladungszahlen Z, und
Massenverhéltnissen m/My ab. Insbesondere ist also die relative Grofien-
ordnung des Beitrags der kinetischen Energie der Atomkerne (oder auch
der Tonen) genau um diesen Faktor m/My kleiner als die anderen Beitrége.
Da m/My von der GroBenordnung 104 —107? ist, bietet sich eine Entwick-
lung nach diesem Parameter und damit nach der kinetischen Energie der
Atome Tg an. In niedrigster Naherung wird man also die Kerne als unbe-
weglich ansehen konnen und somit Elektronen im starren Gitter betrachten
und den Einfluss der Bewegung der Kerne (Ionen) nur stérungstheoretisch
beriicksichtigen. Die Kleinheit des Parameters m/My ist also der entschei-
dende Grund dafiir, dass man Gitter- und Elektronenbewegung in nied-
rigster Ordnung als voneinander entkoppelt betrachten, d.h. Gitterschwin-
gungen (Phononen) und Elektronen zunéchst als unabhénging voneinander
behandeln kann. Korrekturen dazu, d.h. die Elektron-Phonon-Kopplung,
wird dann storungstheoretisch behandelt. Die Entkopplung von Gitter- und
Elektronenfreiheitsgraden pézisieren wir im néchten Kapitel.

3.2 Adiabatische Niherung (Born-Oppenheimer-Niherung)

Wir fassen jetzt die kinetische Energie der Kerne Tx als Stérung auf und
vernachldssigen sie in niedrigster Ordnung;:

—

H=Hy+ Tk mit Hy= Tgx+ Ve_ K(T R)-|—Ve e( )-I—VK K( ) (3.4)

mit 3N-dimensionalen Vektoren der Elektronpositionen T = (1, T3 . . .?Ne)
und 3Ng-dimensionalen Vektoren der Kernpositionen R = (Ry, Ry ... Ry, ).
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Wir gehen jetzt davon aus, dass wir die zu Hg gehorige Schrodingergleichung
16sen konnen; diese Gleichung ist nur noch eine Differentialgleichung beziig-
lich der Elektronenpositionen T, da in Hy keine Kernimpulse auftreten. Die
Kernpositionen treten in der zu Hy genorigen Schrodingergleichung nur
als Parameter auf. Hy beschreibt also das quantenmechanische Problem
von N, wechselwirkenden Elektronen im statischen Potential, das von Ny
Atomkernen an festen Positionen R erzeugt wird. Diese festen Atomposi-
tionen gehen auch in die elektronischen Wellenfunktionen {(l)(x(r R)} und

die Eigenwerte ea(R) als Parameter ein:

Hoda(T,R) = €a(R) b (7, R) (3.5)

wobei {a} fiir einen Vollstandlgen Satz von elektronischen Quantenzah—
len steht. Fiir jede Konfiguration R der Atomkerne bilden die {cl)(x(r R)}

ein vollstandiges Funktionensystem. Die Wellenfunktion 1 (I B) des vollen
Hamiltonoperators H, d.h. eine Losung des Eigenwertproblems

H (%, R) = Ep(1,R) (3.6)

muss sich daher fiir jedes feste E nach den d)a(f, B) entwickeln lassen:
ZXoc d)oc T, R) (3.7)

In Gl (3.6) eingesetzt liefert das

(H-BW(E.R) = ¥ (Ho— Tk — E)x«(R) du (. R)

x

= (a(R) =Tk —E)Xa(R)$a(T.R) =0 (3)

Multiplikation von links mit CI)B(T R) und Integration iiber alle Elek-
tronenpositionen T liefert (mit Vollstéindigkeit und Orthonormierung der

{da(T.R)})
1= 3 [ @G E R El®) T Epa(®) 0z B)

= Y Sup(ea(R) —E)xa(R) — Zjdﬂbﬁ(r ﬁ);;i aa;xa( R)du(T,R),

x

(3.9)

33



wobei wir im letzten Schritt mit dem Faktor 1/My die Annahme gemacht
haben, dass es sich nur um eine Atomsorte handelt, was die Notation etwas
vereinfacht. Die Ableitungen berechnen wir mit der Produktregel

02 = =

i (e®)be(tR)) =

LAY o ) ) ) 62 o
oc;BTocR e %4 RéocR OCRTOC_7B
0ulEB) e () 42200 B) e (B) e (B) (B R

(3.10)

und erhalten

<TK +ep(R ) ZAB o (R) = Exs(R). (3.11)

mit
h (o[, = 02 o
A ; Q—der [%(L B)a—EQdDa(LB)
= d
+2¢E(I,B)( —~ T, R)) aﬁ] (3.12)

N

Bei Vernachlissigung der Ubergangsmatrixelemente Ap.« (B) zwischen Quan-
tenzahlen o« und 3 erhalten wir

(TK + eME))xB (R) = Exg(R) (3.13)

d.h. eine Schrodingergleichung nur fiir die Atomkerne im effektiven Poten-
tial €p (R) Die elektronischen Eigenenergien Ea(B) bestimmen also iiber

ihre parametrische Abhéangigkeit von der Kernpositionen R das effektive
Potential fiir die Kerne, in das die nackte Coulombabstofung Vik_x addi-
tiv eingeht. Die Effekte der chemischen Bindung und der Ausbildung einer
Kristallstruktur mit bevorzugten Positionen Rj driicken sich dadurch aus,
dass €p (R) fiir diese Positionen minimal wird.

In der néchsten harmonischen Nadherung, dem Thema des néchsten Kapi-
tels, betrachtet man eine Entwicklung der S(X(B) bis zur 2. Ordnung in den

Auslenkungen um die Gleichgewichtspositionen Rj; dann hat man es mit
gekoppelten harmonischen Oszillatoren zu tun, fiir die die R-Abhéngigkeit
der elektronischen Eigenenergien das harmonische Potential bildet. Diesen
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Ansatz konnen wir jetzt nutzen, um die Gréflenordnung der Eigenenergien
der Kernbewegung E aus Gl. (3.13) abzuschétzen. In einem solchen System
gekoppelter Oszillatoren sind die Energien E von der Groéflenordnung der

Eigenfrequenz
| K
E=hw~hy/—
w M

wobei die effektive Federkonstante durch
02¢
0R2

gegeben ist. W62nn wir Auslenkungen auf der Skala des Bohrschen Radius

AR ~ qg = % annehmen und die zweite Ableitung der elektronischen
BEigenenergien durch

K

628 E()
0R?  AR?
anndhern (elektronische Energieskala Hartree: By = “‘h—g“), bekommen wir
die Abschitzung

K h2E Eom2et m m
E2 = r2w? ~ h2— ~ 0 _ =0 — _E2 E~./—E
@ M MARZ T MR2 M0 MO

(3.14)

Also sind fiir Schwingungen der Atomkerne typische Energien um einen
Faktor \/% kleiner als typische elektronische Energien.

Nun fehlt noch die Abschéitzung, ob die Vernachlissigung der Beitrdge
AB,a(B) aus Gl. (3.11), die auf dem Raum der Kernwellenfunktionen ¥ « (B)
als Operator wirken, gerechtfertigt ist. Da die Kern-Kern-Wechselwirkung
Vk—x in der Schrédingergleichung (3.5) fiir die Elektronen nur als additi-
ve Konstante auftritt, stammt die R-Abhéngigkeit der Wellenfunktionen
cl)(x(f, R) im Wesentlichen aus der Elektron-Kern-Wechselwirkung V,_ .

Daher ist nur eine Abhéngigkeit von den Relativpositionen ‘?i — ﬁk‘ zu

erwarten, und man kann - in a?.
1

ORy

ersten Beitrag zu Ap o in Gl. (3.12) im Wesentlichen

STl o).

umschreiben. Dadurch wird aus dem

Dieser Beitrag ist um einen Faktor der Groflenordnung m/M kleiner als
die kinetische Energie der Elektronen und damit auch der elektronischen
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Eigenenergien €. Er ist noch um einen Faktor ,/+; kleiner als die Eigen-
energien der Kernbewegung. Den zweiten Beitrag in Gl. (3.12) kann man
wie folgt abschétzen:

R [ o ( 0, =)0 o R 0 =

v | 503 B (S50 ER) ) (R) ~ ool o (8
N N

m J dB XB (R) M <Pe1> @X(X (B) ~ M <pElektron> <PKern>

(3.15)

3/4
1 m m m
~ —/mE Exern ~ {| ~Eoy/~-Eo =~ | E
m)3/4

Dieser vernachlassigte energetische Beitrag ist also um einen Faktor (M

kleiner als die rein elektronischen Energien und damit immer noch um einen

1/4 . . : o . :
Faktor (ﬁ) / kleiner als die beriicksichtigten charakteristischen Energien

der Bewegung der Kerne im effektiven Potential; dieser Faktor (%) i ist
von der Grofenordnung 10~ —1072. Die adiabatische Niherung (Born-
Oppenheimer-Niherung) besteht in der Vernachlidssigung der Ap o
Terme in der im Prinzip exakten Gleichung (3.11). Damit sind Elektronen-
und Kern-Bewegung vollstédndig voneinander separiert. Die Vorgehensweise

ist also folgendermaflen:

1) Zunéchst ist fiir fest vorgegebenen Kernpositionen E = (ﬁl, ﬁg . ﬁNK)
die Schrédingergleichung (3.5) fiir das elektronische Problem zu 16sen,
wobei die Energieeigenwerte € (B) von den Kernpositionen R abhéngen.

2) Dann ist fiir jede feste Quantenzahl o die Schrodingergleichung (3.13)

zu losen, wobei die elektronischen Eigenenergien EQ(B) das effektive
Potential fiir die Atomkerne bilden.

Die physikalische Motivation fiir dieses Vorgehen ist die Vorstellung, dass
sich das Elektronensystem der Kernbewegung praktisch instantan anpasst,
weil sich die Elektronenbewegung wegen des Massenverhéltnisses m/M auf
wesentlich kiirzere Zeitskalen abspielt als die Kernbewegung. Auch wenn
sich die Kernen bewegen, sieht das elektronische System ein statisches Po-
tential, als ob die Kerne an den Orten R fest wiren. Die Entkopplung heifit
adiabatische Ndherung, weil sich das Kernsystem so langsam &ndert, dass
sich fiir das Elektronensystem immer wieder der Gleichgewichtszustand
fester, quasistatischer Kernpositionen einstellt.
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3.3 Chemische Bindung

Bevor wir zur Beschreibung der Gitterdynamik kommen, wollen wir kurz
das effektive Wechselwirkungspotential Veg(R1, ..., Rn,) diskutieren, in
dem sich die Kerne bzw. Ionen bewegen. Dabei handelt es sich bei tiefen
Temperaturen um die elektronische Grundzustandenergie €o(Ry, ..., Rny ).
Diese kann man im wesentlichen auf zwei Arten bestimmen: 1) durch
Methoden der Bandstrukturrechnung wie beispielsweise der Dichtefunk-
tionaltheorie, die das Thema spéterer Kapitel sein wird, und 2) durch Mo-
dellansétze wie empirische Parametrisierungen, also z.B. Zwei-, Drei- und
Vierkorperpotentiale. Zweikorperpotentiale (Paarpotentiale) beispielswei-
se gehen davon aus, dass man das effektive Potential von Ny miteinander
wechselwirkenden Teilchen als Summe der Wechselwirkung von je zwei der
Teilchen darstellen kann:

VR R = 3 VIRe—Ral) = 5 3 (R~ Ral)  (316)

n<m n#m

Qualitativ sind Paarpotentiale von der in Abb. 3.1 gezeigten Form; fiir
kleine Absténde gibt es einen stark repulsiven Anteil, der dafiir sorgt, dass
sich Atome nicht beliebig nahe kommen koénnen. Ein attraktiver Anteil
mit schwécherer 1/r-Abhéngigkeit sorgt fiir ein Minimum des Potentials
bei einem bestimmten Abstand 1y, dem Gleichgewichtsabstand.

V(,') I i I i I i I i I
15 i
1F i
05 ]
0
Abbildung 3.1:
05 | Qualitatives Verhal-
ten eines effektiven
l | Zweikorperpotentials zwi-
- schen zwei Ionen mit Ab-
0 0.5 1 1.5 2 256 , 3 stand r = R, — Rpy|.



Wihrend sich alle Wechselwirkungspotentiale Veg(R1, ..., RN, ) aus der
Losung der elektronischen Schrodingergleichung (3.5) ergeben, kann man
unterschiedliche Bindungstypen unterscheiden, durch die die Atome eines
Kristalls zusammengehalten werden. Der Ubergang zwischen den verschie-
denen Bindungstypen ist flielend, aber hdufig kann man einen dominieren-
den Anteil ausmachen.

1) Van der Waals Bindung

In kondensierten Edelgasen bleiden die Atome aufgrund der abschlossenen
Schale fast im gleichen Zustand wie in der gasformigen Phase. Aufgrund der
der Polarisierbarkeit der einzelnen Atome entsteht eine schwache Bindung,
die Van der Waals Bindung. Auch grossere kovalent gebundene struktu-
relle Elemente, wie z.B. eine Ebene mit abgechlossenen kovelenten Bin-
dungen (wie in den Hochtemperatur-Supraleitern) kénnen Van-der-Waals-
gebunden sein. Solche schichtweise aufgebauten Kristalle lassen sich leicht
spalten (Spaltebenen), wie z.B. Glimmer.

Modellméssig konnen wir uns vorstellen, dass die Elektronen durch eine Fe-

derkraft an die Kerne gebunden sind. Quanten-Fluktuationen kénnen nun
zu wechselweise induzierten Dipolmenten p; und ps fithren. Das elektrische
Feld des induzierten Dipols p; am Orte T = T ist
£ ) = B B
T
Diese Feld spiihrt das zweite Atom und induziert in diesem das Dipolmo-

ment Po. Die Grosse von pa wird durch die Balance der elastischen Energie

mit der elektrostatischen Energie —p, - E1(T) bstimmt. Der Energiegewinn
W ist klein,

(3.17)

W=—51°E2 0.8 T—16, (3.18)
und nur fiir kleine Absténde r wirksam. Bei Bindungen wie der Van-der-
Waals-Bindung, die gut durch Paarpotentiale modelliert werden konnen,
wird umso mehr Bindungsenergie gewonnen, je mehr Bindungen gebil-
det werden; dadurch sind dichteste Kugelpackungen am giinstigsten, und
tatsichlich kristallisieren die Edelgase in der fce-Struktur.

Ein bekanntes empirisches Potential, das diese Wechselwirkung parametri-

siert, ist das Lennard-Jones-Potential

o =aef () (9)] -
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Fiir die Kurve in Fig. 3.1 ist das Lennard-Jones-Potential mit € = 1,
o = 1 geplottet. Fiir den Gleichgewichtsabstand findet man 1y = 20,
Das effektive Potential eines Kristalls ist dann

12 6
Ver(Ris. . Ru) = 4e Y [(Ri) _ (Ri) ] (3.20)

n<m

—

mit Ryn = |[Ryn — Ryl Setzt man Ry = apmn (mit Gitterkonstante a
der konventionellen Einheitszelle), dann sind die pmn bei einer einatomi-
gen Basis Zahlenwerte, die das Bravaisgitter charakterisieren (fiir Edelga-
se beispielsweise ist das fec-Gitter typisch), und man kann die Summen
ausfithren. Es ergibt sich die Grundzustandsenergie

o 12 o 6
EQ((l) = 2Ne [(—) C12 — (—) C6] (3.21)
a a

mit charakteristischen Summen

Ca= ) P (3.22)

n#m

Fiir das fee-Gitter ist beispielsweise C19 = 12.13, Cg = 14.45. Aus der
Bedingung, dass Egp minimal wird, erhélt man die Gleichgewichtsgitterkon-
stante

Ci2\ "
ay=\{(2—=—] © 3.23
= (222) . (3.3
also z.B. fiir fcc ag = 1.090. Damit wird die Grundzustandsenergie
1., C2
Eo(ap) = ——Ne=2 3.24

also fiir fcc Eg(ag) = —8.6Ne.

2) Ionische Bindung

Die ionische Bindung ist typisch fiir Salze. Man kann sich vorstellen, dass
ein oder mehrere Elektronen aus der dufleren Schale eines Atoms A zum
Auffiillen der atomaren Schalen eines zweiten Atoms B verwendet werden,
sodass positiv geladene Kationen A™™ und negativ geladen Anionen B™™
entstehen, die durch elektrostatische Anziehung aneinander gebunden sind.
Etwas realistischer kann man sagen, dass die Hybridorbitale fast vollstandig
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auf einem der beiden Atome lokalisiert sind, wodurch beide elektrische
Ladung tragen.

Fiir NaCl betrigt die Bindungsenergie (7.9 + 3.6 — 5.1) eV = 6.4¢eV pro
Molekiil NaCl (siehe Abb. 3.2).

+5.14eV ., @ + o
e—

‘+ °« . +361eV

NG+ ‘ —»@‘ +79ev

Abbildung 3.2:
Energiebilanz aus

Ionisationsenergie, . r =181
Elektronenaffinitat N c

und Bindungsener- O Mo =097
gie bei der Bildung

von NaCl.

Das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Ionen mit Ladungen Q; und
Q32 im Abstand T ist
_ B QiQ

v(r) =
(7) r“+47t€0r’

(3.25)

wobei o wieder fiir ein stark repulsives Potential sorgt, z.B. o« = 12. Wie bei
der van-der-Waals-Wechselwirkung lésst sich die Grundzstandenergie fiir
ein gegebenes Gitter aufsummieren, und das fithrt wegen der alternierenden
Vorzeichen von Q,Qr in der Summe zur Madelungkonstante. Wie die Van-
der-Waals-Bindung ist bei der ionischen Bindung dichte Packung giinstig,
sodass hohe Koordinationszahlen auftreten.

3) Kovalente Bindung

Die kovalente Bindung entspricht der chemischen Bindung in Molekiilen,
nur dass sie fiir einen Festkorper translationsinvariant aufgebaut ist. Die
atomaren Orbitale bilden dabei paarweise Hybridorbitale, welche bindend,
nicht-bindend und anti-bindend sein kénnen. Dabei spielen die Geometrie
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und die Vorzeichen der teilnehmenden atomaren Orbitale eine entscheiden-
de Rolle. Durch die Hybridisierung der atomaren Orbitale (siche Abb. 3.3)
wird Energie gewonnen, die den Festkorper stabilisiert. Es handelt sich bei
der kovalenten Bindung um eine direktionale Bindung (ihre Stérke ist stark
vom Winkel abhéngig), und daher spielen fiir die Kristallstruktur andere
Effekte als nur die dichteste Packung eine Rolle; es konnen sich auch sehr
stark gebundene Kristalle mit niedrigen Koordinationszahlen bilden.

(a) (b)
S S
Px
Abbildung 3.3: Moglicher Uberlapp zwischen s- und p-Wellenfunktionen.
In (a) kompensieren sich die Beitrdge unterschiedlichen Vorzeichens, und

der Zustand ist nicht bindend. In (b) fiihrt der Uberlapp zu einer o-
Bindung und einer Absenkung der Energie.

3dp. yz

4S

Abbildung 3.4: Groflenvergleich zwischen typischen 3d- und 4s-
Wellenfunktionen.

4) Metallische Bindung

Wahrend fiir kovalente und ionische Bindung eine Lokalisierung der Elek-
tronen auftritt, im ersten Fall auf den Molekiilorbitalen zwischen den Ato-
men, im zweiten Fall auf den Ionen, ist fiir die metallische Bindung die De-
lokalisierung der Elektronen entscheidend. Die metallische Bindung kommt
zustande, wenn ein Teil der Leitungselektronen, z.B. die 4s-Elektronen,
viel grosser als die intermetallischen Abstéande sind (siehe Abb. 3.4). Dann
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kann man diese Elektronen nicht mehr den einzelnen Ionen (wie in ioni-
schen Kristallen) oder einzelnen Bindungen (wie in kovalenten Kristallen)
zuordnen, sie sind delokalisiert. Allerdings gilt der Umkehrschluss nicht:
Auch kovalente Kristalle kénnen metallisch sein, also elektrischen Strom
leiten, wenn die Bander an der Fermikante nicht vollstédndig gefiillt sind.

5) Wasserstoffbriickenbindung

Eine Bindung, deren Bedeutung man kaum iibertreiben kann, ist die Was-
serstoffbriickenbindung. Es handelt sich dabei um den wichtigsten Beitrag
zur dreidimensionalen Struktur von Proteinen; diese Bindung ist auch we-
sentlich fiir die Struktur von fliilssigem Wasser und Eis. Wasserstoftbriicken
sind die starksten intermolekularen Bindungen, auch wenn sie schwécher
sind als kovalente und ionische Bindungen. Fig. 3.5 zeigt die Struktur einer
typischen Wasserstoftbriickenbindung, bei der A und B im Fall des Was-
serdimers beide fiir Sauerstoff stehen; aber im allgemeinen Fall ist A sehr
elektronegativ und B ein Elektronendonator. Wasserstoftbriickenbindungen
sind gerichtete Bindungen, wobei der A-H-B-Winkel « nahe bei 180° liegt.

A H B

-
---

Abbildung 3.5: Struktur des

Wasserdimers zur Illustrati- >
on einer typischen Wasserstoft- (04
briickenbindung.
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4. Gitterschwingungen

4.1 Harmonische Niherung

Der Hamiltonoperator bzw. die klassische Hamiltonfunktion fiir N Mas-
senpunkte (Atomkerne oder Ionen), die miteinander iiber ein effektives

Potential Ver(Rq, ..., Rn) wechselwirken, hat die Form

N B - -
H = 2—]\%+Veff(R1,--~,RN) (4.1)
=1

wobei sich Vs ({ﬁl}) als Losung der elektronischen Schrédingergleichung
(3.5) fiir feste Kernpositionen {R;} ergibt:

Vers(Ry, ... Ry) = eo({RU) = Ea({R1)) + D vk k(Ru =R (4.2)
k<l
(die Coulombwechselwirkung der Kerne vg_ ist in der elektronischen Schro-

dingergleichung nur ein konstanter Energiebetrag). Alternativ kann V¢ ({ﬁl})
durch ein empirisches Potential modelliert Werden Wir gehen Jetzt davon

aus, dass es gewisse Gleichgewichtspositionen R (ﬁ(lo), . R( ) gibt,
die ein absolutes Minimum des Potentials darstellen. Wir betrachten kleine
Auslenkungen der Atome aus dem Gleichgewicht (fiir Dimension d)

Ry = (Ry1,...,Rua) = R{O) + W (4.3)

und entwickeln das Potential bis zur zweiten Ordnung um die Gleichge-
wichtspositionen

%V
V, R U Ui+ ..
eff( +Z 6Rh 20 Z aRhaRm) 20 i m)+
(4.4)
wobei 1,) = 1,...,d die kartesischen Koordinaten indizieren. Die harmo-

nische Naherung besteht im Abbruch der Entwicklung nach dem Term,
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der quadratisch in den Auslenkungen ist. Der lineare Term verschwin-

det, da an den Gleichgewichtspositionen keine Kréfte wirken diirfen, d.h.
oV

W(R(O)) = 0. Die Kritmmungen der Potentialenergiefliche

0%V

L= 4.5
fm aRuaij E(O) ( )

bilden eine symmetrische, positiv definite (d - N x d - N)-Matrix; sie muss

positiv definit sein, da bei E(O) ein Minimum vorliegt und kein Maximum
oder Sattelpunkt. Es ist in der Literatur {iblich, die Auslenkungen und
Impulse mit /My zu skalieren:

- » 1
up = vVMuuwi, pu= \/—mlpu- (4.6)

Damit wird aus Hamilton-Operator bzw. Hamiltonfunktion (4.1) in har-

monischer Naherung:
1 T ~ T =~
Hharm:§(]2 p+u -D-u) (4.7)

mit den d - N-dimensionalen Vektoren

Ui P11

=38
I
=12
I
=
X

i:Ide ﬁNd
und der (d- N x d - N)-Matrix

1

Dim = ——
(:)1 ,mj Mle

Die Matrix D heifit dynamische Matrix und ist wie @ eine reelle, symme-

trische, positiv definite (d-N x d-N)-Matrix, die man somit diagonalisieren
kann. Also existiert eine orthogonale (bzw. unitére) Transformationsmatrix
C mit

w? 0 . 0
0 w? . 0

C-D-C'=Q-= 0 02 : 0 (4.10)
0 0 w34
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Q) ist Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen (wegen der posi-

tiven Definitheit); wegen Orthogonalitéit (Unitaritéit) gilt C'-C = 1. Durch

die zugehorige Koordinatentransformation (Drehung im d-N-dimensionalen
Raum)

[e
RegR
f=
f=;

~C. (4.11)

(a1

Y

kommt man zu neuen, verallgemeinerten kanonisch konjugierten Impulsen
E = (Py,...,Pgn) und Koordinaten w = (U, ..., Ugn), beziiglich denen
die Hamiltonmatrix diagonal ist:

Nd
1 = = = = 1
Hiarm = §(ET , E—FET .0-1) = 5 > (P + wid) (4.12)
i=1

Das ist der Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion) von d-N unabh&ngi-
gen harmonischen Oszillatoren.

Bis hier verlauft die klassische und quantenmechanische Behandlung iden-
tisch. Das klassische Problem aus der Mechanik ist das von kleinen Schwin-
gungen gekoppelter harmonischer Oszillatoren, das man durch Ubergang
zu Normalkoordinaten, in denen die Oszillatoren entkoppelt sind, 10st.
Quantenmechanisch erfiillen die Auslenkungen uy; und die Impulse pm;
die iiblichen Vertauschungsrelationen

(Wi, Pmjl = 1hd1mdy; . (4.13)

Auch die transformierten verallgemeinerten Normalkoordinaten 1ty und Im-
pulse P, erfiillen die analoge Relation

[Us, o] = ihdssr (s,s' =1,...,dN). (4.14)

Dann kann man wie in der Quantenmechanik beim eindimensionalen har-
monischen Oszillator Auf- und Absteigeoperatoren einfiihren:

a—\/wsﬁ + 14/ ! aT—\/wSﬁ i/ ! (4.15)
TV on 't 2hw,” 5 \V2n ° 2hw, '

Diese erfiillen die Vertauschungsrelationen

[(15, (11,] = g/ [(15, as] = [ai, ai/} =0 (4.16)
und der Hamiltonoperator lasst sich schreiben als
Nd 1
Hharm = ; hwg, (alas + 5) (4.17)
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Die bisherige Behandlung war nicht festkorperspezifisch und wiirde fiir
Molekiile ebenso laufen. Allerdings wére das Problem im Festkorper mit
N ~ 10?3 nicht lésbar. Die Ausnutzung der Symmetrien des Kristalls er-
laubt jedoch eine teilweise analytische Diagonalisierung der dynamischen
Matrix und macht das Problem beherrschbar.

4.2 Schwingungen in periodischen Strukturen

Wir nehmen jetzt eine Kristallstruktur an, beschrieben durch ein Bravais-
gitter mit Gittervektoren R,p und eine Basis aus r Atomen mit Masse M.,
die an Positionen R¢(T =1,...,7) in der Einheitszelle sitzen. Damit sind
die Gleichgewichtspositionen in der n-ten Einheitszelle durch R,,o + R ge-
geben, und zusammen mit Auslenkungen Uy, des T-ten Atoms ergeben sich
zeitabhédngige Positionen

RN

RTLT — ﬁnO + ﬁ’r + 1TLn'r (4'18)

(es kann manchmal zweckmifig sein, fiir n einen Vektor n = (ny,...,ngq)
mit ganzzahligen Eintrdgen zu notieren, aber hier vereinfachen wir die
Notation ein wenig und lassen n iiber alle Gitterplitze laufen).

3
A

BN
Abbildung 4.1: a
Geometrie der Auslen- z
kung des Atoms T in einer y
Einheitszelle bei R,. X
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Das Potential in harmonischer Néherung ist dann

1 0%V 1 "
V = 5 E dR.- R Untilln/rrir = 5 E nti,n/ti Untiln/t/i/
3 llq/
nti,n’/t/i’ nmnE T nti,n’/t/i’

(4.19)

wobei das Potential in der Ruhelage (klassische Grundzustandsenergie) zu
0 gewihlt ist. 1,1’ stehen wieder fiir die kartesischen Koordinaten.
Fiir die klassische Bewegungsgleichung erhélt man

oV

MTu‘nTi —_ — au ‘ —_ — Z (DTITi,TI’T’i’uTI’T/i/ (420)
Nt

n/Ti/

Damit ist @i nreiUnri die Kraft in i-Richtung, die das Atom T in der
n-ten Elementarzelle dadurch erfihrt, dass das Atom T’ in der n'-ten Ele-
mentarzelle in i’-Richtung um w,/i/ ausgelenkt ist. Daher nennt man die
D1 nirrir auch Kraftkonstanten.

Bei der Diskussion von Gitterschwingungen ist noch eine andere Notation
iiblich, die hier nur erwdhnt werden soll:

n n n'
U =UuU | T , cD‘rLTi,TL’T’i’ =0t 7 (421)
1 i i

Die Zahl der Kraftkonstanten, zunéchst die Zahl der Freiheitsgrade dN1
zum Quadrat, ldsst sich durch Symmetrieiiberlegungen reduzieren:

1) Wegen Newtons 3. Axiom (actio = reactio) ist die Matrix @ eine sym-

metrische Matrix
q)nfri,n”c’i’ - q)n’fr’i’,n'ri (4'22)

2) Wenn die Auslenkungen Uy fiir alle mt’ dieselben sind, wird der
Festkorper um u verschoben, und in Abwesenheit #uBerer Kriifte dndert
das die potentielle Energie nicht. Formal bedeutet das

Z Dprimey - Wy =0 fiir beliebiges u;,j = 1,...,d (4.23)
mt’j

oder
Y Ourimej =0 fivalleij=1,....d (4.24)
mt’
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3) Wegen der Translationsvarianz des Gitters darf sich @ nicht &dndern,
wenn man das Gitter um einen Gittervektor verschiebt: Ryg — Ry +
R0 und damit

q)nTi,n’T’j - q)n—l—n”ri,m—l—n”r’j - q)n—mTi,OT’j (425)
wobei der letzte Schritt fiir n’ = —m folgt.

4) Punktgruppensymmetrien konnen je nach Kristallstruktur die Zahl der
Kraftkonstanten weiter reduzieren.

Wir gehen nun zur schrittweisen Losung der Bewegungsgleichung (4.20)
iber. Zunéchst verwandeln wir die Differentialgleichung durch den Ansatz
1

unTi(t) = \/—W

in eine algebraische Gleichung;:

WV = Z DnomriovjVmey mit D = WQ (4.27)
Thvig/

mt’j
Das ist eine Eigenwertgleichung fiir die symmetrische Matrix D, die dyna-

mische Matrix, die bei N Elementarzellen eine (ANT1 x dNT1)-Matrix ist.
Also miissen dNT positive Eigenwerte existieren.
Im néchsten Schritt erledigen wir die Abhéngigkeit vom Gitterplatz n mit-

hilfe des Bloch-Theorems, das besagt, dass die Eigenfunktionen des Trans-

kRn gind mit k aus der ersten Bril-

lationsoperators TA Phasenfaktoren e
louinzone. Damit unterschelden sich auch Auslenkungen an verschiedenen

Gitterplatzen nur um Phasenfaktoren:

Vnri = VOTielq.RnO = WTielq.RnO (4'28)
Einsetzen in (4.27) ergibt
2. _ig-Rno Z {qR
W Wei€ il Dn—mTi,OT’jWT’je q-8mo
mt’j
D Rmo— Rno) 4.99
mwwn— nm'nOT) WT] ( )

Statt der Summe iiber alle Elementarzellen m kann man auch tiber alle
Differenzvektoren R.,0— Ry summieren, die auch Gittervektoren sind. Mit
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der Definition der fouriertransformierten dynamischen Matrix

—

q E —ig-R E ig-(Rmo—R
DTi,T/j(q) = DTLTi,OT’je q-Rno — —(DTL—mTi,OT’)'e q ( mo0 nO)
n m V MTMT’

(4.30)
gilt fiir diese die Eigenwertgleichung
wQW’ci = Z DTi,T’j(a)WT’j )
')
d.h. det (Dﬁ,m’(a) — (U25TT/51J') =0 (4.31)

Dies ist fiir jedes g nur noch ein (dr x dr)-Eigenwertproblem: bei einer
einatomigen Basis in drei Dimensionen ist z.B. nur eine (3 x 3)-Matrix
zu diagonalisieren. Fiir jedes g gibt es im allgemeinen Fall dr Eigenwerte
ws(q) (s = 1,...,dr) und die zugehorigen dr-dimensionalen Eigenvek-
toren (e;(a)) Jeder dieser dr-dimensionalen Eigenvektoren kann wieder
in T gewohnliche d-dimensionale Vektoren e3(q) zerlegt werden, die als
Einheitsvektoren gewéhlt werden konnen und die die Auslenkungsrichtung
des T-ten Atoms angeben; diese Vektoren heiflen auch Polarisationsvek-
toren.

Damit haben wir als Losung der Bewegungsgleichung (4.20) kollektive
Moden oder Anregungen gefunden, bei denen sich alle Atome des Gitters
mir derselben Zeitabhiangigkeit bewegen, aber mit einer durch das Bloch-

Theorem gegebenen Phasenverschiebung:

el

N e 1 (Aﬁ _ (A)t>
ne(@) ~ er(q)—==e \ 0T (4.32)
nt T \/W
Wie iiblich erhélt man die allgemeine Losung als Linearkombinationen die-
ser speziellen Losungen fiir die Auslenkung des Atoms T in der n-ten Ele-
mentarzelle.

4.3 Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen, die auch Born-von-Karman-Randbedingun-
gen heiflen, tragen der Tatsache Rechnung, dass die Physik eines Festkorpers
sich auf makroskopischen Abstédnden wiederholt, d.h. dass die Bloch-schen
Phasenfaktoren fiir eine Translation Ry = Nja; + Nyas 4+ Nsag iiber eine
makroskopische Distanz N; > 1,1 = 1, 2, 3 zu eins werden.
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Anders ausgedriickt sorgen periodische Randbedingungen dafiir, dass wir
zwar einen translationsinvarianten Kristall ohne Oberflichen betrachten
konnen, dass wir es aber dennoch mir einer endlichen (wenn auch sehr
groflen) Zahl von Atomen zu tun haben. Anschaulich bedeutet das, die
erste und letzte Atomlage als miteinander gekoppelt aufzufassen, in einer
Dimension also eine lineare Kette von Atomen zu einem Ring zu schlie-
fen, in zwei Dimensionen ein endliches 2D-Gitter zu einem Torus (in 3D
wird es mit der Anschauung schwierig). Mathematisch bedeutet das bei
einem endlichen System mit Lange L; in i-Richtung, dass alle physikalisch
relevanten Funktionen die Randbedingung

f(xq,...,xi+Li,....,xq) = f(x1,...,Xq,...,%Xq) (4.33)

erfiillen miissen. In der Festkorperphysik werden die interessanten Funk-
tionen wie z.B. die Auslenkungen k,; vom Elementarzellenindex n, d.h.
vom zugehorigen Gittervektor R,, abhingen: f,, = f(R,,). Hier schreiben
wir einmal n als Tupel aus d ganzen Zahlen: 1 = (ny,...,ngq) beziiglich
einer Basis ay, . .., aq von primitiven Translationen. Die Linge des Kristal-
les in i-Richtung sei Lj = Njai, (a; = |ai]). Periodische Randbedingungen
bedeuten dann

f(Ry) = f(Ry +Niay) (i=1,....4d) (4.34)

mit einer Gesamtzahl von Einheitszellen N = Hle N;. Zwischen den auf

dem Gitter definierten Funktionen f, = f(R,,) und ihren Fouriertransfor-
mierten gilt bei periodischen Randbedingungen der Zusammenhang

f(@ =) f(Ry)e ™
= 1 - NPT
f(Ra) = D el (q) (4.35)
q

Dann folgt, wenn wir q = Zgzl Qigi mit reziproken Gittervektoren Bi,
i=1,...,d ansetzen, aus (4.34)

d
NG = 1A Nig- @ =N ) aby- @ = Nigi =2l (4.36)
j=1

mit ganzzahligem ;.
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Also nehmen die Fourierkoeffizienten q; = Ih—l nur diskrete Werte an. Da

fiir reziproke Gittervektoren G

el(a+G)Niai _ ,iaNiag

gilt, reicht es aus, die Vektoren q auf die erste Brillouinzone (die primitive
Einheitszelle des reziproken Gitters) zu beschrinken, also

N; N;
27

1 (4.37)

Lel{l,...,N;} oder |, €{— 5

Es gibt also genau N verschiedene, diskrete (nicht #quivalente) g-Werte.
Fiir q, q’ aus der 1. Brillouinzone gilt die Orthogonalitéitsbeziehung

1 It
— ) ellamdRn — 5. (4.38)

d d
- R R L - L
Rn = nia;, (Jg= Z VTJbJ ,  aj- bj = 27'[51)' (4.39)
i=1 =1 )
folgt
1 {(G—9")Rn 1 2y 5 ““L". l/}fm 1 27 5 nj“N".flj/)
LT Ly TS Ly et
n n n
N; /
ﬁ 1 Z Jom 8 [0 falls by £ ] fir ein € (1., )
— e ) —
i N; = 1falls j = 1/ fiir alle j € {1,...,d}
- )
(4.40)
denn
N N L -1/
1—a 2 I
Z a" = N amit a=e "% fir j # 1 und aVi =1 (4.41)
—a
n

Durch die Wahl von periodischen Randbedingungen haben wir laufende

Gitterwellen mit einer Ortsabhéngigkeit ei9Rn erhalten. Gleichfalls moglich
und physikalische vielleicht sogar plausibler wéire die Wahl von staren
Randbedingungen gewesen; dann hétten wir stehende Wellen mit einer

ol



sin g - Rp-artigen Ortsabhingigkeit erhalten. Makroskopische Eigenschaf-
ten und insbesondere die Dispersionsrelation héngen jedoch nicht von den
Randbedingungen ab, und daher kann man die Wahl danach treffen, was
mathematisch einfacher zu behandeln ist. Die Quantisierungsbedingungen
und damit auch die g-Werte in der ersten Brillouinzone hingen jedoch
von den Randbedingungen ab. Bei einer groflen Zahl von Einheitszellen N
liegen die q-Werte aber sehr dicht in der 1. Brillouinzone, und daher ist
das fiir makroskopische physikalische Eigenschaften nicht wichtig. Ohne-
hin ersetzt man die Summen iiber sehr dicht liegende g-Werte oft durch
Integrale:

> flq

qel BZ

J d3q f(q) (4.42)
1BZ 1.BZ

mit dem Volumen der ersten Brillouinzone Vj gz; daher ist Nlqu die Zahl

der g-Werte im infinitesimalen g-Raum-Volumen d3q um q. In drei Di-
mensionen gilt

(2m)3

Voez

Vigz = (4.43)

und da W - Vgz = V das Gesamtvolumen des Kristalls ist, gilt

R Vv R
f(q) = qf .
S (@) LBqu (@) (4.44)

qel.BZ (2m)?

Von dieser Ersetzung von g-Summen durch Integrale wird in vielen prak-
tischen Rechnungen Gebrauch gemacht - immer dann, wenn die Integra-
le leichter zu berechnen sind als die Summen. Mathematisch exakt wird
die Beziehung erst im thermodynamischen Limes N — oo, V — o0,
N/v = const.

4.4 Phononendispersionsrelationen

Wir verwenden jetzt die periodischen Randbedingungen und betrachten
eine Kristallstruktur, die aus N primitiven Einheitszellen besteht und 7
Atome pro Einheitszelle hat, also N - 1 Atome insgesamt. Dann gibt es N
nicht-aquivalente g-Vektoren in der 1. Brillouinzone, und fiir jedes q ist die
fouriertransformierte dynamische Matrix D(q) (eine (d-rx d-1)-Matrix) zu
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diagonalisieren. Damit erhalten wir d - r positive Eigenwerte wf(a), insge-
samt also d- N -1 Eigenfrequenzen wg(q). In der unitéiren Transformation,
die die dynamische Matrix beziiglich des Gitter-Vektor-Index n diagonali-
siert, erkennen wir die diskrete Fouriertransformation (4.35) wieder; dieser
Teil der Matrix C 148t sich (mit geeigneter Normierung) schreiben als

1 R
q‘Rn 4 4
iR T NG (4.45)
und fiir die ganze Matrix C gilt, wenn wir sie aus normierten Eigenvektoren
zusammensetzen:
I GRoo (s)=

ig-Rn0
- = ——8 e.. g
nTigs T
a VN k

Die Auslenkung eines einzelnen Atoms (Ions) schreiben wir jetzt als Uberlagerung
des vollstdndigen Satzes von Losungen

1 S i ()t u(8) 2y Lid Ry
uTLTi(t) — \/W Zfs(q)e o (q)te’fi (q)elq R 0 (447>
sq

mit Entwicklungskoeffizienten f(q). Darin identifizieren wir die Normal-
koordinate fiir eine kollektive Mode sq mit

C (4.46)

—

Qs(q,t) = fo(q)e sl (4.48)

Knapp zusammengefasst ist der Zusammenhang zwischen einem System
von gekoppelten lokalisierten Bewegungen von Massenpunkten um ihre
Gleichgewichtspositionen und den entkoppelten delokalisierten kollektiven

Bewegungen aller Massenpunkte in Phase:
lokalisierte gekoppelte Bewegung delokalisierte entkoppelte Bewegung

unTi(tl Qs(ia, t)
Doy (d) 02 (T)1, 4
H(tnr, Pre) H(Qs(q), Ps(q))

Zusammen mit den Impulsen
PnTi — MTunT-'L (4.49)

findet man fiir den Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion)

—

H(Qul@),Pi(@) = 5 3 {PL@P(@) + 2@ QU@Q:(@)]} . (150)
sq
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also einen Hamiltonoperator fiir dNT ungekoppelte harmonische Oszillato-
ren, von denen jeder fiir eine kollektive Mode sq steht. Quantenmechanisch
werden Q,(q) und Ps(q) wieder zu Operatoren, fiir die Vertauschungsre-
lationen

[Q ( ) (a/)} — lhéss’é

[Qs(@),Qs(a")] = [Ps(a),P;(a’)] =0 (4.51)

Auch hier konnen wir wieder Auf- und Absteigeoperatoren einfiihren:

/ 1 ~
1 ~
\/ Q Qhws(q)PS(_q) (4.52)

—

wobei wir Q¢(—q (q) und P(q) = Ps(—q) verwendet haben. Es
gilt auch wg(q) = ws( q). Die Auf- und Absteigeoperatoren erfiillen die
Vertauschungsrelationen

as(q), al, ()] = desrbg

(as(q)as(q)] = la{(q), al.(d)] =0, (4.53)

und der Hamiltonoperator wird zu

Hiam = 3 (@) (el @)auld) + 3 ) (154

— 2
sq

Die Energie hws(q) ist die Anregungsenergie der kollektiven Gittermode,
die Phononenenergie; die zugehorige Anregung heifit Phonon. Die Vertau-
schungsrelationen (4.53) sind solche Bose-Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren; die Phononen verhalten sich also wie wechselwirkungsfreie
Bosonen. Es handelt sich dabei nicht um wirkliche Teilchen, sondern um
Quasiteilchen. Die Thermodynamik der Phononen &dhnelt der der Photo-
nen (Quanten des elektromagnetischen Feldes). Die moglichen Energien

der Gitterschwingungen, also die Eigenenergien von Hpqrm, sind gegeben
durch

1

E= ) hwd)mn(d+3) (4.55)
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mit den Besetzungszahlen ng(q) (d.h. den Quantenzahlen der einzel-
nen harmonischen Oszillatoren sq), die alle natiirlichen Zahlen annehmen
konnen; die einzelnen Zustdnde des Gitterschwingungsspektrums kénnen
also beliebig oft besetzt werden. Zu jedem der g-Werte gibt es dr Frequen-
zen ws(q), (s =1,...,dr); man bekommt also dr verschiedene Disper-
sionsrelationen oder Zweige des Phononenspektrums. Die ws(q) sind

periodisch beziiglich der reziproken Gittervektoren G,
ws(q) = ws(q + G) (4.56)
was man aus der entsprechenden Relation fiir die dynamische Matrix D(q)

entnehmen kann.

Man kann sich jetzt klarmachen, dass es d Phononenzweige gibt, deren Di-
spersion wg(q) — 0 fiir ¢ — 0, und zwar linear mit q = |q|. Dazu betrach-
tet man spezielle Auslenkungen der Atome des Kristalls, sodass alle Atome
in die gleiche Koordinatenrichtung 1 schwingen und die Auslenkungen aller
T Atome in einer Elementarzelle genau gleich sind; die Auslenkungen ﬁEfT)
von Gleichung (4.32) héngen fiir diese speziellen Zweige nicht mehr vom
Atomindex T ab. Fiir die Kristalle mit einem Atom pro Einheitszelle ist

das der einzig mogliche Fall. Aus der Bewegungsgleichung wird dann
Mng(a)uieiq.Rno = Z (Dnﬁ,n”t’iuieiqknlo (4~57)
n’t’
Einziger Unterschied in den Auslenkungen von Elementarzelle zu Elementar-

zelle liegt also in der Phasenverschiebung durch den Faktor eldRn Wi
entwickeln (4.57) jetzt fiir kleine q bis zur 2. Ordnung:

- - 9 =1 . =
M (s (0)4+V5ws (@) |o_pa+...) " = Zcbm,n/ﬁ(1+1q-R—§(q-R)2+...)
n’t/

(4.58)

Man kann nun einen Koeffizientenvergleich fiir die verschiedenen Ordnun-
gen in q durchfithren, und wihrend 0. und 1. Ordnung nur auf Symmetrie-
relationen fiir @ fithren, ergibt die 2. Ordnung in q

- ~ 1 =
M. (va‘ws(q”a:o ) q)2 = - 5 Z q)nTi,n’T’i(R ’ q)2 (4-59)
nt’

Damit muss w;(q) linear mit q gegen 0 gehen, genauer

wf(a) = Z Ci;jdid; fiir kleine ’a‘ (4.60)

®)
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Fiir die Phononenzweige, bei denen die Atome innerhalb einer Elementar-
zelle gleichméfig ausgelenkt werden und schwingen, ist also eine lineare
Dispersionsrelation und ein Verschwinden der Eigenfrequenzen fiir kleine
g zu erwarten. In d Dimensionen gibt es d solche Zweige. Diese Zwei-
ge nennt man akustische Phononen, weil sie den Gitterschwingungen
entsprechen, die durch Schallwellen angeregt werden kénnen und die den
Schall durch den Kristall transportieren. Die restlichen d(r—1) Zweige des
Phononenspektrums nennt man optische Phononen. Anschaulich ent-
sprechen sie Schwingungsanregungen, bei denen die verschiedenen Atome
in der Einheitszelle gegeneinander schwingen. In Ionenkristallen, bei denen
die Massenpunkte in der Elementarzelle unterschiedliche Ladung tragen,
kénnen solche Schwingungen durch elektromagnetische Felder, also z.B. op-
tisch angeregt werden, daher der Name. Die Eigenfrequenzen verschwinden
nicht fiir @ — 0. Bei Kristallen mit nur einem Atom in der Elementarzelle
gibt es nur akustische Phononen. Neben der Klassifikation nach akustischen
und optischen Phononen ist noch die nach transversalen und longitudinalen
Phononen iiblich. Zumindest fiir bestimmte Symmetrierichtungen kénnen
die Auslenkungen eL(q)||q parallel zum Wellenvektor q oder el(q) L g
senkrecht zu q sein; man spricht dann von longitudinalen bzw. transversa-
len Phononenzweigen. Insgesamt gibt es daher transversal optische (TO),
longitudinal optische (LO), transversal akustische (TA) und longitudinal
akustische (LA) Phononenzweige.

Die Steigungen der linearen Phononendispersion bei kleinen Wellenvekto-
ren (groBen Wellenléingen)

w2 (q) ~ ¢s(q)g fir g — 0 (4.61)

repréisentieren die Schallgeschwindigkeiten, die in der Regel von der

Richtung %‘ abhéngen. Diese stehen in enger Beziehung zu den elastischen

Konstanten des Kristalls. Die Dispersionsrelationen besitzen die volle Sym-
metrie der Punktgruppe des Kristalls, d.h. fiir jede Symmetrieoperation D
aus der Punktgruppe gilt

ws(Dq) = ws(q) (4.62)

Dieser Sachverhalt gilt in gleicher Weise fiir die elektronische Bandstruktur.
Daher geniigt es, die Phononenzweige in einem Teilbereich der Brillouin-
zone zu kennen, die dann durch die Symmetrieoperationen auf die gesamte
Brillouinzone abgebildet werden kann. Fiir das kubisch flachenzentrierte
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Gitter (siehe Abb. 4.2) ist das wegen der hohen Symmetrie nur 1/48 des ge-
samten Brillouinzonenvolumens; das irreduzible Teilvolumen ist ein Split-
ter, der den Gammapunkt I' mit 1/6 Sechseck und 1/8 Quadrat als Stirn-
flaichen verbindet. In Abb. 4.2 sind die traditionellen Bezeichnungen fiir
die Punkte hoher Symmetrie eingezeichnet: I' = (0,0, 0) ist der Ursprung
des reziproken Gitters (diese Bezeichnung ist fiir alle Kristallgitter iiblich).
Weitere Punkte mit Namen sind Sechseckmittelpunkte L = (1/2,1/2,1/2),
Quadratmittelpunkte X = (1/2,0,1/2), Eckpunkte W = (1/2,1/4,3/4) sowie
Kantenmittelpunkte zwischen zwei Sechsecken K und zwischen Quadrat
und Seckseck U. Auch die Verbindungsgeraden mit hoher Symmetrie haben
schon feste Bezeichnungen, z.B. A = [, L], £ = [I",K], Delta = [T, X].
Fiir andere Kristallgitter werden die Bezeichnungen jedoch oft mit anderer
Bedeutung wiederverwendet.

Z

Abbildung 4.2:
1. Brillouinzo-

ne des kubisch
flachenzentrierten
Kristallgitters mit
den Bezeichnun-
gen fiir Punkte
und Geraden ho-
her Symmetrie.

Einheiten, in denen die Phononendispersionen iiblicherweise angegeben
werden, sind Frequenzen v, Wellenzahlen v = 1/x oder Energien E = hw,
die iiber E = hw = hv = hcV zusammenhéngen. Die Groflenordnung
sind typischerweise Terahertz (1 THz = 10'2 Hz) fiir v, 100 em™ ! fiir ¥
und einige Millielektronenvolt fiir hw. Fiir die Umrechnung (z.B. 1 THz =
4.136 meV) ist Tab. 4.1 niitzlich.
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THz | 100 em™! | 10 meV

THz 1 0.3336 | 0.4136

100 em~! | 2.9979 1 1.2398
10 meV | 2.4181 | 0.8066 1

Tabelle 4.1: Umrechnung zwischen Frequenzen, Wellenzahlen, Energien.
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Abbildung 4.3: Berechnete (Linien) und gemessene Phononendispersion
fiir das Metall Al mit kubisch flichenzentrierter Struktur (aus Rev. Mod.
Phys. 73, 515 (2001)).

In Abb. 4.3 und 4.4 sind Phononendispersionsrelationen fiir Aluminium
und fiir Diamant gezeigt, die wir kurz diskutieren wollen. Die eingezeich-
neten Kurven sind mithilfe von Dichtefunktionaltheorie berechnet, die wir
in einem spateren Kapitel kennenlernen werden. Die Dispersion ist entlang
der Richtungen [100], [110] und [111] in der Brillouinzone gezeigt, die den
Geraden X, A, A aus Fig. 4.2 entsprechen. Entlang der [100]- und [111]-
Richtungen sind die transversalen Zweige (mit der niedrigeren Energie)
zweifach entartet, aber entlang [110] spalten sie in zwei separate Zweige
auf, was mit geringerer Symmetrie in dieser Richtung zu tun hat. Al mit
einem Atom pro Einheitszelle hat also wie erwartet maximal drei akustisch
Phononenzweige.

Diamant hingegen (siehe Fig. 4.4) hat zwar dasselbe Bravaisgitter, weshalb
wir dieselben Entartungen der akustischen Zweige wie bei Al finden, aber
zusétzlich gibt es bis zu drei optische Phononenzweige, da Diamant zwei
Kohlenstoffatome pro primitiver Einheitszelle hat. GaAs (siehe Fig. 4.5)
mit Zinkblendestruktur, die sich von der Diamantstruktur nur durch die
zwei verschiedenen Atomsorten in der Einheitszelle unterscheidet, zeigt in
der Phononendispersion ingesamt groBe Ahnlichkeit mit der von Diamant,
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Abbildung 4.4: Berechnete (Linien) und mit inelastischer Neutronen-
streuung gemessene Phononendispersion fiir Diamant (aus Europhys. Lett.

32, 729 (1995)).
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Abbildung 4.5: Berechnete (Linien) und gemessene Phononendispersion
fiir den Halbleiter Galliumarsenid mit Zinkblendestruktur (aus Rev. Mod.
Phys. 73, 515 (2001)).

aber auch Unterschiede im Detail; insbesondere sorgen die unterschiedli-
chen Massen von Ga und As dafuer, dass die transversalen und optische
Zweige sich am X-Punkt nicht kreuzen und teilweise entartet sind wie bei
Diamant. Die kleine Aufspaltung zwischen longitudinalen und transversa-
len optischen Phononenzweigen am I'-Punkt bei GaAs hat mit einer makro-
skopischen Polarisation zu tun, die bei einer bindren Verbindung wie GaAs
auftritt. Aus den auftretenden Phononenfrequenzen (bis 300 cm ™! bei Al
und GaAs, bis 1300 cm ™! bei Diamant) kann man auch ablesen, dass Dia-
mant weitaus hérter ist, also stdrkere Bindungen und damit eine stirkere
Kriimmung der Potentialenergiefliche in den Gleichgewichtspositionen Ry
aufweist.
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4.5 Thermodynamik der Phononen

Durch die Behandlung der Gitterschwingungen in harmonischer Ndherung
haben wir einen Hamiltonoperator (4.54) fiir wechselwirkungsfreie Bosonen
erhalten. Wir konnen damit die thermischen Eigenschaften eines Festkorpers
berechnen, die auf die Phononen zuriickzufiihren sind, indem wir ein Stan-
dardproblem der statistischen Physik 16sen, das eines idealen Quantengases
von Bosonen. Dafiir ist die Besetzungszahldarstellung und das grofikanoni-
sche Ensemble zweckméfig. Da es sich bei den Phononen um Quasiteilchen
handelt, gibt es keine Teilchenzahlerhaltung und damit kein chemisches Po-
tential. Die innere Energie des Phononensystems ist durch den thermischen
Eigenwert des Hamiltonoperators (4.54) gegeben:

E = (Hharm) Zhw (a ag,) + ) (4.63)

mit der Bosefunktion als thermischem Erwartungswert des Besetzungszahl-
operators

1
q

(ng >_<aqs qS>_T

)
e T —1

T ist die absolute Temperatur in Kelvin, und kg ist die Boltzmannkonstan-
te. Auf dieses Ergebnis kommt man wie folgt: Die Besetzungswahrschein-
lichkeit fiir den Zustand n eines einzelnen Oszillators ist (laut Boltzmann-
verteilung)

(4.64)

En _(n—o—%)hw
e kBT e kBT
P. = — 4.65
= . (1.65)
mit der Zustandssumme
TL+§ hw w
7 — Ze KT — e 2kBT Ze “SBT —e ZEBT 1 — (4.66)

1_e kBT

Taxt =
wobei wir eine geometrische Reihe verwendet haben. Damit findet man fiir
die mittlere Besetzungszahl

(n+1)hw _% —T‘L%

_ l - ij — Z“ ne ° = Zn ne o 4.67

<Tl> — Z n-e B - ( 1)hw - _nhw ( . )
: e Ty e



und wegen

hw
) o hw (—)e "t
a—ane ni _ 2o el (4.68)
w . Zne kgT

kgT O 1

hw
_—_1 _nkT = — 1
™= T e “Ze ’ how | ot

hw
kBT 0 _hw kBT kg -|-€ kBT

kgT

1
h Thw — hw (469)
1—e *»T ekl —1

Fiir die innere Energie erhilt man durch Einsetzen der Bose-Funktion
E = h —1 ! 4.70
Z (.U hws(q) —I_ 5 ( : )
e T —1

mit der temperaturabhéngigen Nullpunktenergie
1 IR
Eo= ) ghws(d) (4.71)

als additiver Konstante. Die Grofie

Q(wi(d)) = —oeld)

haws (q)
e T —1

(4.72)

stellt den Energiebeitrag des Oszillators s, g im thermischen Mittel dar.
In zwei Grenzfillen lassen sich die g-Summen ndherungsweise berechnen:

1) Grenzfall hoher Temperaturen

Da die Phononenspektren nach oben begrenzt sind, gibt es Temperaturen
mit

kgT > hw(q) fiir alle s, q (4.73)

Dann kann man die Exponentialfunktion entwickeln:

. 1 1 1hws(q)
E= Y hw _ =Y kT 142
% w(cl)<1+1;st +__.1+2> EZ B (+2 T )
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(4.74)

In fithrender Ordnung bleibt also in Dimension d fiir einen Kristall aus N
Einheitszellen und 1 Atomen pro Einheitszelle

E(T) = dNrkgT fiir kgT > hw (4.75)

d.h. das Dulong-Petit-Gesetz fiir die innere Energie von dNr klassischen
harmonischen Oszillatoren. Nach dem Gleichverteilungssatz der klassischen
statistische Mechanik trégt jeder Freiheitsgrad (jede Impuls- oder Ortsko-
ordinate), die quadratisch in die Hamiltonfunktion eingeht, mit %kBT Zur
inneren Energie bei. Daraus ergeben sich %NkBT fiir das klassische ein-
atomige ideale Gas, gNkBT fiir zweiatomige ideale Gase. Ein klassischer
harmonischer Oszillator hat also zwei Freiheitsgrade, einen der kinetischen
und einen der potentiellen Energie, und damit ist gerade (4.75) fiir dNr
harmonische Oszillatoren zu erwarten; das bestétigt sich also im Grenzfall
hoher Temperaturen.

2) Grenzfall tiefer Temperaturen

Fiir jede noch so tiefe Temperatur gibt es Schwingungs-Eigenfreqenzen
ws(q) mit hws(q) < kgT (akustische Phononen verlaufen nahe des I'-
Punktes linear). Daher kann man fiir die akustischen Phononenzweige keine
Tieftemperaturentwicklung mit der Annahme kg T < hiw machen. Hinge-
gen kann man annehmen, dass die Temperatur so tief ist, dass nur Pho-
nonen im linearen Dispersionsbereich w o<  thermisch angeregt werden
kénnen. Dann treten in der g-Summe nur noch die d akustischen Zweige
auf, und es gilt

hieiq
g e’ —1

wobei der Index j iiber die d akustischen Zweige lduft, und c; sind die ent-
sprechenden, im allgemeinen verschiedenen Schallgeschwindigkeiten (ver-
gleiche GI. (4.61)). Wir ersetzen jetzt die q-Summe wie in Gleichung (4.42)
durch ein Integral:

\% heiq \% kgT\ ¢ X

kT — 1
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mit der Substitution

heiq he; kgT . keT\¢ 4
=99 G = M ag dg = Blax: dig = [ SBL) qdx (4.78
kT 0 kT o8 GO T R @0 AT R x (4.78)

Dieses Integral lduft iiber die erste Brillouinzone oder die primitive Ein-
heitszelle; zwar ist am Zonenrand die Dispersion nicht mehr linear, aber
dafiir gilt fiir die Zustédnde dort huw > kgT, und die Besetzungswahrschein-
lichkeit wird Wegen des Bosefaktors exponentiell klein. Die ursprunghchen
Grenzen 0 bis o fir alle d Komponenten ¢; werden zu 0 bis ak T ; daher
konnen wir die obere Grenze fiir hinreichend kleine Temperaturen d.h.

Tthe;

kpT < (4.79)
durch oo ndhern. Wegen Isotropie des Integranden kann das d-dimensionale
Integral auf ein eindimensionales Integral reduziert werden. Speziell fiir

d =3:

R N S R Y
E—EO = ( ) 3(hC]) 47TJO dXeX_l 0(hC]) (kBT) (4.80)

Hier wurde eine iiber die drei méglichen Zweige und eventuell noch iiber die
verschiedenen Richtungen gemittelte Schallgeschwindigkeit C; eingefiihrt.

Auflerdem wurde das Integral fo dxz— = 711—; verwendet. Also folgt der
Beitrag der Schwingungsanregungen zur inneren Energie fiir ein dreidimen-
sionales System einem charakteristischen T*-Gesetz fiir tiefe Temperaturen.
Das ist wie beim Photonengas (Hohlraumstrahlung), nur gilt es dort fiir
alle Temperaturen. Das ist eine Folge der linearen Dispersion w o< (, die
bei Photonen immer und bei Phononen nur fiir niedrige Anregungsenergien
gilt, und des bosonischen Charakters. Aus der inneren Energie erhélt man
unmittelbar die experimentell gut zugéngliche spezifische Wéarme Cy (pro

Volumen). Fiir dreidimensionale Systeme gilt bei tiefen Temperaturen

10E 2, [ksT)\®
Cv=vaT 57Tk8<hc,-) (481)

und fiir hohe Temperaturen

N
Cv = 3y,7ks (4.82)
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Der Gitteranteil der spezifischen Wirme hat also ein T3-Verhalten fiir tiefe
Temperaturen und geht in einen konstanten Beitrag fiir hohe Temperatu-
ren {iber, wenn alle Schwingungsmoden thermisch angeregt werde kénnen.
Experimentell ist das gut bestétigt.

Ein vereinfachtes Modell, das beide Grenzfille enthédlt und dazwischen
sinnvoll interpoliert, ist das Debye-Modell. Es beruht auf den folgenden
Annahmen:

1) Im ganzen relevanten g-Bereich gilt ein lineares Dispersionsgesetz

w(d) = ¢ (4.83)
wobei mit ¢; wieder eine geeignete gewahlte mittlere Schallgeschwindig-
keit ¢; gemeint ist.

2) Die Brillouinzone wird durch eine Kugel vom Radius qp ersetzt. Die
Debye-Wellenzahl gp ist so zu bestimmen, dass die Zahl der Zustande
gleich der Zahl der Atome N ist. (Da das Debye-Modell nur die akus-
tischen Zweige beriicksichtigt, ist die Zahl der Atome pro Einheitszelle
als 1 = 1 angenommen). Dann hat diese Kugel das gleiche Volumen
wie die Brillouinzone, die sie ersetzt. Diese Debye-Kugel vereinfacht das
Ausfiihren der Integrale.

Die Debye-Wellenzahl ist demnach definiert als (wir nehmen hier d = 3
an)

N—Zl—

q,/q1<ap

dpo 3
J d3q1 = LZJ dqq® = %q—D (4.84)
[al<ap 27 Jo 2n” 3
Daraus ergibt sich

dp = 672 — . (4.85)

Die Debye-Wellenzahl ist also einfach durch die Dichte der Atome im Kris-
tall bestimmt, die auch im thermodynamischen Limes endlich bleibt. Fiir
die innere Energie erhélt man fiir 3 Dimensionen im Debye-Modell:

VvV it dp hc: 3
E—Eo=3 L atqnid 5V 4nJ dq—rcy
ldl<dp 0

(271)3 ei:f 1 (271)3 e%_
V o (ksT\? o X3

=3—=| — ) kgT d 4.86
272 (th ) b JO A (4.86)

64



mit derselben Substitution wie (4.78). Man definiert iiblicherweise eine
Debye-Temperatur @p und eine Debye-Frequenz wp durch

kB@D = hchD = th (4.87)
Unter Verwendung von V = % und xp = h]i;—qTD = G)TD folgt
3 keT \° _ [ 3
E—apr—ﬁﬁN( B )kﬂj dx—>
27T hchD 0 e —1
T 3 @D/T X3
= 9N — ) kgT d 4.88
(o) T | o (4.58)
Fiir die spezifische Warme pro Volumen erhélt man im Debye-Modell
N/ TN\ [ xtex
Cy=9—-|=— ] k dx——— 4.89
=5(e5) s, T )

Im Grenzfall kleiner Temperaturen kann man das bestimmte Integral wie-
der ausfithren und erhélt

T\°N
Cyv =234 — | =k 4.90
o= m(g,) v 0

Fiir hohe Temperaturen, d.h. @TD < 1 kann man den Integranden nach x
entwickeln und erhélt somit

N
Cy = 3vk3 (4.91)
also wieder das Dulong-Petit-Gesetz fiir die drei akustischen Zweige, die
beim Debye-Modell nur beriicksichtigt sind. Fiir mittlere Temperatur T

muss man die Debyefunktionen

X 3 _ X 4oV
MMZL®;4 fm:L@@%F (4.92)
numerisch auswerten, sodass eine Berechnung der vollen T-Abhéngigkeit
der spezifischen Wirme moglich wird. Die Debye-Temperatur kann fiir die
verschiedenen Materialien durch Anpassung an experimentelle Ergebnisse
fiir die spezifische Wérme bestimmt werden. Op liegt in der Gréfenordnung
102 — 103 K; solche Temperaturen bzw. die zugehorigen Energien von
~1072 eV sind charakteristisch fiir die Phononen. Beispiele: Al @p =
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394 K, Diamant ©p = 1860 K, Kalium @p = 100 K. Die Schallgeschwin-
digkeit, die bei ¢; ~ 102 — 10° m/s liegt, hingt eng mit @p zusammen.
Der hohen Debye-Temperatur von Diamant entspricht die hohe Schallge-
schwindigkeit von 10000 — 20000 m/s (je nach Zweig und Richtung).

Ein anderes stark vereinfachendes Modell fiir Gitterschwingungen ist das
Einstein-Modell. Es macht die einfache Annahme

ws(q) = wy fiir alle s, q (4.93)

Dann erhélt man fiir die innere Energie ()_¢ ¢ fiihrt zum Faktor 3Nr)

Wy

E =Ep+ 3Nr g (4.94)
eks’ — 1
und die spezifische Wérme

B0 hg 2 €)

10 N ek’ K TOZ N @E e+ =+

Cy = =—E =3—rhw s =3—=71k T
bovar v 0 e%—12 v B(T> (e(iTE—l)2
(4.95)

wobei die fiir das Phononensystem charakteristische Einsteintemperatur
durch

kB@E = hwo (4.96)

gegeben ist. Im Grenzfall hoher Temperaturen erhélt man durch die Ent-
(]
wicklung e T a1+ + ...

N
E— EQ = SNrkBT, CV — SkaB , (4.97)

also wieder das Dulong-Petit-Gesetz. Im Grenzfall tiefer Temperaturen ist
(C] Q
die Ersetzung et —lmet gerechtfertigt, und man findet

e N O 2 Sid
E—Eyp = 3N1kgOge™ T | Cy = 3V1‘k13 (T) e T . (4.98)

Innere Energie und spezifische Warme verschwinden also exponentiell fiir
T — 0. Das ist charakteristisch fiir Systeme mit einer Liicke im Anregungs-
spektrum (beim Einsteinmodell ist die Liicke gerade hwy = kg©Og).
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4.6 Phononen-Zustandsdichte

Fiir viele Zwecke sind nicht alle Informationen erforderlich, die eine genaue
Kenntnis von wg(q) liefert. Oft geniigt die Kenntnis, ob es bei bestimm-
ten Frequenzen Schwingungsanregungen gibt und wenn ja, wie viele. Die
Grofle, die diese Information enthélt und fiir das Phononenspektrum cha-
rakteristisch ist, ist die Zustandsdichte n(w). Sie ist definiert als Zahl der
Schwingungszustédnde mit Eigenfrequenz im Frequenzintervall dw bei w
pro Frequezintervall und pro Volumen oder pro Einheitszelle; beide Normie-
rungen sind gebréuchlich (z.B. Ashcroft-Mermin verwendet pro Volumen)
und unterscheiden sich nur um einen Faktor der atomaren Dichte N/v. In
Formeln ist die Definition der Zustandsdichte:

NZZM ws(d NZLBZ B~ wi(@)
(4.99)
Damit gilt
n(w)Aw Jw+Aw dw’'n(w’) = iZJwJFAw dw’§(w’ — w(q))
) NE
= % (Zahl der Zusténde zwischen w und w + Aw)

(4.100)

Insgesamt ist die Zustandsdichte hier auf d - v normiert.
J:o don(w)=4d-r, (4.101)

d.h. die Gesamtzahl der Schwingungszustinde pro Einheitszelle ist dr. We-
gen
1

%13(1) ImX T 7td(x) (4.102)

lasst sich die Zustandsdichte auch schreiben als

n(w _———ZZ w+10+—ws(a) (4.103)

—
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Ein wesentlicher Grund fiir die Einfiihrung der Zustandsdichte ist die Tat-
sache, dass viele Groflen letztendlich nur von der Frequenz oder der Energie
abhingen; vom Wellenvektor hingen sie nur implizit iiber w(q) ab. Solche
Groflen, wie z.B. die innere Energie, lassen sich darstellen als

Q=) Qlws(q)) (4.104)
$,q

und miissten eigentlich durch Berechnung der q-Summe bzw. des entspre-
chenden d-dimensionalen g-Integrals berechnet werden. Kennt man jedoch
die dem Schwingungsspektrum entsprechende Zustandsdichte n(w), dann
gilt

(0.0)

Q= J dwn(w)Q(w) (4.105)
0

Damit ist nur noch ein eindimensionales Integral {iber die Zustandsdichte

zu berechnen.

S(w+Hd w

Abbildung 4.6 S(w)
Zweidimensionale Illustra-

tion der Konstruktion von

Gl. (4.107). Die geschlosse-

nen Kurven sind die durch

ws(q) = w definierten dq -/
Fléachen.

Die Gleichung

—

ws(q) = w (4.106)

definiert eine Fliche S(w) im g-Raum, und zwar die Fliche der g-Punkte,
fiir die die zugehorige Frequenz genau gleich w ist. Die Zustandsdichte ist

daher proportional dem Volumen einer Schale im g-Raum, die von den
Flachen S(w), S(w + Aw) gebildet wird. Es gilt daher

V ds
n(w)dw = N g L(w) (Qﬂ)ddqj_ (4.107)
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wobei ds ein Flichenelement von S(w) bezeichnet und dq; den Abstand
zur Fliche S(w + dw) bei diesem Punkt die Oberfliche:

Somit gibt das Integral insgesamt das gesuchte Schalen-Volumen. Fiir die
Punkte der Schale S(w + dw) gilt, wenn q ein Punkt auf S(w) ist:

ws(q +dq) = ws(q) + Viws(q) - dg = w + dw (4.108)
Daraus folgt
dw = Vaw,(d) - dd = [Vaw,(d)| - dg, (4.109)

Damit erhalt man fiir die Zustandsdichte

\Y4 1 ds
@) = G2 (o L(w) NETRE] (4.110)

Die Zustandsdichte ist also durch ein Oberflichenintegral iiber die Flache
mit konstantem w gegeben. Im Eindimensionalen wird dies besonders ein-

fach, da die ,Flache“ nur aus einem Punkt besteht; es ist daher nur die
Ableitung der Dispersionsrelation zu berechnen und q durch w zu substi-
tuieren. Bei einer einatomigen linearen Kette mit Kopplung K zu néchsten
Nachbarn ist die Dispersion fiir einen Zweig gegeben durch

w?(q) = —(1 — cos(qa)) — —sin <%> (4.111)

Daraus ergibt sich

w(q) = 2\/§cos (%) - a\/% (1 _ sin? (%)) (4.112)

Damit ist die eindimensionale Phononenzustandsdichte (ein Faktor 2 ergibt

sich wegen gleichen Verhaltens fiir positive und negative q)

2

(W) a 2 1

niplw) = = —

b /XK w2 T wZ  — w?
2ma M a1 max

(4.113)

mit der maximalen Frequenz wWmgx = 2\/%. Diese Zustandsdichte ist in
Abb. 4.7 gezeigt.

Bei w = W treten die fiir eine Dimension typischen Van-Hove-Singu-
laritaten auf. Allgemein sind fiir Nullstellen von Vaws(a) Singularititen
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zu erwarten. Diese entsprechen waagerechten Tangenten in der Dispersi-
on ws(q) fiir bestimmte Zweige s. Fiir kleine Frequenzen ergibt sich die
Zustandsdichte aus der linearen Dispersionsrelation der akustischen Pho-
nonen; dort ist |V ws(q)] = ¢; und die Fliachen konstanter Frequenz sind
d-dimensionale Kugeln. Daher ist das Verhalten der Zustandsdichte fiir

kleine w:
L 1
d=1: n(w)=— =% _ const
N27me; 27
F 2
d=2: n(w)=2—21—3 __2 &

N~ (27)2¢; 2mc?

q2 3(13

d=3: n(w) =3X47'[

= w
N (2m)3¢;  2mc)

(4.114)

Speziell fiir das Debye-Modell in 3D gilt das w?-Verhalten der Zustands-

dichte im ganzen Bereich:

3 ..
2i303w2 fir 0 < w < wp
np(w) = )

0 sonst
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Das Integral iiber die Zustandsdichte ist (mit wp = ¢jqq = Cjy/ 6712%)

wa ( 303 5
wnplw) =——swpy =3 4.116
|, awnote) = 55wt (4.116)

d.h. es gibt 3 akustische Zweige. Die Zustandsdichte des Einsteinmodells
ist noch einfacher; sie ist durch eine Deltafunktion gegeben:

ne(w) =d-r- 6w — wyp) (4.117)

4.7 Streuung an Gitterschwingungen

Die ideale Methode zur Bestimmung der Phononendispersion ist die in-
elastische Neutronstreuung (vergleiche Kapitel 2.3 ). Dabei verlisst ein
mit Impuls fh einlaufendes Neutron den Kristall mit Impuls hik’, wobei
ein Phonon mit Wellenvektor £q emittiert bzw. absorbiert wird. Es gilt
Impulserhaltung

k=X +4q (4.118)
und Energieerhaltung

h2k2 th/Q
oM., 2M,,

+ hwg(£q) (4.119)

mit Masse des Neutrons M, und oberes/unteres Vorzeichen fiir Emissi-
on/Absorption. Aus der Messung von Streuwinkel ¥ und Energieverlust
des Neutrons werden der Wellenvektor k' und daraus q sowie ws(q) des
Phonons bestimmt. Der Streuprozess wird nun durch den differentiellen
Streuquerschnitt (oder Wirkungsquerschnitt) beschrieben, fiir den in Born-
scher Naherung gilt:

= A-S(q, w) (4.120)

Dabei enthélt Aa Details des Wechselwirkungsmechanismus, wobei () den
Raumwinkel des gestreuten Teilchen relativ zum einfallenden Teilchen dar-
stellt, und S(q, w) ist der dynamische Strukturfaktor. Letzterer enthilt
die volle Information iiber die Struktur. Zu dieser Grofle gelangt man, wenn
man eine Struktur starr durch die individuellen Teilchen positiven 1; durch
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die Wahrscheinlichkeit beschreibt, zwei Teilchen mit einer gegebenen rela-
tiven Position zu finden. Ausgehend von einer Teilchendichte

N
)= 8(r—m7) (4.121)
i=1

kann man die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion
Con(T,7) = (T + 7 ) (7)) (4.122)

definieren, bei der (...) je nach Zusammenhang einen thermischen oder
quantenmechanischen Mittelwert darstellt. Integration und Normalisierung
ergibt

P(¥) = §<Jd3r26 FF T8 7)) = <o (Y 8+ 7))
Y

:_Zelq‘r <Zelq Ty rl>

(4.123)

wobei wir die Deltafunktion durch eine Fouriertransformation ersetzt ha-
ben. Darin identifizieren wir den statistischen Strukturfaktor

- 1 G T
_ N< Z el m> (4.124)
ij
Durch Umformung erhalten wir

S(q) = Z 1+<Zelq T ”> —1+]\\J/J d3r'g( e ia-r’ (4.125)
j#

mit der Paarverteilungsfunktion g(7). Man kann nach g(r) auflsen:
R 1 SN
_ NZelqr(S(q)—l) (4.126)
q

Diese Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen bei T zu finden,
wenn sich bei T = 0 ein Teilchen befindet. Den statistischen Strukturfaktor
konnen wir auch schreiben als

_ % < Y eny e—ﬁ-?j> (4.127)
i j
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oder, wenn wir fiir die Atome in den Gleichgewichtspositionen T; — Tj =
R + Ry schreiben

B % T
T n G T

wegen ) eldRn = N 2¢ 655 , da sich die Phasen fiir alle q # G aufhe-

ben. S(q) weist also scharfe Peaks bei den reziproken Gittervektoren G auf.
Er kann auch durch die Fouriertransformierte Dichte dargestellt werden.

1

=y J drn(r) AT Z el (4.129)

Fiir g # 0 beschreibt das Abweichungen von der mittleren Teilchendichte
G0 =N = % : diese heiflen Dichtefluktuationen; den Strukturfaktor
kann man als Funktion der Teilchenzahlfluktuationen Na = nEV schreiben

S(q) = N(NaN_a} (4.130)

Es handelt sich also um eine Fouriertransformierte Dichte-Dichte- Autokorrelationsfunk
Um nun Korrelationen zwischen zeitabhéngigen Teilchenpositionen zu be-
schreiben, verwendet man den dynamischen Strukturfaktor

= 1 —1w ig-r 11'
S(d ) = - [avers <Zeqm w0\
1

- ; dte L (NN 5(0)) (4.131)

Wir nehmen jetzt an, dass wir ein Bravaisgitter vorliegen haben und dass
die Ionen zeitabhéngige Positionen

RN

Ru(t) = Rng + n(t) (4.132)

mit Gleichgewichtspositionen R,,o haben. Dann ist der dynamische Struk-
turfaktor

R 11 (., e
S(q,w) = s | at elwt Z (el Rn(D—iaRA(1))
J
1 1 [ . — N —_ = R
= —— | dt elwt elq.(Rno—'—un(O))e_lq'(Rn’0+un’(t)) 4.133
N 27t | Z< > ( )

/
nn A
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Bei der Auswertung des Erwartungswertes A miissen wir die U, als quan-
tenmechanische Operatoren auffassen (da wir sie bald durch Phononen-
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken werden), und die Gleich-
gewichtspositionen sind Parameter. Also gilt

RN —
—

A — eiq-(Rno—Rn/0)< eﬁ.ﬁn(me—ﬁ-ﬁn/(t)>

— —
RN [EEGRSEEN —

wobei im letzten Schritt eine Form des Baker-Campbell-Haussdorff-Formel

A~

ereB = eAMBealABl fap1s [A A, B]] = [[A,B],B] = 0 (4.135)
verwendet wurde. Auflerdem bendétigen wir die Kumulantenformel
(el) = e2(L) (4.136)

fiir den thermischen Erwartungswert und eine Linearkombination L =xa+
ya von Boseoperatoren. Aus der Kombination beider Theoreme folgt

<eAeB> _ o3(A*H2AB+B?) (4.137)
und damit

(lTTn(0) =@ D)) — = 2W e (@ Oy (1) (4.138)
mit

2W = ((q - un(0))*) = ((q - wn(t))?), (4.139)

dem sogenannten Debye-Waller-Faktor. Damit ist der dynamische Struk-
turfaktor

B dt | ch (G onE
S, w) = €_2WJ—€lwt o 10Rn o { (@R (0)) (@ (1)) 4140
(a4, w) o En (4.140)

Wir entwickeln fiir kleine Auslenkungen

{EONETN) 1 4 (G- 6 (0))(@ - (1)) (4.141)
In 0. Ordnung erhalten wir
S)(d, w) =e 2Y5(w)N Y 5o (4.142)
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Die Summe lauft {iber die reziproken Gittervektoren G, und da der Im-
pulsiibertrag q des Neutrons nicht auf die 1. Brillouinzone beschrinkt
ist, bedeutet diese Gleichung, dass in 0. Ordnung in den Auslenkungen,
also im starren Gitter, nur Neutronenreflexe vorkommen, bei denen der
iibertragene Impuls einem reziproken Gittervektor enspricht. Damit wird
also bei endlichen Temperaturen die Intensitat der elastischen Braggpeaks
durch den Debye-Waller-Faktor verringert.

Nun kommen wir zur ersten Ordnung in den Auslenkungen und schreiben
diese durch Phononen-Erzeuger und -vernichter:

- h
_ T \z kR
u, = —(a= +a' - )e; (k)e no 4.143
N EZ 2ij(k)( ot ey (4.143)
n

Damit erhélt man fiir den Strukturfaktor in 1. Ordnung in den Auslenkun-
gen:

Siy(d. w _Mzzm% (d- ¢(a)*({al ag)d(w — w;(@))

+(1+(a’ a g))s(w+ wj(a)))
(4.144)
Also sind scharfe Deltapeaks von S(l)(ﬁ, w) bei den Phononeneigenfre-
quenzen (Uj(a) zu erwarten; deshalb eignet sich die Messung des Struk-

turfaktors durch Neutronenstreuung zur Ausmessung des Phononenspek-
trums.
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5. Nicht wechselwirkende Elektronen im Fest-
korper

Das Thema dieses und der folgenden Kapitel ist die elektronische Struk-
tur des Festkorpers. Dabei nehmen wir zunéchst an, dass das Gitter starr
ist, d.h. dass die Ionen am festen Positionen R, sitzen; das entspricht
der Entkopplung von Elektronen- und Gitterbewegung, die in der Born-
Oppenheimer-Naherung gerechtfertigt ist. Wir nehmen sogar an, dass die
Temperatur so niedrig ist, dass die Ionen nicht aus ihren Gleichgewichts-
positionen ausgelenkt sind. Wir betrachten auch zunéachst Elektronen, die
nicht miteinander wechselwirken (d.h. deren Coulombabstoung vernach-
lassigt wird). Erst im néchsten Kapitel wird die Begriindung nachgeliefert:
ein wechselwirkendes Elektronsystem lasst sich oft auf ein nichtwechselwir-
kendes abbilden, wobei die Wechselwirkung in Parametern verschwindet.
Man kann sich das Einteilchen-Potential also als effektives Potential vor-
stellen. Wir diskutieren den Hamiltonoperator

H= Z —I—ZZ\) (5.1)

i=1 n=1

mit Zahl der Elektronen N, Zahl der Atome N, pi Elektronenimpuls und
v(Ti — R,) Potential fiir ein einzelnes Elektron, das von der Einheitszelle
n erzeugt wird. Hat die Kristallstruktur eine Basis, dann ist

v(Ty — R Z v(r ) (5.2)

Ein Hamiltonoperator (5.1) heifit Einteilchen-Hamiltonoperator, da er
sich additiv aus Einteilchen- Anteilen zusammensetzt; die exakten Einteilchen-
Eigenfunktionen lassen sich als antisymmetrisches Produkt der Einteilchen-
Eigenfunktion darstellen (als Slater-Determinante). Die Antisymmetrisie-
rung ist wegen des Pauliprinzips erforderlich und ist hier die einzige Auswir-
kung des Vielteilchencharakters. Ein echter Vielteilchen-Hamiltonoperator
mit Wechselwirkungstermen \_)(?i—?j) lasst sich nicht mehr als Summe von
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Einteilchenanteilen darstellen, und die exakte Vielteilchen-Eigenfunktion
ist nicht mehr als Slater-Determinante darstellbar.

5.1 Elektronen im periodischen Potential

Wir beginnen mit einem einzelnen Elektron im periodischen Potential, fiir
das die Schrodingergleichung

2
Hwﬂz( hxﬂ+wm}mw=wﬁ) (5.

Com

mit translationsinvariantem V(1)
V(¥) = V(r+R), R Gittervektor (5.4)

gilt. Mit der Symmetrie der Translationsinvarianz ist eine Erhaltungsgrofie
verbunden, die mit dem Hamiltonoperator vertauscht, und zwar der Trans-
lationsoperator Tﬁ um Gittervektoren. Er ist definiert durch

N

Tf(r) = f(r +R) (5.5)

fiir beliebiges f(T). T vertauscht mit H: [TE’ H] = 0, denn

THf(T) = T§(2ﬁ—2 + V(?)> f(r) = (ﬁ—Z +Vr+ ﬁ)> f(r+R)
m 2m
=2 N
— (2%1 + V(?))f(?+ R) = HTA(T) (5.6)

Die Translationsoperatoren vertauschen auch untereinander: [Tﬁ’ Tﬁ,} =0,

TﬁTﬁ, = Tﬁ,Tﬁ = T§+§’ (5.7)
Also miissen die Eigenfunktionen von H als gemeinsame Eigenfunktionen
von H und allen Tﬁ ausgewéahlt werden konnen:

Hb() = eb(F): Tab(r) = e(R)p[7) (58)
mit den gemeinsamen Eigenfunktionen \(r) und Eigenwerten C(ﬁ) von To.
Fiir diese gilt:

N —

¢(R)c(R") = ¢(R+R"); ¢(R)e(—R) =1; c(R)?

N

c(2R). (5.9)



Fiir die Normierung gilt

= Jd?’r w(r)|* = Jd?’r [W(r+R)[* = Jd?’r R F[w@|* = [eR)*.
(5.10)

Daraus folgt
¢(R) = ei*R | (5.11)

und die Eigenfunktionen des gitterperiodischen Hamiltonoperators erfiillen

B(F+ R) = eFR(7) (5.12)

Die Eigenfunktionen kénnen sich also von Elementarzelle zu Elementarzelle
um einen Phasenfaktor unterscheiden. Allerdings ist die Elektronendichte
wieder periodisch

WE)|" = [+ R (5.13)

Wie im Kapitel 4.3 beriicksichtigen wir die Endlichkeit des Systems wieder
durch periodische Randbedingungen; dann gilt fiir die Eigenfunktionen

Y(r) = (T + Njay) (5.14)

mit den primitiven Einheitsvektoren ai, i =1, ..., d. Das System umfasst
N; Einheitszellen in den Richtungen 1 =1,...,d, insgesamt N = I T; Ni.
Dadurch sind die k-Werte, die wieder auf die erste Brillouinzone beschrankt
werden konnen, quantisiert und nehmen nur N diskrete Werte an:

d
= 5 e ) 519

Durch die Taylorentwicklung

T) (5.16)

T = enkP (5.17)
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gegeben ist. Zur Konstruktion einer gemeinsamen Elgenfunktlon 1|)A( ) von

Hamiltonoperator und Translationsoperatoren, wobei e1k R die Eigenwerte
von Tﬁ sind, definieren wir

W-(F) = e T (F) (5.18)

Diese Funktionen sind gitterperiodisch, denn

U—E(?‘Fﬁ) — e—ik.(?—l—R)ll)E(?_l_ﬁ) — —1kre—1kR ik- Rll)é( ) — U{(?) (5.19)

Also finden wir fiir die normierten Eigenfunktionen eines Einteilchen-Hamil-
tonoperators mit gitterperiodischem Potential:

1
Po(r) = N T

mit gitterperiodischem Blochfaktor ui( ). Das ist das Bloch-Theorem.
Die Einteilchen-Eigenfunktionen eines gitterperiodischen Hamilton-Opera-
tors sind also gegeben durch ein Produkt aus einer ebenen Welle und dem
gitterperiodischen Bloch-Faktor. Ein Beispiel fiir eine Blochfunktion in 1D

ist in Abb. 5.1 gezeigt.

r) (5.20)

1 L
05| -
0 oo ' e ' e
| l ' {1 Abbildung 5.1:
Blochfunktion {y(x)
05F N .
fiir ein eindimensiona-
| les periodisches Potenti-
L/ 11 al mit Gitterkonstante a
A e b ynd fiir eine Wellenzahl

-10a -5a 0 5a 10a x k= 0.157_[/(1.

Aus der Schrodingergleichung kann man eine partielle Differentialgleichung
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fiir die Blochfaktoren gewinnen:

272 N o
V() = (=7 4+ V() ) e () = e ()
2 .
— _ % lkT( K2 4+ 2ikV + Vz)ué( ) + V(r)e uz(r)
(5.21)

Fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone muss man also fiir uz(?) losen:

2
h(k)u(T) = [h ( v+k) +V(?)]w(?) — c(u(r)  (5.22)
2m k k

Der Wellenvektor geht als Parameter ein. Da uz(?) periodisch beziiglich
Gittertranslationen ist, handelt es sich um eine Randwertaufgabe in ei-
ner einzelnen Einheitszelle. Als Losungen sind fiir jedes feste k Eigenwerte
en(k) und Eigenfunktionen u k( T) zu erwarten. Diese konnen auf der Ein-
heitszelle orthonormiert werden:

N [N

1
d3rut u_ ~(1) = dnn 5.23
e JV *(Fu o (F) (529

Fiir die Blochfunktionen ll)nf(?) = Ll ?unz(?) gilt dann

v e 1 *
ellk—kIR Jv d3runk(r)u 2 =020 (5.24)
pEZ

Eigenfunktionen 1 - ( ) und Energieeigenwerte sn(k) fiir das Elektron im
periodischen Potentlal sind also durch zwei Quantenzahlen zu klassifizie-
ren, den Wellenvektor k aus der 1. Brillouinzone und den Index mn, der
die diskreten Eigenwerte des Randwertproblems fiir die Blochfunktionen

—

unz(r) nummeriert. Dieser Index heiffit Bandindex n. Es gibt unendlich

viele Bénder, da der effektive Hamiltonoperator h(i) selbstadjungiert ist;
seine Eigenfunktionen uni(?) bilden eine Basis auf dem Raum der iiber
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der Elementarzelle Vg7 quadratintegrablen Funktionen. Also muss auch
die Vollstandigkeitsrelation

D WP (1) = Voezd(r — 1) (5.25)

erfiillt sein. Zwar sind die erlaubten k-Werte diskret, aber da sie in der Bril-
louinzone dicht liegen, werden die Dispersionsrelationen en(k) als Funk-
tionen einer kontinuierlichen Variable k betrachtet. Allerdings kann es an
speziellen Punkten, Linien oder Flichen der Brillouinzone zu Bandentar-
tungen mit ¢,(k) = &,/(k) fiir n # n’ kommen.

Ein anderer Beweis fiir das Bloch-Theorem lauft iiber die Fourier-Transfor-
mation der Schrédingergleichung, die wir im Folgenden bendétigen. Da das
Potential periodisch ist, kann man es in eine Fourierreihe entwickeln, wobei
die Fourierkoeffizienten durch die reziproken Gittervektoren bestimmt sind:

—

P iﬁ? : 1 Gr
T) = ZV§€ CT mit Ve = Viz JV - d*rV(r)e” (5.26)

G
Auch die gesuchte Wellenfunktion wird als Fourierreihe angesetzt:

EEGEEN

(1) =) cgeld” (5.27)

—

q

Die Wellenfunktion ist nicht als gitterperiodisch Vorausgesetzt aber sie

muss die periodischen Randbedingungen erfiillen: q = Z? 1N “ib; mit n; €

7., wobei die b; das reziproke Gitter aufspannen und die g nicht auf die
erste Brillouinzone festgelegt sind. Die Systemgrosse ist Njai;, 1 =1,. .., 3.
Jede Funktion, die die periodischen Randbedingungen erfiillt, lasst sich
so darstellen. Jetzt setzen wir die Fourierentwicklung fiir Potential und
Wellenfunktion in die Schrédingergleichung ein:

( o V2+V( ))xp( ) = ——V2+ZV4 )aneﬁ?

N thQAlqr = G—|— )T
-y (! B . S
q 2q2 q qG
:Z<zmca+ZVa ()T = e



(5.28)

und damit
2 2

Z K’Zm —a)&—l—z ] eld = 0 (5.29)

RGN

Da die Funktionen €97 ein Orthonormalsystem bilden, folgt
h2q2
(2m —a)cajtgvga =0 (5.30)
G

N

Zu jedem ¢ (aus dem gesamten E—Raum) existiert nun ein eindeutiges k
aus der ersten Brillouinzone und ein eindeutiger reziproker Gittervektor
Gy sodass d = k — G. Dann folgt

(?n(k — Gp)* — 8) Cog, T Z Vgiao(:fia =0 (5.31)

Das stellt fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone ein lineares homogenes Glei-
chungssystem fiir die Koeffizienten i g, dar. Es werden nur Koeffizienten
verkniipft, die sich um reziproke Glttervektoren unterscheiden. Also gibt es
fiir jedes k aus der 1. Brillouinzone ein eigenes Gleichungssystem, das von
denen zu anderen k' entkoppelt ist. Man kann also die méglichen Losungen

nach k klassifizieren und erhéalt

N

ZCA _eil=G)T ””Ze ~e GT (5.32)

Also lassen sich die Eigenfunktionen der Schrodingergleichung darstellen
als

—
—

—

(Y Likers
Po(r) = e (1) (5.33)
mit E aus der 1. Brillouinzone und

Z‘* 2e 8T = (T +R) wegen ¢ R =1 (5.34)

Es ergibt sich also wieder das Blochtheorem.
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5.2 Fast freie Elektronen

In dieser Naherung sind der Ausgangspunkt freie Elektronen, fiir die das
periodische Potential eine kleine Storung darstellt, das in quantemecha-
nischer, zeitunabhéngiger Strérungsrechnung behandelt werden kann. Wir
beginnen mit der fouriertransformierten Schrédingergleichung

R2 .
(?n(k_ Go)? — )CA = ZV@ ¢S g0 (5.35)

mit k aus der 1. Brillouinzone und reziproken Gittervektoren é, éo. In 0.
Ordnung im Potential kann man dieses ganz vernachlissigen (V =~ 0).

In diesem Fall sind alle Fourierkoeffizienten VE exakt null; daher folgt aus
(5.35)

(%(k_ Go) )Cﬁ EO =0 (536)
also entweder

S _ 0

e g, =0 oder € = & g, (5.37)

Der zweite Fall tritt nur fiir ein einziges Gg ein, es sei denn, einige der

e wiren gleich fiir mehrere verschiedene Gy. Wenn keine solche Entar-

k—Go
tung vorliegt, hat man wie erwartet freie Elektronen als Losung. (Im Fall

eines Satzes von reziproken Gittervektoren Gy, ..., Gy, die E(EO )E =...=
— Ul
(0)

e~ . erfiillen, gibt es m unabhéngige, entartete Ebene-Wellen-Lésungen,

und man hat die freie Wahl bei den ¢ = ) Es folgt

2
(0) _ .(0) h
=ex (k)= = k—G .
3 eGO() e & =5 —( 0)? (5.38)

Das Gitter ist durch reziprokes Gitter und Brillouinzone beriicksichtigt,
aber eigentlich macht sich erst das von Null verschiedene periodische Gitter
bemerkbar. Fiir freie Elektronen hat man wie immer die Dispersion

R h2q2
(0) _
€ — 5.39
(a) = —— (5.39)
und ebene Wellen als Eigenfunktionen
N 1 ==
() = —el®” (5.40)

vV
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mit dem Volumen V des Systems und diskretem q, das alle mit den peri-
odischen Randbedingungen vertréglichen Werte durchléuft, also nicht auf
die 1. Brillouinzone beschrénkt ist. Darstellbar ist es aber immer durch k
aus der 1. Brillouinzone und reziprokem Gittervektor Gg, sobald man eine
Gitterstruktur zugrunde legt:

2
*_A_é 01y h _\_A 2 IR Ly 1 1G0r 1kr
G =k—Go. el (k) = 5 —(k—Go)*, g, (K] = —e” (5.41)

Eigenenergien und -funktionen sind durch zwei Quantenzahlen charakte-
risiert, k aus der 1. Brillouinzone und Go Die Eigenfunktionen sind ein
Produkt aus ebener Welle e‘k " und der gitterperiodischen Funktion e ~iGoT T
dem Blochfaktor im Fall freier Elektronen. Die G tibernehmen die Rolle

des Bandindex n.

8(k)T
Abbildung 5.2: Freie
Elektronenbénder in ei-
ner Dimension; ausge- i i
dehntes und reduziertes _4j 4—“_k>
Zonenschema. a 1 B7 a

Die Abb. 5.2 zeigt die Bandstruktur freier Elektronen fiir ein eindimen-
sionales System ohne periodisches Potential, bei dem aber die Periodi-
zitdt durch Brillouinzonengrenzen beriicksichtigt ist. Wegen der Transla-

tionsinvarianz ist die Dispersion periodisch mit Periode 2 F d.h. die freie

Elektronen-Parabel kann bei jedem reziproken Gittervektor Go = 2%‘,
n € Z beginnen. Das fithrt zu dem sogenannten ausgedehnten Zonen-
schema, in dem in jeder Kopie der ersten Brillouinzone dieselbe Informa-
tion steckt. Daher geniigt es, sich auf die 1. Brillouinzone zu beschrinken,

die reduziertes Zonenschema genannt wird. Hier gibt es zu jedem k aus
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der 1. Brillouinzone unendlich viele erlaubte Energieeigenwerte, die sich im
reziproken Gittervektor Gy unterscheiden.

Wir kommen jetzt zum Fall eines endlichen periodischen Potentials. Zunéchst
kann der Potentialnullpunkt so gewéhlt werden, dass der Potentialmittel-
wert, die 0. Fourier-Komponente, verschwindet:

1 -
Ve =V = J drv(r) =0 (5.42)
0 Viez VpEz
Dann folgt aus der fouriertransformierten Schrodingergleichung (5.35)
(0) o e
(Ez_ao —e)ep g = ; Ve g o g (5.43)
G#Go
Darin ist € die gesughte neue Eigenenergie in Anwesenheit des Potentials,
die sich aber nicht zu sehr von E(EO )a unterscheiden sollte, da das Potential
—0

als schwach angenommen ist. Wir betrachten jetzt das Band zu G1. Dann
kann man annehmen, dass die Fourierkoeffizienten ¢ - fiir G # Gy klein
sind, da sie ja fiir verschwindendes Potential verschwinden.

Dann ist ndmlich nur Co g, = % # 0 (siehe Gleichung (5.41)). Man kann
sich jetzt klarmachen, dass die rechte Seite von (5.43) zweiter Ordnung
in V ist. Dazu betrachten wir Gleichung (5.35) noch einmal, schreiben sei

diesmal aber fiir ein anderes G, d.h. wir fragen nach den Co & die zur

selben Eigenenergie im Band éo gehoren.

(0)
E— & =~ )C =2 = V= _c. ==V= =C> = + V= _c. =
( k—GO) k—G G-G k-G Go—G "k—Go G-G k-G

2 a0

GAG G+£Go,G
(5.44)

Wir haben also aus der Summe den gréffiten Summanden herausgezogen
da Cr_g, von GroBenordnung 0(1) ist. Dieser Term ist also linear in V,
die anderen Terme der Summe sind mindestens von Ordnung 0(V?). Wir

konnen sie also fiir kleines V' vernachlassigen und erhalten

o= —0 8 ol (5.45)

Ve Ve
_ (0 o G—Go Go—G . .
(e £§_§0>Ck—Go = Z 0 Co G, (5.46)
G k-



und damit
_ .(0) G—Go

Dies entspricht der quantenmechanischen Brillouin-Wigner-Storungsreihe
bis zur zweiten Ordnung in der Storung V (dabei taucht die gesuchte
Energie € links und rechts auf, was zu einer polynomialen Gleichung in

¢ fithrt). Jetzt muss eine Fallunterscheidung vorgenommen werden: Wenn

keine Entartung vorliegt, d.h. das untersuchte Energieniveau 8%0)6 ist nicht
—40
(0)

(auch nicht nahezu) entartet mit einem der anderen Energieniveaus et
G # Gy, dann kann man auf der rechten Seite die gesuchte Energie € durch

ihre 0. Ndherung eio)a ersetzen; damit bleibt man exakt bis zur Ordnung

k—Go
V? im periodischen Potential als Stérung. Das ergibt

2
Ve = ’
_ .(0) ’ G—Gp
£ 5.6, (0) (0) (5-48)

G#Go k-Gy k-G
Das entspricht gerade der Rayleigh-Schrédinger-Storungsreihe bis zur 2.0rd-
nung. In den Bereichen der Brillouinzone, in denen keine Bandentartun-
gen der ungestorten freien Elektronenenergien auftreten, sind die in 2.0Ord-
nung Storungstheorie im periodischem Potential berechneten Eigenenergi-
en somit um Terme der Groflenordnung X—z gegeniiber den Energien der
freien Elektronen modifiziert, wobei Ae der Energieabstand benachbarter
Bénder ist. In der Regel ist |Ag| = !8%0)6 — 8%0)6’ > |V|] , und dann ist
die Ndherung fiir die FEigenenergien gut. g/or allem ist aber die Bandver-
schiebung zweiter Ordnung in V. Wir werden gleich sehen, dass im fast
entarteten Fall eine Verschiebung auftritt, die linear in V ist und die des-
halb die wesentliche Verschiebung ist. Nun kommen wir zum 2. Fall der
Fallunterscheidung, und zwar den k-Punkten in der Brillouinzone, bei de-

nen Entartung vorliegt: 8%0 )a = 8%0)6 fiir verschiedene Gittervektoren
—0 K=ol

Go # Gi. In der Umgebung dieser k-Punkte ist die Rayleigh-Schrodinger-
Storungsrechnung nicht mehr moglich, da verschwindende Nenner zu Di-
vergenzen fithren wiirden. In der Regel liegt die Entartung aber nur fiir
zwei reziproke Gittervektoren vor, und man darf fiir diesen Summanden
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G=G 1 in (5.47) nicht € durch e ersetzen, fiir die anderen aber schon:

k—Go
2 2
. v V. 4|
(k) =¥ 4 G- GOO) + Z S (5.49)
k—Go E(k) — e A A — &

k—Gy G#Go,Gl k— Go k—G

Der zweite Term ist jetzt von Ordnung V, sodass der dritte von Ordnung
V? dagegen vernachlissigbar ist. Mit der Nebenrechnung

(e—eg)le—e1) =V2P e —eleg+e1)+eoer — V2 =0

~ et = %((80 +e1) £ /(eo+ €1)2 +4(V2 - 5051))

1
_ 5((eo+al)i\/(e,o—al)2+4v2) (5.50)
folgt
oy 10 (0) (0) (0) )2 2

ek =3 [%_ao foag Ty —se) TV Gl 69
Genau am Entartungspunkt k mit 8%0)6 = 8%0)5 gibt es jetzt die zwei
neuen Eigenenergien ’ 1

+1) _ (0 S

ef(k) = e + \VGO_Gly (5.52)

Die Entartung wird also durch die Anwesenheit des periodischen Potentials
aufgehoben. Die Korrektur an Entartungspunkten ist in Abb. 5.3 gezeigt.

s(k)T

Abbildung 5.3: Korrekturen
zu den freien Elektronenbandern
am Rand der 1. Brillouinzone in

Anwesenheit eines kleinen periodi-
4l schen Potentials.

Bislang haben wir eindimensionale Beispiele fiir Bandstrukturen betrach-
tet. Als Beispiel fiir eine freie Elektronendispersionskurve in 3 Dimensionen
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Abbildung 5.4: Freie Elek-

tronenbander in einem kubisch
flachenzentrierten Gitter.
r X

Quelle: Rossler, Solid State Theory L

ist in Abbildung 5.4 die Dispersion in einem fcc-Gitter gezeigt. Die Disper-
sion, die am TI'-Punkt beginnt, ist an den Zonenrdndern zuriickgefaltet;
alternativ kann man die zuriickgefalteten Zweige auffassen als Parabeln,
die an I'-Punkten anderer Brillouinzonen an den reziproken Gittervekto-
ren G beginnen. Einige dieser Zweige sind entartet. Ein schwaches peri-
odisches Potential dndert dieses Bild, indem es einige Entartungen auf-
hebt und einige Bandliicken 6ffnet; Aluminium ist ein gutes Beispiel fiir
eine solche Bandstruktur, die man auf die Naherung fast freier Elektronen
zuriickfithren kann (siehe Abb. 5.5). Dadurch weicht auch die Zustands-
dichte (siche Abb. 5.6) kaum von dem Quadratwurzelverhalten ab, das
man fiir freie Elektronen erwartet.

Abbildung 5.5: Bandstruktur
von fcec Aluminium.
Quelle: Rossler, Solid State Theory
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' Abbildung 5.6:

| | ; P Zustandsdichte von fcc Alu-
0

0 02 04 06 08 10 1.2 mMminium.
energy in Ry Quelle: Rossler, Solid State Theory

5.3 Tight-Binding-Modell

Das Modell der fast freien Elektronen liefert zwar ein qualitatives Verstand-
nis fiir die Bildung von Energie-Bandern und Bandliicken sowie fiir das
grundsétzliche Aussehen von Bandstrukturen fiir bestimmte Bravaisgitter,
aber es ist nicht fiir quantitative Bandstrukturberechnungen geeignet. In
der Regel ist ndmlich das periodische Potential, das die Voraussetzung fiir
eine Storungsrechnung ist, nicht schwach. Das Potential ist im Grunde
stark, und das bildet den Ausgangspunkt fiir eine alternative Methode, die
vom Grenzfall der stark gebundenen, lokalisierten Elektronen ausgeht. Man
startet mit isolierten Atomen, nimmt an, dass deren Eigenzustdnde und
-energien bekannt sind und betrachtet die Modifikation dieser Zusténde,
wenn man die Atome nahe zusammenbringt.

Wir setzen also das Problem eines isolierten Atoms am Ort R

_\2 N

2O g (¥ R) = En@n(F—R) mit HE" = 2 v(F —R) (5.5
m

N

als gelost voraus. v(T — R) ist das in der Regel attriktive Potential, das ein
Elektron durch ein Atom (oder mehrere) am Ort R erfahrt. Die Quanten-
zahl n bezeichnet einen vollstdndigen Satz von atomaren Quantenzahlen,
z.B. n = (1,1, m, 0) mit Hauptquantenzahl i, Bahndrehimpulsquanten-
zahlen (1, m) und Spinquantenzahl o = :I:%. Die Spinentartung wiirde erst
durch Spin-Bahn-Wechselwirkung oder Coulomb-Wechselwirkung aufgeho-
ben. Wir miissen jetzt herausfinden, wie dieses atomare Problem modifi-
ziert wird, wenn das Atom nicht mehr isoliert, sondern in einem Kristall
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von gleichartigen Atomen umgeben ist. Der Hamiltonoperator lautet dann

72
P = Dy _ tom /(= /. /
_TﬁZV(T_R) = HEO™ L AVE(T) mit AV Zv T—R’)
R'#R
(5.54)

AVE(?) ist also das Potential aller anderen Atome aufler dem am Ort R, und
es soll hier als Storung betrachtet werden. Die Idee dahinter kommt von
der elementaren Theorie der chemischen Bindung: Wenn man zwei Atome
zusammenbringt, dann spalten je zwei atomare Niveaus in einen bindenden
und einen antibindenden Zustand auf; genauso sind von drei Atomen drei
Niveaus und von N Atomen n Niveaus zu erwarten. Wenn nun N wie im
Festkorper sehr grof ist, dann liegen die N Zustédnde praktisch dicht und
bilden ein Kontinuum von Zusténden in einem Energieintervall, d.h. ein
Energieband.

Nun brauchen wir einen geeigneten Ansatz fiir die Wellenfunktion des vol-
len Festkorper-Hamiltonoperators H. Zunéchst einmal werden die Zusténde
noch nicht aufgespalten, wenn die atomaren Wellenfunktionen so schnell
abfallen (d.h. so stark lokalisiert sind), dass sie in dem Bereich, in dem
AVE(?) von Null verschieden ist, bereits verschwinden. Dann sind die @ (T—

R) auch Eigenzustidnde von H:
Hon (¥ — R) = (HX™ + AVL(¥)) @n (¥ = R) = Enen(r—R) (5.55)

Sie sind dann allerdings noch nicht in der Form von Blochzusténden, aber
ein Blochzustand 1aB3t sich sofort konstruieren:

—

P (7) \/_ Z elkR(pTL T —R) (5.56)

Das so definierte 1|)nz(?) erfiillt die Bedingung fiir eine Blochfunktion

b (7 +R) = Ry _(7) (5.57)

denn

N N
N RN

¢n§(?+R):Ze*R’¢n? +R—R) = 1‘<R[Zeﬂ< R R, (¥ — (R —
R’ R’

_ eik-R{Z ek Ry, (7 — R)} _ eik-Rll)nz(?)
R
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(5.58)

wobei wir benutzt haben, dass wir wegen der periodischen Randbedingun-
gen die Summation iiber R’ durch die Summation iiber R — R ersetzen
konnen. Aulerdem gilt

H (1) = Eqp (7).

Die atomaren Niveaus bleiben also auch im Festkorper Eigenenergien; sie
bilden dispersionslose, k-unabhéngige Bander. Allerdings trifft die Annah-
me (sehr rascher Abfall) nur fiir Rumpfzusténde zu, nicht fiir Valenzelektro-
nen, deren Wellenfunktionen gerade durch Uberlapp Bindungen ausbilden.
Trotzdem koénnen wir Gleichung (5.56) auch in diesem Fall als Ansatz ver-
wenden, nur dass diese Blochfunktionen keine exakten Eigenzusténde fiir
den Kristall darstellen. Die ll)nf(?) sind nicht normiert; es gilt

1 oo P -
<1|)n§‘q)n/§ - N; elk(Rl k) J dgr (Pn(T - RQ)(PTL’(T - Rl)
R1,Ro

=) ™ J A’ @ (F = R)@u (1) = b + ) e ot (R)
R RA0
(5.59)

wobei wir in der Integration iiber den Raum T — T + Ry ersetzt haben,

und Zﬁh@ — N} - wegen der Abhéngigkeit nur von R = Ry —R;. Dabei

haben wir eingefiihrt
o (R) = J &r o (F — R) o () (5.60)

d.h. den Uberlapp der an den Gitterplitzen 0 und R lokalisierten atomaren
Funktionen @, @ . Nach dem Ritzschen Variationsverfahren ist die beste
Néherung fiir die Energieeigenwerte im Rahmen des Ansatzes

W)

(5.61)
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Wir miissen noch das Matrixelement im Zahler auswerten:

(W Hb ) = End W 5

1 T o L = L = =
+g e J d’ry(f—Ry) 3 V(T —Rs) @u(r —Ry)
RiRo .ﬁs#ﬁ

:AV§1 (1)

(5.62)

Das Integral lduft iiber ein Produkt von drei Funktionen ok (r — Ra),
v(r — R3) und @n(T — Ry), wobei jeder der drei Faktoren eine um R;
lokalisierte Funktion darstellt, also nur in der Umgebung des jeweiligen
Zentrums R; deutlich von 0 verschieden ist. Wenn also alle drei Positionen
Ri, Rg, R3 paarweise verschieden sind, dann sind in allen Raumbereichen
mindestens zwei der drei Faktoren klein; wenn aber zwei R; gleich und nur
vom dritten verschieden sind, dann gibt es einen Integrationsbereich, in
dem der Integrand nicht so klein ist. Die drei Félle sind:

1) ﬁlzﬁg#ﬁg

B: = % Z J a’r (pfl(?—ﬁl)AVE (F)@n(F—Ry) = J d*r @} (P AV (T) on(T)
Ry

(5.63)

Das entspricht den Erwartungswert des Potentials aller anderen Atome
im atomaren Zustand eines Atoms an einem festen Gitterplatz, den man
einfach zu 0 wéhlen kann. Dabei handelt es sich also um eine konstante
Energieverschiebung gegeniiber dem atomaren Energieniveau.

2) Ry = Ry # Ry

Dann ist
1 S . L=
N X R | @ (7 RV~ Re) ol Ri)
R1#Rz2
= ) e iR J d*r 4T — RV —Ron(t) = Y e *FA(R) (5.64)
R£0 R£0

3) R1 #Ra # Ry # Ry
Das ist der Fall der Dreizentrenintegrale, bei denen in allen Integrations-
bereichen mindestens zwei der drei Faktoren klein sind; diese Beitréige
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vernachlissigen wir:

J d3r @ (T — Ro)v(T — R3) @n(T — Ry) = 0 (5.65)

Das ergibt zusammengenommen bereits die Bandstruktur in der Tight-
Binding-Niherung;:

R B _|_Z —1kR)\ )
En(k)::.En RA
1+ ZR#O e—lkRoc (R)

wit B = | &1 i) Y vlr — Rlpn(d
R£0

— —

A(R) = J & @7 (F — RIV(F — R)on(7)

N

«(R) = | &1 937 = Rlgul® (5.66)

Zusitzlich wird in der Regel noch angenommen, dass die auftretenden
R-Summen auf néchste oder iiberndchste Nachbarn beschrinkt werden
konnen; das ist gerechtfertigt, weil durch die Lokalisierung der atomaren
Wellenfunktionen @y (T — R) der Uberlapp mit zunehmendem Abstand der
Atome schnell klein werden sollte.

5.4 Wannierfunktionen

In der Tight-Binding-Methode werden die Blochfunktionen aus lokalisier-
ten atomaren Wellenfunktionen @y (7) konstruiert. Die Bandstruktur (k)
ergibt sich dann aus Matrixelementen des atomaren Potentials beziiglich
solcher lokalisierter Zustdnde. Alternativ kann man eine Basis von loka-
lisierten Zustdnden wéahlen, die orthonormal ist; dies sind die Wannier-
zusténde. Sie sind definiert durch

W (F — R) = % Y e Ry () (5.67)

kel.BZ
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mit Blochfunktionen 1])11?(?). Die Orthonormalitit folgt aus

o [EEGRNEEN

Jd?’rw (7= Riwi(F = Ra) = g 3 iRt Jd?’rw (P )

kk’

1? El EQ N 1? El _R\Q _ N
k k’
(5.68)

Die k-Summen sind auf die erste Brillouinzone beschrankt. Umgekehrt
kann man auch Blochfunktionen als Linearkombination von Wannier-Zustande
darstellen:

N 1 T - =
=N Y e fw(r—R) (5.69)
R

Wenn man bei der Uberlagerung lokalisierter Zusténde in Gleichung (5.67)
von Wannier-fuktionen statt von atomaren Wellenfunktionen ausgeht, ver-
schwindet das Uberlappmatrixelement o () und man bekommt die Disper-
sionsrelation

K)=E.+) e AR)
RA0

mit En Jd?’rw (—+ZVT— ) n(T)

N —

und A(R) = Jd?’rw;;(?— R)V(T — R)wy

—

™) (5.70)

Wie vorher sind dabei Dreizentrenbeitrige vernachlissigt. Auch hier wird
oft angenommen, dass sich die A(R) nur fiir wenige Nachbarn von 0 unter-
scheiden; die einfachste Version ist

(5.71)

~ ﬁ t fiir Nachster-Nachbar-Vektor
0 sonst

Den Parameter t nennt man Hopping-Matrixelement, weil er mit der Wahr-
scheinlichkeit zusammenhéngt, dass ein Elektron von einem Gitterplatz
zum néachsten iibergeht und damit delokalisiert wird. Fiir eine eindimen-
sionale lineare Kette erhélt man damit die Dispersion

e(k) = eg — 2t cos(ka) (5.72)
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fiir Gitterkonstante a. Fiir ein dreidimensionales kubisches System gilt
entsprechend

8(]2) = 2t(cos(kxa) + cos(kya) + cos(kza)) (5.73)

i 1 Abbildung 5.7:
i / \ { Verlauf der 3-
0 dimensionalen
/ | einfach-kubischen
| Tight-Binding-

Dispersion

entlang der
Hauptsymmetrie-

-1

r X M T R richtungen.

In der Abbildung 5.7 ist die Tight-Binding-Bandstruktur fiir 6/t| = 1 auf-
getragen; man erhilt ein Band, das um ¢ zentriert ist (gq ist der Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators H in Wannierzustand), von der Breite
12[t]. Das Hoppingmatrixelement t kann im Allgemeinen positive oder ne-
gative Werte annehmen. Hier haben wir s-artige, rdumlich isotrope Wan-
nierzustinde vorausgesetzt, die zu gleichen t in allen Richtungen fiihren.
Man kann sich klarmachen, dass es sich bei den durch Gleichung (5.67)
definierten Wannierfunktionen um raumlich lokalisierte Zustdnde handelt,
sozusagen um eine Verallgemeinerung von Wellenpaketen fiir den Fall ei-
nes periodischen Potentials. In einer Dimension ist das Volumen V einfach
die Lénge L = Na des Gitters; k € [~7, 7], der 1. Brillouinzone des 1D-
Gitters. Um die Wannierfunktionen explizit auszurechnen, bendtigen wir
die Blochfunktion. Diese kennen wir fiir den Fall veschwindenden Gitter-
potentials V(T) = 0. Dann ist nach Gleichung (5.41), spezialisiert auf eine
Dimension

- = iei(k*th)T — MUy (1) mit un(r) = LeiQﬁTnT,n € Z (5.74)

VL

Wegen n = 0,1, £2. ... nimmt Kegs = k4 22 alle Werte an. Die Gestalt

a
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der Wannierfunktionen ist dann

k—|—27m (r—R) _ 1 L Ja (k4220 (r—R)
Wr(r — Z dke a
kel BZ VNL27 )=

\/E[ 1 ikp2m )Ry [ ¢ Vasin g(r —R) {25n (r_R)
(

e e
27 |i(r — R) - T Tt—R

a

(5.75)

Die Wannierfunktionen sind also im Gegenteil zu den Blochfunktionen loka-
lisiert. In diesem Beispiel gehen die Wannierfunktionen algebraisch gegen 0;
wenn es in der Bandstruktur Energieliicken gibt, wird der Abfall sogar ex-
ponentiell. Man kann allerdings auch auf die Kenntnis der genauen Gestalt
der Wannierfunktionen verzichten und die Hoppingmatrixelemente A(R)
als effektive Parameter benutzen, auch als Fitparameter zum Anpassen an
experimentelle Daten. Wenn die Hopping-Matrixelemente als Parameter
vorgegeben sind, dann arbeitet man mit einem Modell-Hamiltonoperator,
der in Matrixdarstellung beziiglich der Wannierbasis folgende Gestalt hat:

H = Z Eo[nR) (nR| + Z t-= [nR) (nR (5.76)

nR R’

RN

Hierbei ist in Ortsdarstellung wy, (T — R) = <ﬂnﬁ>

5.5 Geschwindigkeit und effektive Masse

Gruppen-Geschwindigkeit

Wir fragen nun fiir ein beliebiges (freies) Blochelektron nach dem Erwar-
tungswert der Geschwindigkeit

N
—

. p e
Vo= <¢n§‘ﬁ‘¢n§> , ll)nz(r) =X krunﬁ(r) . (5.77)
Fiir [u =) schreiben wir kurz \ni) und erhalten

V= <n]2‘e_£‘?—h Velkt
mi

p + hk
= (Ul —

n£> = <n]2‘]3‘n£> + <nk‘ ‘nk>
) = (2N
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—

Diese Grofie wollen wir durch e(k) (ohne explizite Kenntnis von \E}) aus-
driicken:

N SN A hr( 2
e() = (HEk), n= PERRT (5.79)
B 2m
Oe(k 0 - - - 0 - ~10H |~
U = (—4k\) Hlk) + (k/H (—4k>) + <k — k>
ok ok B ok ok
EEAL: +hk‘4 -
- h<k‘ - k> — hw, (5.80)
denn aus (]2“2) = 1 folgt o <E\E> = 0 und
(Zm)Hi + @ (o) = e S @I =0, s
ok ok ok | |
Also folgt
o~ 10e(k
v(k) = —aa(é )
ok
und es gilt:

—

e v(k) ist eine stetige Funktion von k.

—

e v(k) ist der Erwartungswert der Geschwindigkeit und entspricht der
Gruppengeschwindigkeit des Bloch-Elektrons.

Massen-Tensor

Den effektiven Massen-Tensor definieren wir durch die zweiten Ableitungen
von ¢(k)

1\ - 0 0 en(k)
k) =

Zur Berechnung der effektiven Masse am I'-Punkt (bei k = 0) gehen wir
von der reduzierten Schrodinger-Gleichung (5.22) fiir die Blochfaktoren
aus:

(p+ hl?)2 R L
[T + V(T)] uni\(r) = En(k) unf(r) (582)
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Diese kann man umschreiben:

—9 = \ 2

p R O e P N (119 I W

o +V(r)+ T] u - (r) = (en(k) ~ o u - (1) (5.83)
Die Stérungstheorie 2. Ordnung nach k- p liefert

_ 9 N
— hk hk -
en(k) = en(0) + ( ) + - (n0[p|n0)

2m N -
h? (n0k - pn’0) (n'0fk - p[no)
- H.84
tw X a0 ©8Y
n’(#n)

da die Ink) den Gitterimpuls erhalten und k in der 1.BZ liegt. Dabei wur-
de wieder quantenmechanische Rayleigh-Schrédinger-Stérungsrechnung bis
zur zweiten Ordnung in der Stérung k - p verwendet; Voraussetzung dafiir
ist Nicht-Entartung der Bander am I'-Punkt. Fiir die Blochfaktoren schrei-
ben wir unf(?) = (r[nk).

Folglich gilt fiir den effektiven Massentensor am I'-Punkt

( 1) 85, 2 g (o 0) o)
)

me m  m2 en(0) — eq/(0) (5:85)

n’(#n)
Meistens geniigen nur wenige n’ zur Berechnung von m}. Im Falle von
Inversionssymmetrie gilt (p) = 0, sodass in der Entwicklung

2
enl(K) = en(0) + (2’:1

n

) kik; + O(k*) (5.86)
i

Terme ungerader Ordnung fehlen.

In der Umgebung des I'-Punktes ist also an jedem Band fiir kleine k eine
quadratische Abhéngigkeit von k zu erwarten, wenn das Potential inversi-
onssymmetrisch ist, wie bei freien Elektronen. Allerdings kann die effektive
Masse m* erheblich von der freien Elektronenmasse m verschieden sein.
Wenn m* diagonal und isotrop ist, hat man wieder die freie Elektronendi-
spersion vorhegen (mit modifizierter Masse m*).

Die k - p-Stérungsrechnung kann man auch fiir kg = 0 durchfithren und
findet dann die Verallgemeinerung von (5.84):

I I h2K?2
enlko +k) = en(ko) + k(b h?\ll)nko> o
L h i Z zlll()k,k >_<1I) ni, k-phd )
I n(ko) — €/, (ko)
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(5.87)

Damit gilt wie oben

I .
Vien(k) = H(tl)ng\pltl)n@ (5.88)

die Verallgemeinerung der Relation <T<h§\f<> — Ak von freien Elektronen
auf das Gitter.

Bemerkungen

e m" kann auch negativ werden; dies ist sogar generell am Rand der
Brillouin-Zone der Fall. Man spricht hier von Lochern.

e Bei kubischer Symmetrie gilt

2
(1*) — Ly A enl®) = eal0) + L oy
m/y; m 2m

o Fiir Alkalimetalle hat man bee-Gitter und

Metall | Li | Na | K Rb | Cs
Band | 2s 3s 4s DS 6s
m*/m|1.33]0.96|0.86|0.78 | 0.73

=~

Im allgemeinen sind also die effektiven Massen m* von der Grossenordnung

der freien Elektronenmassen m.

e In manchen 4f und 5f Verbindungen (seltene Erden) wie z.B. CeRu2Sis,
CeCug, UPt3, CeAls und anderen ist m*/m anormal grofl. Werte von
m*/m ~ 100 — 1000 konnen vorkommen. Man spricht von sogenann-
ten schweren Fermionen. Der Grund fiir dieses anormale Verhalten
liegt in einem Zusammenbruch der Hartree-Ndherung; lokalisierte 4f
oder 5f Momente wechselwirken stark mit den Leitungselektronen.

5.6 Elektronische Klassifikation von Festkorpern

Die elektronischen Einteilchenzustédnde im Festkorper sind durch die drei
Quantenzahlen (1, k, o) charakterisiert, mit Bandindex 1, Wellenvektor k
und Spin 0. Elektronen sind Fermionen und unterliegen dem Pauli-Prinzip;
jeder Einteilchenzustand kann also nur einmal besetzt werden. Im Ein-
teilchenbild kann der Eigenzustand fiir N, Elektronen durch Angabe der
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Besetzungszahlen {TL } mit ny € {0, 1} beschrieben werden, und es gilt

ko

Hne ) = Z (pl +Zv )\nA ZnA e1(k \né ) (5.89)
lkcr

i=1

Im Grundzustand werden die energetisch am niedrigsten liegenden Ein-
teilchenzustande besetzt, bis alle N, Elektronen untergebracht sind. Die
Energie, die zwischen den hochsten besetzten und den niedrigsten unbe-
setzten Zustand liegt, heifit Fermi-Energie Er. Man bestimmt sie durch

Y 1=2 ) 1=N, (5.90)

JEEN

lko 1
ler(k)|<Er ler(K)|<Er

Die Grundzustandsenergie ist gegeben durch
B=2 Y ealk (5.91)

len(k)I<Er

In jedem Band | gibt es genau N verschiedene k-Werte und daher 2N
verschiedene Einteilchenzustéinde (2 wegen Spin), wenn N die Zahl der
Elementarzellen ist. Bei T = 0 werden diese Zusténde von unten aufgefiillt,
bis alle Elektronen untergebracht sind. Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Halbleiter /Isolatoren: Ein Band ist ganz gefiillt, das dariiberliegende
Band ganz leer. Die Fermienergie fillt dann in die Bandliicke (Ener-
gieliicke) zwischen oberstem gefiillten und unterstem leeren Band.
Das oberste gefiillte Band heifit dann Valenzband. Es sind nur Anre-
gungen aus dem Grundzustand moglich, wenn mindestens die Energie
der Bandliicke aufgebracht wird.

2. Metalle: Die Fermienergie liegt innerhalb eine Bandes, das noch nicht
ganz gefiillt ist. Ein solches bei T = 0 nicht vollstandig gefiilltes (oder
sogar ganz leeres) Band nennt man Leitungsband. Da der Abstand
zwischen oberstem besetzten und unterstem unbesetzten Niveau ver-
nachléssigbar klein ist, sind Anregungen mit beliebig kleinem Ener-
gieaufwand moglich.

Information aus Bandstrukturen
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Wir betrachten Elementarzellen mit Z, Elektronen, also Systeme mit insge-
samt Ne = NZ, Elektronen Wenn /. ungerade ist und kein Bandiiberlapp
aufgefullt und das 2 + -te Band
bleibt halbgefullt. Nach dleser einfachen Uberlegung ist 1mmer ein Me-
tall zu erwarten, wenn Z. ungeradzahlig ist, und das trifft auch oft zu.

Wenn jedoch Z, gerade ist und kein Bandiiberlapp existiert, dann werden
die untersten % Béander ganz gefiillt und man erwartet einen Halbleiter
oder Isolator. Das ist weniger gut erfiillt, denn die Voraussetzung der nicht
iiberlappenden Béander gilt oft nicht. Bei der Diskussion kann man jedoch
die abgeschlossenen Schalen, die Edelgaskonfigurationen entsprechen, au-
Ber Acht lassen und nur die &ufleren, nicht vollstdndig gefiillten Schalen
betrachten; die Zahl dieser dufleren Elektronen nennen wir Z..

e Z! = 1: Das gilt fiir Alkalimetalle (Li, K, Na, Rb, Cs) und Edelmetalle
(Cu, Ag, Au). Man erwartet ein halbgefiilltes s-Band als Leitungsband
und daher gute Metalle (vgl. Abb. 5.8).

10.0 ;
I Abbildung 5.8:
50 | Bandstruktur von
I bce Na. Das Lei-
- tungsband ist her-

0.0 vorgehoben. Als

Energienullpunkt
ist Ef gewahlt.

r H N T b N p Berechnet mit FPLO.

Energie ¢ (k) [eV]

e Z, = 3 : Al, Ga, In, Tl: die Fermienergie sollte in den p-Béndern
liegen und man erwartet Metalle.

e Z! = 2 : Erdalkalimetalle Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra. Trotz gerader
Elektronenzahl sind das Metalle, da s- und p-Bénder iiberlappen.

o Ubergangsmetalle Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn mit Elek-
tronenkonfiguration 3d™4s? oder 3d™*'4s!: die 3d- und 4s-Binder
iiberlappen; dabei sind die 4s-Elektronen stéarker delokalisiert und bil-
den ein breites Band; die 3d-Elektronen sind lokalisiert und bilden
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schmale Bénder; beide Bandsorten hybridisieren und kreuzen einan-
der; die Bandstruktur von Cu in Abb. 5.9 ist ein gutes Beispiel.

30. =

Abbildung 5.9:
Bandstruktur von 20. |
fcc Cu. Die finf

voll besetzten 3d-
Béander mit sehr

geringer Dispersi-
on verlaufen quer o |
durch das sehr -
breite 4s-Band.

Berechnet mit FPLO.

10.

Energie €, (k) [eV]

r X w K r L w U X
7
p(B)
Abbildung 5.10: 6|
Zustandsdichte von fcc S|
Cu. Die schmalen 3d-
Bénder entsprechen den 4
starken Peaks unterhalb sl
von Ef. Die iibrigen Zu-
standsdichte von 4s zeigt |
ndherungsweise VE- 1f
Verhalten (gestrichelte I i o= aursevan b —
Linie). -10 5 gnergieE_sEF o) 10 15 20

e 4. Hauptgruppe: C, Si, Ge. Diese Elemente kristallisieren in der Dia-
mantenstruktur mit zwei Atomen in der Basis, d.h. Z, = 8 pro Ele-
mentarzelle. Aus atomaren s- und p-Orbitalen werden pro Atom 4sp3-
Hybridorbitale gebildet, die tetraedrisch ausgerichtet sind. Pro Zelle
gibt es also 8 orbitale die 8 Bander bilden, die spinentartet sind; es
bilden sich (gefiillte) 4 Valenzbénder und 4 (leere) Leitungsbénder,
die durch eine Bandliicke getrennt sind (siche Abb. 5.11).

e III - V und II - VI-Halbleiter: In diesen Systemen wie GaHs, InSb,
ZmSe, 7ZnS ist die Situation &dhnlich wie beim Si, nur dass es sich

um zwei verschiedene Atome pro Elementarzelle handelt (Beispiel in
Abb. 5.12).
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50 [
0.0 / l
. N\
Ll d a7
& , Abbildung 5.11:
I < ><> Bandstruktur von
-10.0 ; Si. Die Bandliicke
/ \/ ist indirekt.
r X W K r L w u_x DBerechnet mit FPLO.
50 [ \ /
PN \| Abbildung 5.12:
”° Bandstruktur
S X \
2 I GaAs. Die
< e / \/ — Vo
g o T \v\/ Bandliicke ist di-
i L | rekt. Efist an der
I Unterkante des Lei-
00 I = - tungsbands einge-
/ \/ zeichnet.
r X W K r L W

u x DBerechnet mit FPLO.

e 5.Hauptgruppe: Sb, As, Bi haben 5 Valenzelektronen, kristallisieren
aber in Strukturen mit 2 Atomen pro Einheitszelle, d.h. Z, = 10.
Trotzdem liegt in der Regel Bandiiberlapp vor, sodass es sich um
Halbmetalle statt um Halbleiter handelt.

e lonenkristalle aus 1. und 7. Hauptgruppe: NaCl, KBr, Nal kristalli-
sieren in NaCl- oder CsCl-Struktur mit 2 Atomen pro Elementarzelle,
d.h. Z. = 8; wie zu erwarten handelt es sich um Isolatoren.

5.7 Elektronische Zustandsdichte und Fermifliche

—

Wie bei den Phononen enthélt die volle Bandstruktur &, (k) fiir viele Fra-
gestellungen mehr Information als noétig. Wenn es geniigt, zu wissen, in
welchen Energiebereichen Zustdnde liegen und wie viele, verwendet man
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die elektronische Zustandsdichte:

plE) = ¢ 3 B(E — ea(k)) (5.92)

nko

p(E) - AE ist die Zahl der elektronischen Einteilchenzunstinde mit Energie

zwischen E und E 4+ AE pro Einheitszelle. Die Fermienergie ist festgelegt
durch

Er
J dE o(E) = Z, (5.93)

—00

mit der Gesamtzahl der Elektronen pro Einheitszelle Z.. Man kann die
Zustandsdichte wieder durch ein Oberflachenintegral iiber eine Fléche kon-
stanter Energie S(E) im k-Raum ausdriicken:

VvV 1 ds
(E) = — J Bl 5.94
P N 47'[3h ; S(E) ‘Vni‘ ( )

mit der Gruppengeschwindigkeit des n-ten Bandes

1 N

Vi =+ Vien(k) (5.95)
Eine weitere Moglichkeit ist wieder
1 . 11
p(E) = ——ImG(E4+1i0") = — ——1Im — (5.96)
u 7N — E 4+ 10+ — eq (k)

nko

Besonders einfach wird die Zustandsdichte bei freien Elektronen; diese ha-

—
—

ben die Dispersionsrelation ¢(k) = ﬁf, also VkE(E) = %,Vk = %, k =
%\/ 2mE. Dann gilt

p(E)

(E) hk/m B N 471372k - N2h2 N 712h3
(5.97)

V. J ds V 47tk?m Vmk V\/2m3\/E
o N 27[3h S

Ebenso findet man, dass die Zustandsdichte freier Elektronen in zwei Di-
mensionen Pop(E) = const ist und in einer Dimension p1p(E) % Die
Form der Zustandsdichte ist also sehr stark von der Dimension des Pro-

blems abhéngig.
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Die Zustandsdichte fir freig Elektronen kann man auch aus der Definition

E) = % ana O(E — en(k)) gewinnen:

1 R\ V[ h2K?
P(E) :Nzé(E_ 2m> B N(2ﬂ)3Jdk6(E_ 2m>

ko
\% 5 h2k? V m [2m
O E— =
87T3N Jdkk ( 2m ) 72N h2 \/_ (5.98)

=1

wegen d(g(x)) =X 14 % mit einfachen Nullstellen x; von g(x):

h2k? h2k 1
g(k) =E———:9'(k) = —?;g(k) =0 < kg = :I:ﬂv2mE

:W%Jdkkﬂs(k— \/?—E> +6(k+ m)]

h
om {QmE N ZmE} _ 2myv2mE
-~ hv2mE h? h3

(5.99)

Eine Wurzelsingularitédt an der Bandkante ist charakteristisch fiir dreidi-
mensionale Zustandsdichten; ebenso findet man, dass die Zustandsdichte
fiir 2D-Systeme an der Bandkante einen Sprung macht und fiir 1D-Systeme
tritt eine 1/ \/E—Singularitéit auf. Diese dimensionsabhéngigen Charakteris-
tika von Zustandsdichten findet man auch in den einfach kubischen Tight-
Binding-Zustandsdichten wieder, die fiir eine, zwei und drei Dimensionen
in den Abb. 5.13-5.15 gezeigt sind.

£]5D(E)

05 Abbildung 5.13:
1D Tight Binding

095 0 =5 00 o5 - —pe Zustandsdichte.
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{%D(E)
2.0
1.5

1.0

Abbildung 5.14:
2D Tight Binding

0.5

Zustandsdichte. %975 -1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 T4
p3p(E)
0.8
0.6
0.4
Abbildung 5.15:
3D Tight Binding
Zustandsdichte. 0975 ~1.0 ~0.5 0.0 0.5 1.0 15/

Eine besonders wichtige Fléche konstanter Energie S(E) definiert durch
én(k) = E im k-Raum ist die Fermi-Fliche S(Ef), die im Grundzustand
die besetzten von den unbesetzten Zustédnden trennt. Fiir freie Elektro-
nen ist die Fermiflache eine Kugeloberfldche; im Allgemeinem ist die Form
kompliziert und ist charakteristisch fiir Materialien und Kristallstrukturen.

Bemerkungen zur Fermifliche

In Abb. 5.16 sind Flichen konstanter Energie S(E) fiir ein zweidimen-
sionales Tight-Binding-Modell auf einem quadratischen Gitter gezeigt. Je
nach Fiillung kénnen diese Flichen S(E) zu Fermiflichen werden. Gebro-
chenzahlige Fiillungen treten insbesondere bei Dotierung auf. Bei kleiner
Fiillung hat man anndhernd eine ”Fermikugel”, bei halber Fiillung wird
die Fermiflache flach, der Fermikorper ein Quadrat, bei mehr als halber
Fiillung schneiden die Fermilinien die Grenzen der Brillouinzone; die Fer-
miflache ist dann innerhalb der 1. Brillouinzone nicht mehr einfach zusam-
menhédngend. Im ausgedehnten Zonenschema in zwei Dimensionen liegt
aber doch wieder eine geschlossene Flache vor, die ein leeres, unbesetztes
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Gebiet des k-Raums einschlieBt. Die Fermifisiche wird also wieder eine ” Ku-
gel”, die aber nicht Elektronenzusténde, sondern Lochzusténde einschlief3t.

3FT
ol L T e -
| T ‘
0 {:) I o
Abbildung 5.16: Flachen kon-

i N, T Ay | stanter Energie S(E) fiir das

"""" | zweidimensionale Tight-Binding-
21 el PR ]

Modell.

; o ‘ Quelle: Czycholl, Theoretische

E; Ig ' I1 E) 1' é é Festkorperphysik.

5.8 Quantenstatistik und Thermodynamik fiir Festkorperelektronen

Die Vielteilchenzustande eines Elektronensystems lassen sich in der Beset-
zungsdarstellung durch \n1§6> ausdriicken, wobei fiir die Besetzungszahlen
bei Fermionen nur 0 und 1 in Betracht kommen. Fiir das wechselwirkungs-
freie System sind diese Zustdnde Eigenzustdnde des Hamiltonoperators
beziiglich der Einteilchen-Blochzustande

Hne )= ) alk)ng ) (5.100)
ko
mit Ne = ) — n— wegen der Teilchenzahlerhaltung. Bei endlichen Tem-

ko lko
peraturen sind auch angeregte Zusénde besetzt, und eine Beschreibung im

grof8kanonischen Ensemble ist sinnvoll, weil die Teilchenzahl N, vorgege-
ben ist. Dabei tritt die gro3kanonische Zustandssumme auf:

Zg = Z e P 2 (el(z)—u)nlfg _ Z H e P (sl(f)—u)nlfo

{lﬁo} {lza} lko
N 1 R B
=11 (1 + e—ﬁ(el(k)—u)) wegen ) o Bei0-wng, o B(alow)
1§0— nl?crzo

107



(5.101)

mit 3 = . Dabei muss das chemische Potential i so bestimmt werden,
dass die m1 tlere Teilchenzahl gerade die vorgegebene Teilchenzahl N, ist:

(Ne) = Z(nlw =N, (5.102)
lko

Dabei gilt fiir die mittlere Besetzungzahl des Einteilchenzustandes ko

Ny Z ankcr i (E{(@)_“)“@gl)
l/k/
LT (el enlaiod
Z
’ .(1@0');&(@0)

p(e0-n)

-B Sl(k)—u)

erweitern mit 1€

1+e

—

o (alkl-n) ] .
= — = — = f(e(k)) (5.103)
1 _I_ e_ﬁ (El(k)_u) e(-’)(ﬁl ) + 1

d.h. die Besetzungszahl ist durch die Fermifunktion

1
ePE—1) 1+ 1

f(E) = (5.104)

gegeben. Im Grenzwert kleiner Temperaturen T — 0 wird diese Funktion
zu einer Stufenfunktion

1 fiE
f(E) = wE s (5.105)
0 firE>pu

In diesem Grenzwert T — 0 geht das chemische Potential in die Fermi-
energie iiber:

W(T=0) = Ef (5.106)

Die Fermifunktion ist fiir zwei verschiedene Temperaturen in Abb. 5.17
gezeigt.
Mit der mittleren Besetzung (n— ) der Einteilchenzustinde als Funkti-

lko
on der Temperatur kénnen wir jetzt GroBlen wie die innere Energie des
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f(E)1 T/Te =0.001 —

T/Te =01 — |
0.8 i
sl \ | Abbildung 5.17:
1 Fermifunktion f(E); die
" | Energie wird in Einhei-
al | ten der Fermienergie Ef
0 ‘

0 05 1 15 EE 2 SCHIESSeI.

Elektronensystems betrachten:

U= Z(n%)al(ﬁ) =N J dE f(E)p(E)E (5.107)
lko

mit der elektronischen Zustandsdichte p(E) pro Einheitszelle. Auch die
Bedingung fiir die Teilchenzahl lasst sich so ausdriicken:

Ne= )Y (nz)=N J dE p(E)f(E) (5.108)
ko

Die hier auftretenden Integrale vom Typ
JdE H(E)f(E) (5.109)

kann man mit der Sommerfeld-Entwicklung behandeln. Sie ist anwend-
bar unter der Voraussetzung, dass H(E) mehrfach stetig differenzierbar und
integrierbar ist und fiir E — —oo verschwindet; dann gilt (durch partielle
Integration)

JOO dE H(E)f(E) = ro dEK(E)(—:—D + [K(E)F(E)]™, (5.110)

E
K(E) = J_ dE/H(E') (5.111)

die Stammfunktion von H(E) ist. Explizit ist die negative Ableitung der
Femifunktion

af 1 1
dE  KkpT (eP(E—1) 4 1) (e B(E-1) 4 1)
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Sie ist symmetrisch um das chemische Potential p und féllt nach beiden
Seiten hin exponentiell ab. Fiir T — 0 geht die Ableitung in eine d-Funktion
iiber. Bei endlichen Temperaturen ist sie nur in einem Bereich, der etwa
linear in T grofler wird, von 0 verschieden. Man muss das Energieintegral
also nur auf ein kleines Intervall um p erstrecken und entwickelt daher die
Funktion K(E) in eine Taylorreihe um u:

B — 1 L d"K(E)
K(E) = K(p) + é S(E—wt=r - (5.113)

Wenn man das in das zu berechnende Integral einsetzt, ergibt sich

e )

wegen | dE( g;)K(u):[—f(E)K(u)]o_ooo K(w)

d"TH(E
dEn— 1

JOO dE H(E)f(E) = Ju dEH(E)+Z

—x n=1

(5.114)

In die Reihe gehen also nur Ableitungen der zu integrierenden Funktion am

chemischen Potential p ein sowie von H(E) unabhingige Integrale. Weil
—g—é um W symmetrisch ist, entfallen Integrale iiber ungerade Potenzen

von (E — u). Mit der Substitution x = 3(E — u) folgt

ro dEH(E)f(E) = Ju dE H(E) +Zan(ka)2nw
T n=1

o dE2n—1 e
00 X2n 1
mit a,, = dx
" J_oo (2n)! (e + 1) (e +1)
(5.115)
Die a,, kénnen analytisch berechnet werden:
1
a, — (2 ~ m) ¢(2n) (5.116)
mit der Riemannschen Zetafunktion
= 1 1 1
m=1
Speziell ist
2
Tt 7 Tt Tt
a; = ((2) 5 as 4C( ) 190~ 360

110



Unter Verwendung der Sommerfeld-Entwicklung findet man

i 2
Zo = = [EQ(EN(E) = || dEp(E)+ T-(aT 0] + O(T)

v 2
n= % = JdE f(E)p(E)E = J_ dE p(E)E + %(kBT)2(up’(u) +p(w) +O(TH
(5.117)

Fiir tiefe Temperaturen kgT < Ef (bei vielen Metallen also auch bei
Raumtemperatur) ist w(T) nur um kleine Werte von der Ordnung (kgT)?
von Ef verschieden. Daher gilt

u(T) Er
J_ dEp(E):J_ dE o(E) + (1— Ex)p(Er) = Zt + (n— Er)p(Er)
(5.118)

Damit folgt aus (5.117):

2
Ze = Ze + (n— Ex)p(Er) + (ko T)?p(Er

Also ist die Temperaturabhéingigkeit des chemischen Potentials bei tiefen
Temperaturen
7* o' (Ef)

— Fr— —
=TS o(En

Fiir die innere Energie ergibt sich fiir tiefe Temperaturen

(kgT)? (5.119)

Er 2
WT) = | dEp(EIE + (h— En)Erp(Er) + T (keT)? (Erp'(Er) + p(E)

—0o0

702 5
= ug + EP(EF)(kBT)

(5.120)
Damit ist die spezifische Warme pro Einheitszelle
2
T
cy = Ep(EF)kZBT (5.121)

also ein lineares Temperaturgesetz, bedingt durch die Elektronen. Wenn
man die Beitrdge fiir Phononen und Elektronen zur spezifischen Wérme
zusammennimmt, findet man pro Einheitszelle

70 12 1

co(T) =yT+AT? mity = gp(EF)k% und A = Tkge—3 (5.122)
D
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Dieses Gesetz ist gut bestatigt. Speziell fiir die freie Elektronen bzw. qua-
sifreie Elektronen mit effektiver Masse m* ist die Zustandsdichte

(E) B X«/Q?)m*?)
S = N s

Mit Z. Elektronen in diesem Leitungsband folgt die Fermienergie aus

vVE (5.123)

Er V\/23m*3 3/2
— Eo(E) = ——— 124
und damit
N \*n2 3z
Er = (3Z.—7° — =€ 5.125
' ( eV“) o' 2p(Er) (5.125)
Also ist
37, 3/,
Er) = = * 12
p(EF) oF, hQ(BZQ%ﬂ)%m (5.126)

d.h. die Zustandsdichte an der Fermikante ist direkt proportional zur ef-
fektiven Masse.

5.9 Statistik von Elektronen und Lochern in Halbleitern

Nachdem wir im vorigen Abschnitt thermische Eigenschaften von Metallen
betrachtet haben (nur bei endlichem pEr ist die Sommerfeldentwicklung
anwendbar) gehen wir hier auf Halbleiter ein. Das einfachste Modell fiir
Halbleiter besteht aus zwei Béndern, einen Valenz- und einen Leitungs-
band, die durch eine Energieliicke A getrennt sind (vgl. Abb. 5.18). Wir
wihlen die Unterkante der Valenzbandzustandsdichte p,(E) zu 0, die Ober-
kante zu E,. Die Unterkante E. der Leitungsbandzustandsdichte p.(E) liegt
dann oberhalb E,:

E.—E,=A>0 (5.127)

Die Gesamtzustandsdichte ist p(E) = p,(E) 4+ pc(E). Die Fermienergie E¢
liegt in der Bandliicke, die von der Groflenordnung von einigen Elektronen-
volt ist. Damit ist kg T < A fiir die relevanten Temperaturen T. Bei T =0
gibt es nur Valenzelektronen, und es ist

E, Er
Lo = J dE p,(E) = J dE p(E). (5.128)
0 0
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EC
A
E, Abbildung 5.18:
Einfaches Mo-
dell fir die Zu-
standsdichte eines
0 P Halbleiters.

Fiir endliche Temperaturen T > 0 ist

Z, = J:O dE f(E)p(E) = JOE dE f(E)p, (E) +J:o dE £(E)pe(E). (5.129)
Damit folgt C
E dE (1 —f(E))py(E) = f dE £(E)pc(E) (5.130)
Also ist die Zahl der thermisch ancgeregten Elektronen im Leitungsband
ne(T) = J:o dEf(E)p.(E) (5.131)
gleich der Zahl dcer unbesetzten Zustdnde im Valenzband
na(T) = LE dE (1 —f(E)) py(E) (5.132)

Diese Elektronenfehlstellen im Valenzband interpretiert man als Locher;
sie tragen positive Ladung. Bei undotierten, sogenannten intrinsischen Halb-
leitern ist also

ne(T) = nn(T) (5.133)

Das chemische Potential liegt in der Bandliicke, und der genaue Ort héngt
von effektiven Massen, also den Zustandsdichten p.(E) und p,(E) im Leitungs-
und Valenzband ab. An der Umformung

1 ePlEW 11 1

ey B S s R e (er

(5.134)
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kann man sehen, dass auch fiir die Locher eine Fermiverteilung gilt, aller-
dings zu negativen Energien; die Energie wird von der Fermienergie aus
nach unten gemessen.

Nun ist B, < u < E¢, Ec —u > kgT und u—E, > kgT. Daher gilt fiir
E > E. innerhalb des Leitungsbandes

1 67% _E-p
f(B) == —~e kB (5.135)

essT +1 14e *sT
und fiir E < E, innerhalb des Valenzbandes
I f(E) =~ ~e bt (5.136)
ekBT _|_ 1
d.h. wenn die Energieliicke gegeniiber thermischen Energien grof ist, kann
die Fermiverteilung in Bereichen nichtverschwindender Zustandsdichte durch
klassische Boltzmannverteilungen ersetzt werden. Damit vereinfachen sich

Elektronen- und Lochdichten zu

_Ec—u >0 E-E

Ne(T) = e *87T dE p.(E)e %' wegen E—u=E—E.+E.—p
JE.
by (B _Ey-E
np(T) =e *B7T dE p,(E)e *8T
JO

(5.137)

In der Néhe der Bandkanten kann man fiir Valenz- und Leitungselektronen
Zustandsdichten von quasifreien Elektronen ansetzen:

\4 N
C E — =T 2 e /2 E - EC

V
pv(E) = m@mh)%v E,—E (5.138)

Das entspricht einer parabolischen Néherung fiir die Bander, die wegen
der Exponentialfaktoren in den Integralen nur fiir einen Bereich der Gréfie
kg T giiltig sein muss; diese Naherung ist in der Regel sehr gut. Damit

folgt fiir Elektronen- und Lochdichten mit Substitutionen x> = % bzw.
2 _ E,—E Ev 00 2,—x* _ VT,
= T A 00, [ dxxten =
ne(T) = L(2111(3)3/26_E“Cfﬁp(kBT)%2 ro dx x2e ™
27'[2h3N 0
V mekBT 2 _Ec—p
=2 e BT 5.139
N( 2mh? ) ( )
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und entsprechend

V mthT 2 _bp—Evy
T) = 2— T 5.140
() =2 (T ) e (5.140)

Aus der Bedingung n. = ny folgt dann fiir das chemische Potential

3/2

_Ec—p 3 _p—Ey _Ec—p p-Ey m

mZ/Qe kT :m}{Qe BT . e kpT T kpT :( h) ;
me

2},L — EC — EV 3 mp (5 141>

= —In—

kB T 2 Me

und damit

E.+E, 3. my
T) = | 5.142
w(T) ;T : (5.142)

Also liegt das chemische Potential bei T = 0 in der Mitte der Bandliicke
und verschiebt sich linear mit der Temperatur, wobei die Richtung von

Elektronen- und Lochmassen abhéngt (vgl. Abb. 5.19).

E
uc E.—U
E+N2T E AxkgT
\'

E,[— :
Abbildung 5.19:
> Bandliicke eines

p Halbleiters.

Die spezifische Warme von Halbleitern kann wie die Ladungstréagerdichten

berechnet werden. Ausgangspunkt ist

on of ™ of [ of
vy = — = EEp(E)—= = EEpy(E) == EEp.(E)==
o= g = [dEEREIT = | TaEER(E) ¢ | aEEn(E)T
(5.143)
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und mit

ﬁ_i 1 s eP(E—1) BE—p 1 op
0T OTeBE-W 41 (eB(E-n) 4 1)2 kgT2  kgTOT

(5.144)
ergibt sich, da die Integrale nur iiber Energien fern von p laufen:
E
_ v E—pn 1 ou _
_ oB(Ev—p) B(E-E,)
=e dEE Ele
o L ( ksT2 | kgl aT) PolE)

e [ E—pn 1 Oou R(E_
BE~w | 4JEE E)e PE-E)  (5.145
+e Lc (kBT2 T aT> pc(E)e (5.145)

Fiir tiefe Temperaturen kann man die Temperaturabhéngigkeit des chemi-

schen Potentials g—‘TL gegeniiber P T2 vernachléssigen, und u = Ef S JQFE
Dann ist
e T [ (B %
cy = J dE E(E—EF)pV(E)e_ﬁ(EV_E)—i—J dE E(E—Ef)p.(E)e PETE
ks T2 \ Jo Ee
(5.146)
Mit denselben Annahmen wie bei ng(T), nn(T) folgt
A
Vv kB A 3 3/2 e 2T
y = 2———( "Ec — Ev> 5.147
VTN \ e T T T (5:147)

und speziell fiir gleiche Massen in Valenz- und Leitungsband

Vv m \72AZe T
=2 kg — ) = 5.148
e =255 () 3 T o

Die spezifische Wérme geht also fiir T — 0 exponentiell gegen 0. Ein solches

Verhalten ¢, ~ (]: ; ist charakteristisch fiir Systeme mit Liicke im Anre-
gungsspektrum. Der Exponent o héngt jedoch von Details des Spektrums
ab; o = % bei Halbleitern mit p(E) ~ VE, & = 2 bei Einsteinphononen.

Extrinsische Halbleiter

Thermisch erreichbare Ladungstrigerdichten in hochreinen intrinsischen
Halbleitern sind in der Regel zu niedrig fiir technische Anwendungen. Da-
her spielt die gezielte Dotierung mit Storstellenatomen, die zusétzliche La-
dungstrager beisteuern, eine wichtige Rolle. solche Halbleiter heiflen ex-
trinsische Halbleiter. Dann sind Loch- und Elektronendichten nicht mehr
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notwendig gleich grofs:
Ne—Np =An #0 (5.149)

Im intrinsischen Halbleitern kann man m; fiir n. und ny schreiben, und
es gilt neny = ng. Die Abweichung davon im Fall eines extrinsischen
Halbleiters ergibt sich daraus zu

Ne = 1(\/(ATL)2+4TL%—I—ATL), ny = 1(\/(ATL)Q—I—ZLTL%—ATL)

2 2
(5.150)

Die Grofle @ gibt die relative Bedeutung der Storstellen als Ladungs-
tragerquelle an. Diese Gleichungen besagen, dass im Fall, dass An viel
grofler als ny ist, die eine Ladungstrigerdichte etwa gleich An ist, wiahrend
N2 Kleiner ist. Daher wird eine Ladungs-

An
tragersorte dominant, wenn Storstellen die meisten Ladungstréager liefern;

die andere um den Faktor (

je nachdem, ob Elektronen oder Locher die dominanten Ladungstréger
sind, wird ein extrinsischer Halbleiter zu einem n-Halbleiter oder einem
p-Halbleiter. Die Storstellen, die in den Halbleiter dotiert werden, heiflen
Donatoren, wenn sie zuséitzliche Elektronen zum Leitungsband beitragen,
oder Akzeptoren, wenn sie zusétzliche Locher zum Valenzband beitragen,
d.h. wenn sie Elektronen aus den Valenzband einfangen.

Beispiel: Silizium als Halbleiter aus der 4. Hauptgruppe wird mit Phosphor
aus der 5. Hauptgruppe dotiert; dann ist das Si-Ion 4-fach positiv geladen
und tragt 4 Valenzelektronen bei, und das P-Ion ist 5-fach positiv geladen
und tragt 5 Valenzelektronen bei. Da die Ionen dhnliche Gréfle haben, ist
die Verdnderung in erster Ndherung nur eine positive Ladung 4e am P-
Platz sowie ein zusétzliches Elektron. Die positive Ladung kann jetzt das
Elektron binden, aber die Bindungsenergie ist nicht wie im freien Atom
viele Elektronenvolt (Ionisationspotential), sondern nur 0.044 eV bei P in
Si. Dadurch liegt das zusétzliche Energieniveau Eq, das durch den Donator
eingefiithrt wird, nur wenig unterhalb von E., und das Niveau des Akzeptors
E, liegt nur wenig oberhalb von E, (siehe Abb. 5.20).

Im Fall des Akzeptors ist das Modell eine am Ort des Akzeptoratoms fi-
xierte Ladung —e, zusammen mit dem Fehlen eines Elektrons im Kristall.
Das fehlende Elektron fiihrt zu einem Loch, das an die zusétzliche negati-
ve Ladung gebunden ist; die Bindungsenergie im Kristall ist wieder gering,
z.B. 0.046 eV im Fall von Bor-Dotierung von Si. Der entscheidende Punkt
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Abbildung 5.20:
Storstellenniveaus von Donatoren
und Akzeptoren in der Bandliicke
eines Halbleiters.

>

P

ist die Ndhe des Donatorenniveaus zum Leitungsband oder des Akzepto-
renniveaus zum Valenzband. Thermisch lasst sich ein Elektron viel leichter
vom Donatorenniveau ins Leitungsband anregen als aus dem Valenzband.

Daher sind n- und p-Storstellen eine viel wichtigere Ladungstragerquelle

als der intrinsische Mechanismus, die Anregung eines Elektrons iiber die

Energieliicke A.
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6. Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Im vergangenen Kapitel haben wir die Wechselwirkung der Elektronen un-
tereinander zunédchst vernachléssigt; in der statistischen Behandlung ha-
ben wir dann das Pauliprinzip beriicksichtigt. Eine wichtige Konsequenz
der Wechselwirkung zwischen Elektronen, die Antisymmetrie der Wellen-
funktion, ist dabei noch nicht beriicksichtigt worden.

Es geht in diesem Kapitel darum, den zweiten Teil des Hamiltonoperators

N Ne =9 N
: P2 = L
H=Hy+Hi,Hy = E hi = E ﬁl-l-z V(ri) , Hi = E u(ri—m;)
i1 i—1 i—1 i<

(6.1)

ndherungsweise zu behandeln, wobei es sich bei u(?i—?j) entweder um das
nackte Coulombpotential

R e?

u(ri —1j) (6.2)

=l

handelt oder um eine effektive, abgeschirmte Wechselwirkung.

6.1 Besetzungszahldarstellung fiir Fermionen

Fiir die bisherige Behandlung des Hamiltonoperators (6.1) haben wir die
sogenannte 1. Quantisierung verwendet. Das impliziert, bei Beriicksichtigung
der Antisymmetrie der Wellenfunktion, das Arbeiten mit Slaterdetermi-
nanten, das sehr umsténdlich ist. Daher geht man in den Vielteilchenrech-
nungen der Festkorpertheorie in der Regel zur 2. Quantisierung iiber und
arbeitet in der Besetzungszahldarstellung.

Slaterdeterminante

Angenommen, wir kénnen das Einteilchenproblem exakt 16sen, d.h. fiir das
1-te Elektron gilt

hilke)V = € [ko)V (6.3)
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oder in Ortsdarstellung
52
hi@y, (1) = (2%1 + V(?i)) Ok, (T1) = ek, P, (1) (6.4)

mit einem vollstandigen Satz von Einteilchenquantenzahlen ky = (1, k, 0)
der Blochzusténde. Das Pauliprinzip besagt nun, dass physikalisch nur der
Teilraum des Produktraums von N, Einteilchen-Hilbertraumen realisiert
ist, der aus den in den Teilchenindizes total antisymmetrischen Wellen-
funktionen besteht. Eine Basis dieses Ne-Teilchen-Hilbertraums bilden die
Slaterdeterminanten, die man wie folgt aus Einteilchenbasiszustidnden zu-

sammensetzt:
1
_ _ ... (Ne)
Wiy, o (1 Ne)>_\/N_e!PZ( 1)X[kp(1)) kp(n,))
ESNe
1 )DL kg )N 1 |
= det : : = det (ko)) (6.5)
Ne! (1) (Ne) Ne!
k)™ oo e )t

wobei P die Elemente der Permutationsgruppe Sy, von N, Elementen
bezeichnet, und xp ist der Charakter der Permutation (Zahl der Transpo-
sitionen, die zur Permutation fiithren). Der Produktzustand

\k1>m\k2>(2) . ‘kNe>(Ne)

bedeutet, dass Teilchen 1 im Zustand ki ist, Teilchen 2 im Zustand ko
usw.; aber da die Teilchen ununterscheidbar sind, muss es gleichgiiltig sein,
welches Teilchen im Zustand ki, ks usw. ist, und daher muss iiber alle
moglichen Permutationen summiert werden. Die Slaterdeterminanten eig-
nen sich nun als Basis des Ne-Teilchen-Hilbertraums Ha (N ), auch wenn
nicht alle Zusténde dieses Hilbertraums einer einzelnen Slaterdeterminan-
ten entsprechen.

Fockraum

Man kann nun die durch die Slaterdeterminanten beschriebene Basis von
Ha(Ng) auch in der Besetzungszahldarstellung aufschreiben, bei der ein-
fach angegeben wird, wie viele der ununterscheidbaren N¢-Teilchen im Zu-
stand Kk, sind; allerdings muss die Summe iiber alle Besetzungszahlen N,
ergeben. Diese Einschrankung kann man loswerden, indem man nicht ge-
nau in N-Teilchen-Hilbertraum arbeitet sondern im Fockraum

HaFock = HA(0) DHA(L) @ --- @ HA(Ne) B - - (6.6)
120



der also als direkte Summe iiber Hilbertrdume fiir alle moglichen Teil-
chenzahlen definiert ist. Lésst man im Hilbertraum eine beliebige Anzahl
von (hier: identischen) Teilchen zu so nennt man diesen (Produkt-) Raum
den Fockraum. Man kann nun “Absteige-” und “Aufsteigeoperatoren”
zwischen Segmenten des Fockraums mit verschiedenen Teilchenzahlen de-
finieren. Diese Operatoren erzeugen und vernichten Teilchen; man nennt sie
demzufolge die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Sie spielen
eine zentrale Rolle bei allen ernsthaften Rechnungen innerhalb der Quan-
tenmechanik. Der Fockraum wird immer explizit oder implizit den grof3-
kanonischen Behandlungen zugrunde gelegt. Im folgenden notieren wir die
wesentlichen Beziehungen fiir Fermionen und Bosonen; daher schreiben wir
einfach N fiir die Zahl der Teilchen.

Ausgangspunkt ist die Darstellung von N-Teilchenzusténden. Sei eine dis-
krete, geordnete Einteilchenbasis gegeben: [1), |2), ..., wobei 1 in [i) fiir
einen Satz von Einteilchenquantenzahlen (lko); steht. Die Normierung ist
(i]j) = 04j. Es lassen sich alle N-Teilchenzusténde darstellen durch Super-
position von

Pi(lr)lre) ... Irn)) (6.7)

wobei P, fiir Bosonen symmetrisiert und P_ fiir Fermionen antisymmetri-
siert. Explizit haben wir

P_([r)lra) ... [rn)) Z P lreapnlre) - ey (6.8)
PeSN

und

Pi(lr)lra) ... Irn)) = \/N!nlllngl... D Ire)lre) - Irpn) (6.9)

wobei P alle Permutationen durchlduft und my die Zahl der Einteilchen-
zustdnde [1) im Produkt bezeichnet.

Eine dquivalente Charakterisierung der (Basis-)Zustéinde ist in der Beset-
zungszahldarstellung moglich:

) = g, nae, ... ) = Pa(l) . D2) .. 12) ) (6.10)

(Offensichtlich muss fiir Fermionen ny € {0, 1} gelten). {n}) steht also
fiir einen vollstdndigen Satz von Besetzungszahlen fiir alle Einteilchen-
zustande.
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Ein weiterer Schritt zur 6konomischen Darstellung ist die Einfithrung von

Teilchen-Erzeugern und -Vernichtern: c| Ci. Dies geschieht hier zunéchst

1
fiir Fermionen, das Ergebnis fiir Bosonen zitieren wir unten. ¢; und CI seien

durch die Wirkung auf die Basiszusténde wie folgt definiert:

mmp:qyJum>::an?w”4m—n“y
clim) =cll...ni..) = (D&M (ni41)...) (6.11)
T

Zur Notation: ¢; ist tatsdchlich zu ¢; adjungiert:

(—1)Zi<inj’ falls my =n; — 1, my =N, fiir j 7é 1,

({milcil{in}) = {

0, sonst
(—1)&<™  falls ny = m; + 1 Ty =y fi )(géléj

0, sonst

(nllclifm)) = {

Bemerkung: c; bildet total antisymmetrische N-Teilchenzusténde auf to-
tal antisymmetrische (N —1)—Teilchenzustinde ab; CI wirkt “umgekehrt”:
Vernichter bzw. Erzeuger.

Fiir die Teilchenoperatoren gelten die wichtigen Antikommutatorregeln:

[Ci, Cj]_|_ = CiGy + CiCi = 0 (6.13)
und dann auch
], c;r]+ = CICJT + C}Lc;r =0 (6.14)

Begriindung: Wir nehmen i < j an (sonst vertauscht man die Benennung,
1= ist klar):

cicii{in}) = ci(—1)V]...(ny—1)...)
(=)™ (u=1) .. (y—1)...)
(—1).. (g —1)...)

(1)Y= 1) (= 1)) (6.15)

cicil{n})

Dabei ist vi = Z;} usw. Ferner gilt
[ci, C}L]+ = bjj (6.16)

Begriindung: Wir nehmen i < j an (sonst vertauscht man wieder die Be-
nennung); analog zu oben findet man

ciclln}) = (=)™ (=1 (y+1)..)
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colm)) = (1) (i —1). (1)) (6.17)

d.h. fiir 1 # j antivertauschen c; und CjT . Nun sei 1 =3:

i{n}), fallsmy=0,

cieilin)) = {0 falls nT —1

9 11— 9

0 falls n;y =0

T o 9 1 3
c.ciing = 6.18
cilin) {{n}>, falls iy = 1, (6.18)

Aus der Summe dieser beiden Gleichungen folgt

(cicl + cleln)) = 1) ~ lei,elly = 1.

Definieren wir nun das Vakuum als

0) :=100...0...) (6.19)
dann folgt
n}) = (ch™(chm2 .. o), (6.20)

also fiir N-Teilchenzustande erhalten wir

cl cl CINI()}, (6.21)

TyUTe ”

Man hat also die Korrespondenz, am Beispiel von zwei Teilchen:

k1) k1)
Wik, (12)) f‘“@ | < clello) (6.22)
‘ll)kll@ (12) > = _‘ll)kll@ (12) > — cgcilm = —CJ{CE\O> (6.23)

Sowohl bei der Slaterdeterminante in 1. Quantisierung wie in 2. Quantisie-
rung ist die Antisymmetrie der Wellenfunktion gewéhrleistet.
Insbesondere folgt daraus fiir Fermionen

clello)y = —cleljoy =0

D.h.: Zwei Fermionen konnen nicht die gleichen Quantenzahlen haben.
Fiir Bosonen halten wir kurz die Definitionen fest

il = . )
cl..mi..) = v+ \ n1+1 ) (6.24)
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sowie die Kommutatorrelationen

[ci, ¢ = [CiT,C]-T] =0
i, ¢f] = & (6.25)

Teilchenzahloperator

Aus den Vertauschungsrelationen folgt zudem, dass der Operator n; = CiT Ci
(fiir Bosonen: n; = bjbi) der Teilchenzahloperator ist: Fiir Fermionen gilt

nil...(i=0)...) =clci|...(ni=0)...) =0
ni\...(nizl)...>:cicic;f\...(nizl)..}
=cl(1—cle)l...(ni=0)..) =|...(y=1)...).

Basiswechsel

Gehen wir von einer Einteilchenbasis [1) zu [i) {iber, also durch Einschieben
eines Einsoperators

iy = ) = YWk = 3 el (6.27)

1

so gehen aus ¢; die Operatoren ¢; gemif

=D (e, &= (e (6.28)

1 i

hervor.

Operatoren in 2. Quantisierung

Wir haben bisher eine diskrete Einteilchenbasis |i) betrachtet. Wir wollen
nun Feldoperatoren @ (x) iiber die Einteilchenzustinde zum Ortsoperator

und analog C, zum Impulsoperator definieren:

Ox) = ) (xi)e:

i

¢ = Y (Ki)ei= Jd3x<12\>?> D (xli)e; = (271)3 v Jd?’x X (%)

i i

(6.29)
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Dabei wurde ein Einheitsoperator 1 = [ d%x[x)(x| eingefiigt. AuBerdem
1st

2= — T\ /el = 1 e
B%) = | @k Y @R ilies = | @kiE)e; = oo | ke

(6.30)

Feldoperatoren zum Ortsoperator @ (x) (®f(x)) vernichten (erzeugen) ein
Teilchen am Ort x (wihrend Vernichter/Erzeuger cy, CiT das fiir ein Teil-
chen in einem bestimmten Einteilchenzustand tun. Es gelten die Antiver-
tauschungsrelationen

[@(x), ®'(W)ly = Y (x){ly)les ¢l
1
= ) i) (i) = (xly) =8*(x —y) (6.31)

und analog fiir C.-

Bemerkung;: fiir Systeme mit endlichem Volumen V definiert man (i)(?c)

und ¢ wie oben, dabei variiert x kontinuierlich iiber V und k ist quantisiert

k
mit zugehoérigem Volumen d?k = @ Umtransformieren von @ (x) auf

¢ mit (x[k) = %eﬂ“. Die (Anti) Kommutatorrelationen gelten wie oben

notiert, das d-Symbol fiir Operatoren e, c% wird zum Kronecker-Delta.
Darstellung von Zustinden
Sei ) ein N-Teilchenzustand, dann lidsst sich [\P) schreiben als

1 — — — o N oy N
N)> = W J d3X1 R dSXN'LI)(Xl,XQ, e ,XN)(DT(Xl) R (DT(XN)‘0> (6.32)
mit einer Funktion (X1, X2, . . ., Xn) die 0.B.d.A. total (anti-) symmetrisch

gewahlt sei. Wir erinnern uns dazu, dass

RN

P([x1)[X2) ... [xn)) =t [xiXa. .. xn) = @ (x1)DF(%2) ... @ (xn)[0)
(6.33)

Offenbar ist die Funktion \(x1,Xs, ..., xn) gerade die Wellenfunktion in
2. Quantisierung.
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[Man sieht auch durch Anwenden der (Anti-) Kommutatorregeln, dass
(Urya - Unl) =¥y, va, - UND:

N N 1 N -
(Y1yz---UnN[P) = _Jdgxl---dngll)(X17X2a~--aXN)X

N!
- Xi()'é)@i) Oy D (x1) ... DT (xn)[0)
= YY1, Y2, -+ UN) (6.34)

Dies stellt den expliziten Zusammenhang zwischen 1. und 2. Quantisierung
dar!]

Wir haben bisher nur eine Teilchenspezies betrachtet. Wir werden z.B.
Wechselwirkungen von Elektronen (Fermionen) und Phononen (Bosonen)
behandeln. Die entsprechenden Zustédnde werden hier erzeugt von Produk-
ten von fermionischen sowie bosonischen Erzeugern, z.B.

cl ¢l bl bl bl o) (6.35)

ki ko d1 d2 43

als Zustand von zwei Fermionen und drei Bosonen mit Impulsen ki, ks,
und q1, g2, 3. Dabei antikommutieren auch verschiedene Fermionen, und
Bosonen untereinander sowie Bosonen und Fermionen kommutieren.

Operatoren in Besetzungszahldarstellung

Bei der Beschreibung von Vielteilchensystemen kommen sogenannte Ein-
teilchen- und Zweiteilchenoperatoren vor. In 1. Quantisierung lasst sich ein
Einteilchenoperator fiir ein N¢-Teilchensystem schreiben als

Ne
A =% AT (6.36)
i=1

Es setzt sich additiv aus Beitrdgen zusammen, von denen jeder nur fiir eines
der N, Teilchen wirksam ist. Beispiele sind kinetische Energie und dufleres
Potential des Einteilchenhamiltonoperators, der Stromoperator oder der
Teilchendichteoperator. Zweiteilchenoperatoren sind in 1. Quantisierung
von der Form

1 N
A(2) = 5 Z A(2) (Ti, Tj) (6.37)

Alle Summanden wirken also simultan auf zwei verschiedene Teilchen. Ein
Bespiel ist die Coulombwechselwirkung. Nun driicken wir den Einteilchen-
operator durch Erzeuger und Vernichter aus, indem wir Einheitsoperatoren
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Zoc |koc>(i) (1) <k | einfiihren:

Al = ZZ\k (kal A (T) Z\kﬁ (kg

i=1 a=1
= ) (kdAV(T)[kp) Z\k (kg (6.38)
o, =1

Hier wurde verwendet, dass das Matrixelement von A1) beziiglich der Ein-
teilchenzustande nicht mehr von Teilchenindex abhéngt:

W kol AH (1) [kp) V) = Jd?’ﬁ (Pi“(?i)A(l)(?i)(Pkﬁ (1) = (ke AV (T)[Kp)
(6.39)
Es gﬂt

Z ka) ™ O (kg| = ¢ cx, (6.40)

Denn der Operator [Kq) U {) (kgl, angewandt auf einen N-Teilchenzustand,
ergibt nur etwas Nichtverschwindendes, wenn der Einteilchenzustand kg in
diesem Vielteilchenzustand enthalten ist; in diesem Fall wird der Zustand
kg) in diesem Vielteilchenzustand durch [ky) ersetzt; das entspricht gerade
der Vernichtung eines Teilchens im Zustand kg und der Erzeugung eines
Teilchens im Zustand k.

Damit ist der Einteilchenoperator in Besetzungszahldarstellung

O

Y Aoy mit AL = (kAUE)Kk)  (6.41)

o, p=1
Damit ist der Einteilchenoperator als Linearkombination iiber alle moglichen
Paare von Erzeugern und Vernichtern gegeben, mit Matrixelementen des
Einteilchenoperators beziiglich der Einteilchenzusténde als Koeffizienten.
Entsprechend gilt fiir den Zweiteilchenoperator, wenn man vier Einheits-
operatoren einschiebt:

Z D k) Plkp) ™ il Wi AP (74, 75) ey ) Plies) ™ ey | ke

I#JCXB;Y?
1 .
=5 2 Alkin 2 ke V) Uiy iy
o, PB,y,0 i#
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(6.42)

mit den Zweiteilchenmatrixelement

A ks = P lkal D kgl AR (7 7)) k)
= JdSTd3T/ ok, (1) ox, (M) AP (i, 15) ox, (T5) @ (1) (6.43)

das wieder von den Teilchenindizes unabhéngig ist, da bei der Berechnung
des Matrixelements in Ortsdarstellung dariiber integriert wird. Wenn man
den Operator )_;; ko) k)™ Bk, | U {ks| auf einen Vielteilchenzustand
anwendet, erhélt man nur dann etwas Nichtverschwindendes, wenn in dem
Vielteilchenzustand die Einteilchenzustéande k, und ks besetzt sind; in die-
sem Fall ersetzt der Operator diese Zustdnde durch k4 und kg; ansch-
liessend ist in dem Vielteilchenzustand k,, ks unbesetzt und ky, kg sind
besetzt; das entspricht

Z ‘k ‘kﬁ )<ky‘ (1) <k5‘ = CL“CLBC]WC]% (6.44)
i#

Damit ist der Zweiteilchenoperator A?) in Besetzungszahldarstellung
(2) Tl

(2) _ =
AT = z AL kK ks Cko i Ty Chis
“767‘}/76

A1(<2)kﬁ,kyk5 JdSTdBTl <Pk (Tl)(pkﬁ(T))Am)(?17?j)(pky(?j)@k5(?i) (6.45)

Damit werden alle Operatoren zu Linearkombinationen von Erzeugern und
Vernichtern mit Koeffizienten, die durch die Matrixelemente des jeweiligen
Operators beziiglich der Einteilchenzusténde gegeben sind.

Die Operatoren kann man auch mit Hilfe der darstellungsfreien Feldope-
ratoren ausdriicken:

[N 2 [N

Al = J rof(mAYEF) O (T)

~

Al = QJd3 ' of (MO (AP (x, 7O () D(F) (6.46)

Das priift man durch Einsetzen der Entwicklung der Feldoperatoren nach
einer Einteilchenbasis nach. Der Name 2. Quantisierung riihrt nun daher,
dass in diesem Beziehungen auch die Wellenfunktionen durch Operatoren
ersetzt sind.
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Speziell der Hamiltonoperator (6.1) ldsst sich jetzt in Besetzungsdarstel-
lung schreiben:

H=Hy+H; = Z €k Ck Ck, —|— Z Uk kg, kykéck Ck Ck, Cks (6.47)
“BN5

wobei die Einteilchen-Eigenbasis des Einteilchen-Hamiltonoperators ver-
wendet ist. Es gilt

Uk g ks = de”rd?’r’cp;z ()07, (FIulE — 7)o, () @i (7) (6.45)

Auch die Verwendung einer anderen Einteilchenbasis ist mdglich, allerdings
ist der Einteilchenanteil von H dann nicht mehr diagonal.

6.2 Modelle fiir wechselwirkende Elektronen

Der Hamiltonoperator in 2. Quantisierung lautet explizit fiir die Wahl der
Blochbasis [nko) als Einteilchenbasis

H = E ErC-Cy + = E u_ - o - - X

nko© nkcr nko T 2 R (n1ki01)(n2keo2),(n3ks3o3)(ngksoy)
nkcr (n1ky0o1)...(ngkg0y)

Fooelhl ¢ - ¢ =

X C
n1k101 Nokooo nzk3os mMykq0y

(6.49)

mit Bandindizes n, Wellenvektoren aus der 1. Brillouinzone k und Spin ©.
Das Wechselwirkungsmatrixelement, ist

N N RN JEEN

(n1kio1)(n2kaoa),(n3ksos)(naksos)
2
e

::Jd%d%HVﬁAﬁhV—AFW:——r¢ O

n1kq noksg ‘r _ r/‘ nsks T (T)661(Y460‘203 (650)

nygky

mit Blochfunktionen 1|)nz(?). Die Coulombwechselwirkung dndert den Spin
nicht, sodass die Spinanteile als Deltafunktion ins Matrixelement eingehen.
Da dieser volle Hamiltonoperator nicht 16sbar ist, kommt als wesentlicher
Schritt die Modellbildung ins Spiel: Je nach Effekt, der erkléart werden soll,
betrachtet man bestimmte Anteile von H und vernachléssigt andere. Selbst
wenn durch neue Ndherungsmethoden und groflere Rechenleistung immer
mehr von H numerisch gelost werden kann, bleibt die Modellbildung fiir
das physikalische Verstdndnis wichtig.
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Homogenes Elektronengas

Ein wichtiger Vereinfachungsschritt ist es, die Zahl der betrachteten Bander
auf ein Minimum zu reduzieren; fiir manche Systeme wie z.B. bestimmte
Metalle ist ein Einband-Modell gerechtfertigt:

Uo = = e om
H Z Eko‘ ko le0'+ Z Z klkg,k3k4 klO—CQQO—/Ckg,O"Ck (651)

JEE G GEEN

o0’ kikaoksky

Wenn man weiter annimmt, dass man die nichtwechselwirkenden (unkorre-
lierten) Elektronen durch (quasi-)freie Elektronen beschreiben kann, dann
gilt

e(k) = , S(F) = ——elF (6.52)

und das Wechselwirkungsmatrixelement wird zu

1 62 7 ] T
_ 3., 13,7 1k1 T 1k2 T iks iky-r
L d°rd°r’ e e —e" e
kiko,ksky \/2 |T _ T/‘
2
— i d3ri dBT” i kg kg) T € ei(k4—k1—k2+k3)-r
Vv Vv T/
4te?

RV PREDITR s (6.53)

Dabei wurde die Substitution 7”7 = T — 1’ verwendet sowie die Fourier-
transformation des Coulombpotentials

N N

5 eiq~r 5 eiq-re—ocr 00 ) 1 ) e &T
d°r = lim | d°r———— = lim drr2m| due'd™—
T o—0 T o—0 0 1 T

Moo

= lim | dr2mare ™ [ - — lim J dr == (e(lq—oc)r _ e(—mq—oc)r>

a—0 Jo uqr | 4 a—0 Jo 1q
) 'e(iq—“)T e(_iq_a)r- o0 ) 27T 1 1
= lim |- + — = lim — [ — - — -
a—0 | 1 — & 1q+ o |, x—0 1q 11—« 19—+«
2 (x +1iq) — (¢ — 12) . 47t 47t
= Im — = lim ———— = —
a—0 1( (062 + C]2 o—0 q2 + 2 q2
(6.54)
Dabei sorgt der Faktor e™*" fiir die Konvergenz des Integrals. Bei einem ab-
geschirmten Coulombpotential wie dem Yukawapotential e_m ist die Fou-

rierttransformierte i s nicht mehr divergent fiir ¢ — 0. Dam1t finden wir
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explizit den Hamiltonoperator fiir das homogene Elektronengas (auch
Jellium-Modell genannt):

47re
H = Z om ko‘ Crko T ZZ k 4o k,+q0,C§,0,C§ (6.55)

0,0’ kk’

Den Wechselw1rkungsterm kann man durch ein Feynmandiagramm (siehe
Abb. 6.1) darstellen: ein Elektron mit Spin ¢ wird durch die Wechsel-
wirkung vom Zustand k in den Zustand k — g gestreut, und das zweite
Elektron mit Spin o’ wird vom Zustand k’ in den Zustand k’ + q ge-
streut; durch die Wechselwirkung wird also ein Impuls q vom ersten auf
das zweite Elektron iibertragen. Diagrammatisch notiert man einlaufende
Linien fiir Vernichter, auslaufende Linien fiir Erzeuger, eine gestrichelte
(oder geringelte) Linie fiir die Wechselwirkung; an den Linien stehen die
Quantenzahlen.

ko' I?+0T o

N RN Abbildung 6.1:

ko k—OI ) Diagrammatische Darstel-
lung der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung.

Gebriauchliche Modelle fiir elektronische Eigenschaften von Festkorpern

Zu realistischen Modellen des Festkorpers gelangt man, wenn man statt als
Einteilchenbasis quasifreier Elektronen Wannierfunktionen wy(r — R) =

(ﬂnﬁ) verwendet. Das fithrt zu dem allgemeinen Hamiltonoperator in
Wannierdarstellung (bei dem der Einteilchenterm nicht mehr diagonal ist):

_ o _of R
H= Z tnR,n’R’Cnﬁgcn’R’G

nRn'R’.o
_|_1§ E w o= o= eh et et et
2 R (R (n2R2)(n3R3)(N4R4) "1 Ry0 nyRy0’ nzRzo’ nyRuo
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(6.56)

mit Hoppingmatrixelement

t R = <nR)( (?)) ’n'ﬁ'> = Jdgrwi(?—ﬁ) (%—FV(?))WA(?—TR’)

(6.57)

und Wechselwirkungsmatrixelement

2

YRy (maRs) (nsRs) (aRe) <TL1R1 ’ <TL2R2’ T — 7|
2

= Jd3r Jd?’r’W;’;l (r— R1)W* (7' — Ro) oy

Tlg_R\3> ‘n4ﬁ4>

== Wi, (T — R3)wn, (T — Ry)
r—7|

(6.58)

Das ist ein formal exakter Hamiltonoperator fiir die Festkorperelektronen.
Durch vereinfachende Annahmen gelangt man zu Modellen, fiir die ei-
nerseits Losungsansétze existieren und die andererseits ein physikalisches
Verstandnis von Effekten ermdglichen. Zunéchst 148t man Rumpfzustéinde
aufler Betracht und konzentriert sich auf Valenz- und Leitungselektronen;
im Idealfall bleibt nur ein Band zu behandeln. Im Sinne der Tight-Binding-
Néherung beschrankt man das Modell auf moglichst wenige Nachbarn. Mi-
nimal bleiben also die Einteilchenmatrixelemente

tzvééz<ﬁ<;i+v®>ﬁ+5> (6.59)

d.h. eine Einteilchenenergie und ein Hoppingmatrixelement zu néchsten
Nachbarn (A sind Gittervektoren zu nichsten Nachbarn).

Wenn man beim Wechselwirkungsmatrixelement dieselben Annahmen macht
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und nur néchste und {ibernéchste Nachbarn berticksichtigt, erhélt man:

2
— e — 3 3./ —\ (2 —/\(2 c
u= URRRR = Jd T Jd ' w(r) ] w(r)] —‘?_?/‘
3 T
V = URR A RIAR = Jd T Jd ' w(r)|*w(r’ — A)| m
3 3 / - / 2 62
J— * (= N N
X= URR RRs A = Jd T Jd rwi(r)w(r — A)w(r’) E—
. . )
Uegiamies = | 4 | W EW F - A) = w(Fw(F — A)
RREARRHA — | ] T — 7]
[ 2
NN NN — d3 d3/ * (o *—X/_Z e — _\_B/
URR+ARRHA T rwi(T)w(r )|?_?,‘w(r Jw(r )
J J

(6.60)

und andere Beitrdge, bei denen nur in benachbarten Zellen lokalisierte
Wannierfunktionen auftreten. Da wir nur ein Band betrachten, sollte die
nackte Coulombwechselwirkung durch eine abgeschirmte Wechselwirkung
ersetzt werden. Die Bestimmung der Groéflen U, V usw. fiir komplexe Sys-
teme wir etwa Ladungstranfersalze ist Gegenstand aktueller Forschung.

Hubbardmodell

Auch mit den fiinf Wechselwirkungsmatrixelementen (6.60) ist der Hamil-
tonoperator (6.56) noch fast unlésbar, und er enthélt noch zu viele Terme
fiir ein einfaches physikalisches Bild. Eine radikale Vereinfachung wurde
von J. Hubbard eingefiihrt. Da U deutlich grofler als die iibrigen Wechsel-
wirkungen ist, wird nur diese gitterplatzdiagonale (lokale) Wechselwirkung
U beriicksichtigt:

_ PSRN i SO
H= ZZtCEGCR+AG+ 2 Z Cﬁgcﬁdchc’cRG

Ro A Roo’
_ el o of ol
= Z Z ter Crine T u Z SRt SR SRy (6.61)
Ro A R o o
RT R|

A ist ein Gittervektor, der nidchste Nachbarn verbindet. Dabei kann U we-
gen des Pauliprinzips nur zwischen Elektronen unterschiedlichen Spins wir-
ken, da die Elektronen ja im selben Orbital sind. Dieses denkbar einfache
Modell eines wechselwirkenden Elektronensystems hat nur zwei Parameter,

133



das Hoppingmatrixelement t, das die Bandbreite und die Delokalisierung
der Elektronen bestimmt, und die Coulombkorrelation U.

Die sehr langreichweitige Coulombwechselwirkung wird also durch eine ex-
trem kurzreichweitige, nur lokale Wechselwirkung ersetzt. Trotz seiner Ein-
fachheit und trotz 40 Jahren Forschung ist das Hubbardmodell auch heute
noch nicht in allen Parameterbereichen l6sbar. Es enthélt Eigenschaften wie
isolierendes Verhalten, metallisches Verhalten, Metall-Isolatoriibergang, An-
tiferromagnetismus, eventuell auch Ferromagnetismus und Supraleitung.
Dabei ist das Verhalten abhéngig von den Parametern t, U, Bandfiillung
(Elektronenzahl Z.), Art des Gitters und rdumliche Dimension. Etwas rea-
listischer wird das Modell, wenn man auch die Néchste-Nachbar-Wechsel-
wirkung V mitnimmt:

H:E E tCACAA UE CCAC c= VE E CAC* co =
L — Ro R+Ac T RTR| RL+2 Ro Ro R+A0‘l R+Ac’
Ro A

(6.62)

Dies ist als erweitertes Hubbard-Modell (extended Hubbard model)
bekannt und ist beispielsweise geeignet, um Materialien mit Landungsdich-
tewellen zu beschreiben. Das Hubbardmodell wurde zwar zur Beschreibung
von Bandmagnetismus in Ubergangsmetallen, also mit 3d-Elektronen am
Ferminiveau vorgeschlagen. Allerdings beriicksichtigt es in der Form (6.61)
weder die rdumliche Anisotropie der d-Orbitale, die zu einer Richtungs-
abhéngigkeit der Hoppingmatrixelemente t fiihren sollte, noch die Tat-
sache, dass mehrere dieser d-Orbitale entartet sein sollten oder zumin-
dest energetisch so nah beieinander liegen sollten, dass es unrealistisch

ist, nur ein einzelnes dieser d-Bénder herauszugreifen. Realistischer fiir
Ubergangsmetalle ist das Mehrband-Hubbard-Modell

H= Z Z tRnRsA nRGdn’R—l—AG

1
L P Y L i a4
T 2 Z <UanGanGdn/RG/d 'Ro”’ + Idn O-dn,R()'danO-/ano' )

—

/ /
Rnmn’,o,0

(6.63)

Die fermionischen Erzeuger und Vernichter sind hier mit d" und d bezeich-
net, um auf d-Elektronen hinzuweisen. Die zweite lokale Wechselwirkung
wirkt zwischen den Bindern n und n’ und stellt eine Austauschwechsel-
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wirkung dar. Dieser Austauschterm I begiinstigt das Auftreten von ma-
gnetischer Ordnung.

6.3 Die Hartree-Fock-Niherung

Die Hartree-Fock-Nédherung ist eine fundamentale Naherung zur Behand-
lung wechselwirkender Elektronensysteme in Atomen, Molekiilen und im
Festkorper. Da sie bei einer Vielzahl von Anwendungen auftritt und auch
bei komplizierteren Methoden héufig den ersten Schritt darstellt, sollte die
Kernidee jedem Physiker vertraut sein. Wahrend hier die Herleitung in 1.
Quantisierung gewéhlt ist, kann man die Ndherung auch in 2. Quantisie-
rung und mit diagrammatischen Methoden herleiten. Das Ritzsche Varia-
tionsverfahren besagt, dass das Energiefunktional

Efp) = PIH) (6.64)

(Whp)
sein absolutes Minimum fiir den Grundzustand [{g) von H annimmt. Wenn
man parametrisierte Ansétze fiir \p) macht, kann man die Parameter va-
riieren, bis E[\] minimal wird. Fiir die Hartree-Fock-N#herung wird der
Grundzustand des Hamiltonoperators (6.1) als Slaterdeterminante aus Ein-
teilchenzustanden angesetzt:

W) = \/% > (=0 fkp)) - [epg) N (6.65)

) PESNe

Wie bereits erwdhnt kann der Grundzustand des wechselwirkenden Pro-
blems nicht durch eine einzelne Slaterdeterminante dargestellt werden;
damit wird die hier vorgestellte Methode nur die optimale Lésung im
Rahmen des Ansatzes liefern (die sogenannte Konfigurationswechselwir-
kungsmethode (configuration interacion, CI) geht dariiber hinaus, indem
sie Linearkombinationen von Slaterdeterminanten verwendet). Angenom-
men, die Einteilchenzusténde sind orthonormal, dann ist auch der Zustand
[P) orthonormiert, und nur das Matrixelement des Hamiltonoperators muss
berechnet werden:

(WIHRD) = (P[Hohb) + (WIH; )
1

o (N 1 1 Ne
- Z (—1)XP+XP( )<k13(Ne)"'° ( )<kf>(1)|H‘kP(1)>( )""kf’(Ne)>( |

Ng! 4
P,PeSn,

(6.66)
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mit

<wwwwiwm

N

e 1 )
:ZNlZVﬂWWwaWm%MmeWMN

i=1 % ppesy,

N N

e 1 .
B ZN! D (e Wi o halke)™ T 86,50

=1 % ppesy, =171

(6.67)

Fiir jeden Teilchenindex 1 miissen also wegen der Orthonormalitdt der
Einteilchenwellenfunktionen die Permutationen P und P fiir alle j # 1
ibereinstimmen; dann koénnen sie aber auch fiir 1 nur iibereinstimmen:
P(i) = P(i), und damit muss insgesamt P = P gelten. Also gilt

(WIHoPp) = Z = > Wkepgy Ihifkppi)) (6.68)

e PeSn,

Wenn P alle Ng! Permutationen durchlduft, nimmt P(i) alle Zahlen von 1
bis N¢ genau (Ne—1)! mal an, denn so grof} ist die Zahl der Permutationen
der iibrigen (N — 1) Indizes. Damit ist

Ne (N . 1)' Ne . . Ne
WIHop) = > D Pkalhilka) = > (kolhlka) (6.69)
i=1 e a=1 a=1

Dabei wurde wieder die Unabhéngigkeit des Matrixelements vom Teilchen-
index 1 verwendet. Damit ist also die Gesamtenergie des N-Teilchensystems
zu Hy die Summe der Einteilchenenergien. Genauso wird der Erwartungs-
wert von Hy berechnet:

e)>(Ne)

(WIH1)
e 1 1
= —Z NI D (et Nl g - kg fug k)™ - - ke,
i# P,PESN,
_11 e O 100 e D@ TT s
T 9N.! Z (—=1) ( 15(1)‘ ( ﬁ(j)|uii‘ pi)) " [Kp(i)) P(1),P(1)
“ pPesn. 1=1, 141,
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(6.70)

Die Permutationen P, P miissen fiir Ne—2 Terme (1 #1,1 # j) iibereinstim-
men, da die Einteilchenzustdnde orthonormiert sind. Diesmal verbleiben
zwei Moglichkeiten, P(i) = P(i) und P(j) = P(j) oder P(i) = P(j)
und P(j) = P(i). Im ersten Fall sind P,P wieder identisch, im zwei-
ten unterscheiden sie sich um eine Vertauschung der Teilchen 1,j wobei
(—1)XP™Xp = —1 ist, und somit

(WWIH ) = ZN, > ] 0) (K5 g s)) O ey )

i7j P,PESN,

— Wkp(s)l D (kpiay g kpg)) 9 Tkpay ) V]
(6.71)

Wenn P alle Permutationen durchlauft, durchliuft P(i) alle Zahlen von
1 bis N und wegen i # j durchlauft P(j) diese Zahlen mit Ausnahme
von P(1); fiir die restlichen Werte von P(1l) mit 1 # 1,1 # j gibt es dann
(Ne — 2)! Moglichkeiten:

) = 5 5 E 5 19kl ) k)

i] © aty
_ @ ‘(J') k | | (j)‘k (i) 6.72
<ky (Kaui; kv> «) } (6.72)

Die Matrixelemente sind wieder unabhéngig von den Teilchenindizes 1,7,
sodass die 1, j-Doppelsumme einfach den Faktor Ng(N, — 1) ergibt:

<1|)\H1\1|)> _ %Z [(i) <kcx\ (j)<ky\uij\ky>(j)\ka>m— (i) <ky\ (j)<k“\uij\ky>(j)\ka>m]

X7y
(6.73)

Die Summationseinschrankung o« # 7 ist nicht notwendig, da sich die
Terme fiir « =y wegheben. Wir setzen jetzt an, dass die Zusténde in der
Regel aus einem Bahn- und einem Spinanteil bestehen, und dass es sich
bei der Wechselwirkung um die Coulombwechselwirkung handelt:

e2

‘kcx> = “~<'oco-> — “2'0(>‘0->7 W = =

= 6.74
i — Tj| ( )

Da das Coulombpotential nicht auf den Spin wirkt, entsteht im zweiten
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Term eine Deltafunktion 044/; der Term gilt nur fiir gleiche Spins. In Orts-
darstellung ergibt sich dann fiir das Energiefunktional:

ERY) = Eloi, (7] = j &r o () oy (7)

xXo

+%ZJdBTJd3' < [Z\@k I |og, (7] — 0f_ (e} () eg,

xyo

(6.75)

Dieses Energiefunktional hdngt von allen Einteilchenwellenfunktionen des
Ansatzes ab, und wir suchen die optimalen Wellenfunktionen, die das Funk-
tional minimieren; fiir diese muss die Variation des Funktionals verschwin-
den. Wir variieren fiir festes kg = (]ng, o) nach dem Zustand [Kg) bzw. nach
der Wellenfunktion @ ( ) unter der Nebenbedingung der Normiertheit der

Zustédnde; diese Bedlngung erreichen wir durch Lagrange-Multiplikatoren
€p:

& (E[cpfcy] — eﬁ(J d3r \cpf% (?)]2 — 1)) =0 (6.76)

Dies muss zu festen ]2(30' bestimmt werden; dabei tritt diese Wellenfunktion
im zweiten Wechselwirkungsbeitrag zweimal auf, in der & und in der y-
Summe. Man erhélt:

B Zjdgf’ 07, (1) 0, (7 05, (1) = epo, (7
(6.77)

Das sind die Hartree-Fock-Gleichungen zur Bestimmung der Einteil-
chenwellenfunktionen, mit denen die Slaterdeterminante die beste Ndherung
fiir den wahren Grundzustand gibt. Ohne Wechselwirkung bleibt gera-
de die Schrodingergleichung fiir die Einteilchenwellenfuntkionen iibrig. Bei
der Wechselwirkung nennt man den ersten Anteil Hartree-Beitrag, den
zweiten Fock- oder Austauschbeitrag. Ignoriert man den zweiten Wech-
selwirkungsterm, dann heiflen die Gleichungen Hartree-Gleichungen. In
der Praxis 16st man dieses System von N, nichtlinearen Gleichungen durch
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Iteration. Die physikalische Interpretation des Hartreebeitrags ist einfach:
Die Ladungsdichte der Elektronen mit Quantenzahlen k, bewirken eine
Ladungsdichte

- 2
p(t) =e) |o (7] (6.78)
yo'
und diese wiederum erzeugt am Ort (T) ein elektrostatisches Potential

O(7) = st \r(—rr'\ Jdg 'Z\‘Pky [ ‘r (6.79)

Das Elektron im Zustand kg am Ort T spiirt dieses von allen anderen Elek-
tronen erzeugte effektive Potential, wie ein dufleres Potential. Allerdings
handelt es sich um ein Selbstkonsistenzproblem: Die Stérke des Poten-
tials liegt erst fest, wenn die Wellenfunktionen selbstkonsistent bestimmt
sind. Ndherungen von dieser Art, bei der die Wirkung der iibrigen Teil-
chen als ein effektives Feld beschrieben wird, nennt man auch Meanfield-
Naherung oder Molekularfeldndherung. Der Fockterm ist komplizier-
ter als der Hartree-Beitrag, da die zu bestimmende Funktion im Inte-
granden steht. Das Austauschpotential ist daher ein nichtlokales Poten-
tial, und die zu bestimmende Wellenfunktion Pi, (*) geht nicht nur am

Ort T sondern auch an allen anderen Orten T’ ein. Damit handelt es sich
um eine nichtlineare Integro-Differentialgleichung. Der Austauschterm hat
kein klassisches Analogon wie der Hartreeterm, sondern ist ein Quanten-
effekt und Folge der Ununterscheidbarkeit der Teilchen. Bei den Energi-
en ¢pg, die urspriinglich als Lagrangeparameter eingefiihrt wurden, han-
delt es sich nicht um einfache Einteilchenenergien; stattdessen kann man
diese Energien nach dem Koopmans-Theorem als Energie auffassen,
die aufzubringen ist, um einem N,-Teilchensystem ein (N, + 1)-tes Teil-
chen hinzuzufiigen. In zweiter Quantisierung findet man fiir den effektiven
Einteilchen-Hamiltonoperator in Hartree-Fock-Néherung

Hegf = Z <8k + Z(ukkg,kgk — Ukks,kks ) <C1T<20k2>eff> c]tck (6.80)
k ko

wobei (- )eg den thermodynamischen Mittelwert bezeichnet.
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