2. Grundlagen der Funktionalanalysis

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit Vektorrdumen und stetigen Ab-
bildungen auf diesen. Wichtig ist dabei der Begriff des Funktionals, d.h.
einer Abbildung von Vektoren auf Skalare (Beispiele: Norm, bestimmtes In-
tegral) und des Operators, d.h. einer Abbildung von Vektoren auf Vektoren
(Beispiele: Differentiation, unbestimmtes Integral). Man kann die Funktio-
nalanalysis als eine Erweiterung der Linearen Algebra auffassen. Ein wich-
tiger Spezialfall der in der Funktionalanalysis untersuchten Vektorrdume
sind normierte Vektorrdume, z.B. Hilbertrdume.

2.1 Vektorraume

Vektorrdume sind in der Physik von besonderer Bedeutung, da sie oft
die zugrundeliegende mathematische Struktur des physikalischen Problems
wiederspiegeln. Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung der grunde-
legenden Definitionen.

Definition 2.1 (Vektorraum). Es sei K ein Korper (R oder C) und eine
Menge V gegeben mit einer inneren Verkniipfung (Addition):

+: VX VeV, (i), ve) — vi) + [vo)
und einer duBleren Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren),
K xVeV, (o) oo vy,
dann heiffit V Vektorraum iiber K, wenn gilt:
V1: V zusammen mit der Addition + ist eine Abelsche Gruppe.
V2: Fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt

— Distributivitat: (o« 4+ f) - v) = - |[v) + - [v)
— Distributivitéit: o« (Jvi) + [ve)) = &+ [vi) + & - [va)
— Assoziativitédt: o+ (BIv)) = («xp) - [v)
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— Existenz eines neutralen Elements: 1 - [v) = |v)

Vo, B € K und [v),[vy), [ve) € V.

Die Elemente [v) € V heiflen Vektoren. Als Schreibweise fiir Vektoren
withlen wir [v), nach Dirac auch ket genannt.

Definition 2.2 (Untervektorraum). Sei V ein K-Vektorraum. Die Teil-
menge W € V heifit Untervektorraum von V, wenn gilt

UV1: W#g

UV2: Abgeschlossenheit beziiglich Addition : jwy), [wy) € W = (\W1> +
‘W2>) e W

UV3: Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation mit Skalaren: [w) € W, & €
K= («-|lw) ewW

Dadurch wird in W eine Vektorraumstruktur induziert.

Beispiele:
a) IK™: Die Menge K™ aller n-Tupel &) = (o1, ..., xn), o € K (d.h. der
gewohnte n-dimensionale K-Vektorraum, K = R oder K = C)

b) 17 : Die Menge IP(1 < p < 00) aller Folgen fiir die gilt ) ‘ocn‘p < 00

c) C(la,b]): Die Menge C([a,b]) aller auf dem Intervall [a,b] stetigen
Funktionen.

d) C™([a,b]): Die Menge C™([a, b]) aller auf dem Intervall [a, b] n-mal
stetig differenzierbaren Funktionen.

e) LP: Die Menge LP(1 < p < oo) aller auf dem Intervall [a, b] messbaren
Funktionen f : t — f(t), fiir die das Integral fz dt ‘f(t) ’p existiert.

2.2 Normierte Riume

In Form einer Norm fiithren wir eine Struktur in Vektorrdumen ein; es wird
sich zeigen, dass es viele verschiedene Realisierungen von Normen gibt.
Normen quantifizieren den Begriff des Abstandes zwischen Vektoren.

Definition 2.3 (Norm). Es sei ein K-Vektorraum V' gegeben, auf dem

eine Abbildung ||-|| : V — R definiert sei. Diese Abbildung nennen wir
Norm, wenn die folgenden Axiome gelten (wir verwenden die Schreibweise
IV = [vi):
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N1: ||v|]| = 0, wobei |[v]| =0« |[v) =0
N2: Homogenitétseigenschaft: ||oc- v|| = |of - ||V]|
N3: Dreiecksungleichung: ||vi + vo|| < [|vi]| + [|v2]|

Einen Vektorraum mit einer Norm nennen wir normierten Raum und
bezeichnen ihn mit (V, |-)).

Lemma 2.1. Sei ||-|| eine Norm auf V, dann gilt fiir alle |[v1), [vy) € V:
V1 % val| > [[[vall = [zl

Wir betrachten jetzt Folgen in Vektorrdaumen. Unter dem Limes der Folge
i) === v) verstehen wir, dass gilt: |[vn — V| —— 0.

Normierte Rdume haben die folgenden Stetigkeitseigenschaften:

Satz 2.1. Es sei ein normierter Raum (V, ||-||) gegeben mit den Folgen

i), V) € V und o, € K und den Konvergenzeigenschaften [vy,) ———s
v), v)) it V'), o 7%, «, dann gilt:

n—oo

1) vn) + V) —— ) + V).
2) Otn|vn) 17, | v)
n—oo

3) [lvnll == IIvll

Das beweist man mit den Normeigenschaften (N1)-(N3), z.B. fiir 1)

n—oo

a4y =+ = [[vn =v+vy =V < v =Vl + [y =V =0

Beispiele:
Aus den Vektorraumbeispielen lassen sich z.B. mit folgenden Normen nor-
mierte Vektorrdume konstruieren:

a) Euklidische Norm ||-]|2:

(K™ 0ll2) = Mol =

a

b
(Clla,bl), [Ill2) = [Ifll2:= \/J dt[f(t)?, If) € C(la, b])

22



b) p-Norm |||, (1 < p < 00):

0 1/p
) = (o) ) = €

1=1
b 1/p
(L7 (1, 1), ) anp::(j dt|f(tw) 1f) e (o b))

Die Vektorrdume 1P und LP, insbesondere 12 und L? spielen eine wichtige
Rolle in der Quantenmechanik.

Skalarprodukt

Eng verbunden mit der Norm ist das Skalarprodukt in Vektorrdumen.

Definition 2.4 (Skalarprodukt). Es sei ein K-Vektorraum gegeben, auf
dem eine Abbildung (:[-) : V x V = K (R oder C) definiert sei. Wir
nennen diese Abbildung Skalarprodukt, wenn folgende Axiome fiir alle
V), [vi), [v2) € V und o € K gelten:

S1: (v[v) > 0, wobei (v[v) = 0 < |v) = 0 (Skalarprodukt ist positiv
definit)

viloova) = a(viva)

S3: (V[vy +vo) = (Vvl) + (Vv2)

X
<

S4: (vi|ve) = ((v2|v1>)* (Skalarprodukt ist Hermitesch)
{

Gilt (vi[va) = 0, so heilen die Vektoren |[vi) und [v2) orthogonal zuein-
ander.

Aus diesen Definitionen folgt, dass mit ||v|| = /(v[v), [v) € V eine Norm
auf V erklirt wird, die kanonische Norm auf V genannt wird. Die Nor-
maxiome (N1)-(N3) folgen dann aus (S1)-(S3).

Beispiele:
a) (]’27H||2> : (X‘B Z(x BTU (X —_— ‘OCl,...,(Xn,...>,”5> =
Bi,. ., Bn,...) €?

Das so definierte Skalarprodukt erzeugt die Euklidische Norm ||-||2 als
kanonische Norm. Man vergewissert sich leicht, dass es sich bei («|f)
um ein Skalarprodukt handelt:
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) (o) = Y oot = Jan? = 0, und Y__|onf> = 0 & o =
OVn < o) =|0).

2) (adeB) = ogi(cPn) =Y, ohPn = c(aB).

3) EO‘IB>+ Y) = Zn (X:L(BTI ‘|‘Vn) = Zn o P+ Zn o Yn = (B) +
Xy
4) (B) = X, B =2, (Brom) = (Blo)*.

b

b) (C(La, b]), [I]l) : <f|g>:=j atf(t)°g(t), If).lg) € Clla, b))

a
Auch in diesem Fall erzeugt die Euklidische Norm ||-||2 die kanonische
Norm.

b

) (Clla bl ) (flg)i= | dew(t)-f(e)'glt).  [f).]g) € Clla, b])
mit einer Gewichtsfunktion W((’E) € C([a, b)), fiir die w(t) > 0 gilt.

Einen Vektorraum mit einem Skalarprodukt nennt man auch einen Préa-
hilbertraum.

Eine Norm, die durch ein Skalarprodukt erzeugt wird, hat folgende Eigen-
schaften:

Satz 2.2. Sei ein K-Vektorraum gegeben mit [v1), [vo) € V, a € K, mit
einer kanonischen Norm ||-||, die durch das Skalarprodukt (-|-) erzeugt wird,
dann gilt:

1) Schwarzsche Ungleichung: |(vi|ve)| < [[v1[[[va].

2) |[vi+va|| = |[vi]| + |[v2]] © Fox = 0 mit [vy) = «fva) oder [va) = xfvy).
3) Parallelogrammidentitét: [|vy +val|? + [[vi — vol|* = 2([lv1[|* + [[v2]|?).
4) Polarisierungsidentitét

a) K=R (vilva) = j([[vi +v2|* — [lvi — va|?).

b) K=C (vilva) = 3 ([[vi+vall* = [[vi —va|* +illvi —iva||* = i[vi +
. 2
ivo?).

Duale Vektoren und Dualridume

Wir untersuchen nun die Linearitdtseigenschaften des Skalarproduktes.
Wir beginnen mit dem zweiten Argument des Skalarprodukts und setzen

Vi) = lva) + Blvs).
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Dann ist nach (S2), (S3)

(vivi) = (v(alva) + Blvs)) = a(vlva) + B(Vvlvs)

d.h. (v[vy) ist eine lineare Funktion von o« und 3, das Skalarprodukt ist
linear im zweiten Argument.
Jetzt wenden wir uns dem ersten Argument zu und setzen

V) = olva) + Blv3) .

Wir bilden dasselbe Skalarprodukt (unter Verwendung von (S2)-(54)):

Wiy = ()" = (a(vifve) 4+ B(vilvs)) " = o (vilve)* + B*(vifvs)*
= o (volv1) + B*(vs|v1) .

(2.1)

Wir finden also, dass (v|v) im ersten Argument keine lineare Funktion von
« und f3 ist. Man nennt das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument.
Die durch das Skalarprodukt definierte Form ist daher nicht bilinear son-
dern sesquilinear.

Um diese Asymmetrie beziiglich erstem und zweitem Argument des Skalar-
produkts aufzuldsen, interpretieren wir die sogenannten bra-Vektoren (|
als Elemente eines anderen Vektorraums. Dabei gibt es eine direkte Korre-
spondenz zwischen Vektoren beider Raume. Es gibt also einen Raum der
kets und einen dazu dualen Raum der bras. (v| heifit dann der zu |[v)
duale Vektor; sie tragen den identischen Namen v. Die Multiplikation
eines bra mit einem ket wird jetzt durch

(Vl\ ' \V2> = <V1\V2>

erklart. Wenn wir
(v = (volo™ + (v3IB*

setzen, finden wir

(Vvi) = o (valvi) + B (vslv1),

d.h. dasselbe Resultat wie in (2.1). Somit ist (v| = (voloc® + (v3|3* der
zu [v) = «lva) 4+ Blvs) duale Vektor. Unser Skalarprodukt ist also aus-
schliellich zwischen bras und kets, d.h. zwischen Elementen zweier unter-
schiedlicher aber eng verwandter Vektorrdume definiert.
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Die mathematische Grundlage fiir die Diracsche Bra-Ket-Notation ist der
Zusammenhang des Skalarprodukts auf normierten Vektorrdumen (spéter
dann Hilbertrdumen) mit linearen Abbildungen oder linearen Funktio-
nalen auf diesen:

Zu jedem linearen Vektorraum V existiert ein sogenannter Dualraum li-
nearer Funktionale auf V. Ein Funktional weist jedem Vektor [v) € V einen
skalaren Wert a € KK zu. Ein lineares Funktional erfiillt zusatzlich:

F(xv)+Bw)) = oF([v)) +RF(Iw)) Va, B € K und v), [w) € V. (2.2)

(Beispiel fiir ein lineares Funktional: das bestimmte Integral; es weist jeder
Funktion f einen Skalar zu und ist linear.)

Die Menge aller linearen Funktionale bilden einen Vektorraum V* (den
Dualraum), wenn wir auch die Summe definieren:

(F1 +Fa) (V) = Fi(Iv)) + Fo(v)) . (2.3)

Der folgende Satz stellt jetzt die eindeutige Beziehung zwischen Vektor-
raum und zugehorigem Dualraum her:

Satz 2.3 (Rieszsches Theorem). V und V* sind isomorph, d.h. es gibt
eine eineindeutige Beziehung zwischen den linearen Funktionalen F in V*
und den Vektoren [w) in V. Alle linearen Funktionale haben die Form
F(lv)) = (wlv), wobei [w) ein fester Vektor und |[v) ein beliebiger Vektor
1st.

Deshalb kénnen wir ein Funktional F mit einem bra-Vektor (w| € V*
identifizieren, der auf einen Vektor [v) € V wirkt, mit der Schreibweise
(w[v). Man darf dabei nie die Antilinearitéit aus dem Auge verlieren: der
Vektor (ket) afv) korrespondiert zum Funktional (bra) o (v|.

2.3 Hilbertraume

Hilbertraume sind von zentraler Bedeutung in der Quantenmechanik. Zu
ihrer Definition brauchen wir zunéchst den Begriff der Cauchyfolge:

Definition 2.5 (Cauchyfolge). Es sei ein normierter Raum (V,||-]|) ge-
geben mit einer Folge |[v;,) € V, n € IN. Diese Folge heifit Cauchyfolge,

wenn zu jedem € > 0 ein ng € IN existiert, sodass fiir alle n,n’ > ng gilt:

!
||vn — vn/H < €. Wir schreiben dafiir kurz: an _ Vn'H nn'ooo
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Wir sagen [v,) € V konvergiert, wenn gilt: |[v, —v|| —— 0 und [v) € V.
Man macht sich leicht klar, dass es hochstens ein solches Element in V
gibt, denn falls es ein weiteres Element [v/) € V giibe, wiirde nach der
Dreiecksungleichung (N3) gelten: |[v — V|| < [[v—vy|| + [[vn = V|| — 0
und zusammen mit (N1) [v) = /).

Lemma 2.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: Es konvergiere [vy,) gegen [v), dann gilt:
n,n’—oo 0

Fiir den Hilbertraum bendétigen wir den Begriff der Vollstindigkeit:

[on = vl < flvn = VI =+ [lv = va]

Definition 2.6. Ein normierter Raum (V,||-||) heifit vollstindig, wenn
in ihm jede Cauchyfolge konvergiert.

Das ist nicht selbstversténdlich, denn es gibt ja z.B. im Koérper der rationa-
len Zahlen Cauchyfolgen, die nicht gegen eine rationale Zahl konvergieren;
erst die Erweiterung des Korpers auf nichtrationale Zahlen - die reellen
Zahlen - macht ihn vollstandig.

Nun haben wir alles parat fiir die Definition des Hilbertraums:

Definition 2.7 (Hilbertraum). Einen normierten Raum (V, ||-||) mit ein-
me Skalarprodukt (:|-) (Prihilbertraum), der vollsténdig ist, nennen wir
Hilbertraum und bezeichnen ihn mit H = (V, ||-).

Beispiele:
1) Der Prihilbertraum (1%, ]+||2) mit Skalarprodukt («|B) = Y, o B,
(&), |B) € 12 ist ein Hilbertraum. Er wird auch der Hilbertsche Fol-

genraum genannt. Der Beweis der Vollsténdigkeit ist ein wenig knifflig
(— Literatur).

2) Der Prihilbertraum (L2, ||-||2) mit Skalarprodukt (f|g) = fz dx f*(x)g(x),
f),1g), € L? ist ein Hilbertraum. Er wird auch der Hilbertsche Funk-
tionenraum genannt.

Auch hier ist der Beweis der Vollstandigkeit nicht ganz einfach; schon
fiir die Positiv-Definitheit des Skalarprodukts mufli man vom Riemann-
Integral zum Lebesgue-Integral iibergehen; dieses konvergiert im Mittel
auch fiir Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen.

Der Hilbertraum ist dann der Raum aller Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen, wobei wir Funktionen identifizieren, die sich nur auf einer Menge
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vom Mafl Null unterscheiden; das Skalarprodukt ist auf diesem Quoti-
entenraum eindeutig definiert und positiv-definit. Dieser Raum heif3t
Lebesgueraum und ist definiert durch

L([a,b]) = L*([a, b]) := L*([a, b]) /N([a, b]) (2.4)

mit der Nullmenge N([a b] ) = {\f = LQ([a b] )‘{ﬂﬂ = 0}. Dies bil-
det eine Aquivalenzklasse in L2 ([(1 b]) bei der Funktionen zur gleichen
Klasse gehoren, wenn sie fast iiberall iibereinstimmen.

2.4 Orthogonalitét

Definition 2.8. Sei H ein Hilbertraum mit Unterrdumen W, W’ C H.
Die Vektoren [v),|v’) € H heiflen orthogonal ([v) L [v')), wenn gilt:
(v[v') = 0. Wir schreiben [v) 1. W, wenn (vijw) = 0 V |[w) € W. Zwei
Unterrdiume W, W’ C H heilen orthogonal, wenn (ww'y = 0 V |[w) €
W, w') € W'. Den Unterraum W* := {|v) € H|[v) L W} nennen wir
Orthogonalraum von W.

Wir bezeichnen mit W + W' := {\W + [w’) |\W e W w') e W Wn
W' = {O}} die direkte Summe zweier Unterrdume und nennen sie ortho-
gonale Summe, falls die Unterrdume auch noch orthogonal sind (W L
W') und schreiben dafiir W @ W’. Fiir den durch die Vektoren {\WQ},
[wi) € W aufgespannten Unterraum schreiben wir auch (jw1), [wa), ... ).
Die abzihlbare Teilmenge [vi);_; » C H nennen wir ein Orthogonalsys-
tem, wenn paarweise gilt: |v;) iv\v]},i # j. Gilt zusdtzlich (viJv;) = 8y,
so nennen wir dies ein Orthonormalsystem (ONS).

Viele der folgenden Sétze und Definitionen sind aus der lineren Algebra
bekannt:

Definition 2.9 (Lineare Unabhéngigkeit). Eine Menge von Vektoren |v;),
1 =1,...,m heif}it linear unabhéingig, wenn gilt:

Z aifvi) =10) & a; =0 (2.5)

Ansonsten heiflen sie linear abhingig.
Lemma 2.3. Jede Teilmenge eines Orthogonalsystems ist linear unabhéngig.

Beweis: Sei eine beliebige Teilmenge eines ONS gegeben: {|vi,), [vi,), ..., [vi ) },
dann folgt aus 0 = Z{;l 0¢1|Vi1>7 o €K
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n n n
0= <Vik E 061V11> = E o (Vi Vi) = E X101 = Xk

d.h. die Koeffizienten miissen alle null sein.

Definition 2.10 (Dimension). Ein Vektorraum hat die Dimension n,
wenn es in ihm maximal n linear unabhéngige Vektoren gibt.

Die Dimension eines Vektorraums ist unabhéngig von der Wahl der Basis.
In der Quantenmechanik haben wir es oft mit unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen zu tun.

Es gilt die Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras:

Lemma 2.4 (Pythagoras). Sei |vi);_; 5, ein Orthogonalsystem in H und

||| die kanonische Norm, dann gilt:

n 92 n
|3 v = X
i=1 i=1

Beweis: HZiVi||2 = <Zi"i’ Zj VJ‘> = Zij<\’i“’j> = Zij 51)'“"1“2 = ZiHViH2
Beispiele:
a) Trigonometrisches Orthonormalsystem:

Sei H = (L([a,b]), |||l2), dann ist

. 271N
fal(t) := — anp <1b— .

ein ONS, da gilt:

1 Jb 2n(n—n') \
(fn|fn>——b_a adt exp { i—p— — t) =dnww

t) , MeZ (2.6)

b) Legendrefunktionen: Sei H = (L*([—1,1]), ||||2), dann fithren die
Legendreschen Polynome

1 4a©
Pult) = o g

(t*—1)", neN (2.7)
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(d.h die ersten fiinf sind Pyo(t) = 1, Pi(t) = t, Po(t) = %(3’(2 — 1),
P3(t) = 5(5t3 — 3t), Py(t) = §(35t* — 30t> + 3)) auf das Orthonormal-
system der Legrendeschen Funktionen

n(t) == 4 /n o+ 3 Palt). (2.8)

Die Legendrefunktionen treten beispielsweise auf, wenn man die Lapla-
cegleichung A = 0 in Kugelkoordinaten 16st.

Hermitefunktionen: Sei H = <L2(]R), ||||5"> mit w(t) = e, d.h.

If(t)]2 = \/J dtw(t)|f(t) ?

—00
dann fiihren die Hermiteschen Polynome

. e d e
H.(t):=(—1)"e @e ., nmeN (2.9)
(d.h die ersten fiinf sind Hp(t) = 1, Hi(t) = 2t, Ha(t) = 4t> — 2,
Hs(t) = 8t3 — 12t, Hy(t) = 16t* — 48t + 12) auf das ONS der Hermi-
teschen Funktionen

q)n(t) = —Hn(t) . (2'10)

Vv 2m™!y/1

Diese Funktionen treten als Eigenfunktionen des harmonischen Oszilla-
tors auf.

Laguerrefunktionen: Sei H = <L2([0, oo]), ||H5"> mit w(t) = e ¥,
dann fiihren die Laguerreschen Polynome
¢ d” t
.- n,—
L.(t):=e ﬁ(t e'), nel (2.11)

auf das ONS der Laguerreschen Funktionen

dn(t) := %Ln(t) : (2.12)

Die Laguerreschen Funktionen gehen in die Eigenfunktionen des Was-
serstoffatoms ein.
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Als néchstes miissen wir die Frage beantworten, wie man in einem gegebe-
nen Hilbertraum ein Orthonormalsystem konstruiert.

Satz 2.4 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Es sei ein
System {\\)1), cee |vn>} linear unabhéngiger Elemente aus H gegeben, dann
gibt es ein Orthonormalsystem {\el>, o \en>} mit

<‘\)1>, ceey ‘Vn>> — <|€1>, ceey |en>>
(d.h. von den [v;) und den |e;) wird derselbe Unterraum aufgespannt).

Beweis: Wir setzen

V1)
le1) i=
[[vi |
und fiithren den konstruktiven Beweis durch Induktion. Sei nun ein ONS
{]ei>}i:1 _ 1=n Schon bestimmt, sodass gilt: (vi), ..., )y = (Jex), ..., ler)).
Dann setzen wir
[€1+1) = visa) Z lei)(eilviir) (2.13)
und zeigen, dass dieser Vektor orthogonal zu allen Vektoren {\el>, cee \el>}
ist:
L 1
(ejlery1) = <€j|V1+1>—Z<€j\ei><€i\w+1> (ejlvig1) Z dij(eilvigr) =

i=1
fir alle j = 1,...,1. Da [vi41) linear unabhiingig ist, ist \61+1> # 0. Nun
setzen wir

lery1) == 5
und erhalten das ONS {\61>, e \el+1>}.

Beispiel:

Wir betrachten den Hilbertraum H = (L([—1,1]), |||}, und den Unter-
raum der linear unabhéngigen Polynome {\Vn> = tn}nzo,l,...' Dann ergibt
das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren das ONS der Le-
gendrefunktionen.

Die ersten Schritte der Orthonormierung (wir beginnen mit Index 0 statt 1 im Satz 2.4):

1
1
Vo) = 1, [v1) = £, [va) = 2. (volvo) —J dt=[, =2 = Jeg) = —— v
1

V2
_ 1! o ! 5 2 3
|el>:\V1>—\€o><€o\V1):’t—§ dtt =t (&)e;) = | dtt =3 = ley) = §t/
—1

| S |

=0
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1 1
- 3 1
|€2> = ‘VQ) —‘60><€0‘V2> —|€1><€1|V2> :tQ—J dttz—th dttg :tQ—g
—1 —1

B (el \/31 2_
= le2) = s(t 3>* 533t~V

Die folgende Ungleichung besagt, dass die Norm eines Vektors mindestens
so grof ist wie die einer beliebigen Projektion auf einen Unterraum:

Lemma 2.5 (Besselungleichung). Es sei {|e1),les),...} ein (nicht not-
wendig vollstandiges) ONS in H, dann gilt fiir alle \v} € H:

IvI* > 3 [(ev)l (214)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn

n 2

=3 tee

1=

=0

(wobei wie iiblich die ket-Klammern unter der Norm weggelassen sind).

Beweis: Wir spalten ||v||? in zwei zueinander orthogonale Anteile auf und
verwenden Lemma 2.4 (Pythagoras):

vl = |[v=3" ewteilv)+ > etesvy|| = |lv—3_ ewteitv)|| +>_ [t > 0
i=1 i=1 i=1 i=1

und damit folgt die Behauptung.

Definition 2.11 (Orthonormalbasis). Ein gegebenes Orthonormalsystem
{\el ), lea), } heifit vollstindig oder eine Orthonormalbasis (ONB),
wenn fiir alle v} € H die Parsevalsche Gleichung gilt:

vII* = Z [(Vlew)|? (2.15)

Lemma 2.6. Ein ONS {|€1 ), le), } in H ist genau dann vollstindig,
wenn aus (ei[v) =0 V1 folgt, dass \v} = 0 ist.
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Lemma 2.7. Jeder Vektor |[v) in einem n-dimensionalen Vektorraum kann
als Linearkombination von n linear unabhéingigen Vektoren |e;),i1 =1,...,n
geschrieben werden:

= i aileq) (2.16)
i=1

Die Entwicklungskoeffizienten 4 heiflen auch Koordinaten des Vektors in
der gewéhlten Basis.

Lemma 2.8. Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhéngigen
Basis ist eindeutig.

lv) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer gewihlten Basis
wird der Vektor durch konkrete Koeffizienten spezifiziert. In den Kompo-
nenten gelten die vertrauten Rechenregeln:

n

= Y odled), )= Y Bile) = ) +w) = D (o + Bles)
i=1 i=1

i=1

Fiir das Skalarprodukt in einer ONB gilt (|v), [w) wie oben):
(Viw) = Z o Bifeile) = D oiBidy = ) oiPs
ij i

Diese Form hat das Skalarprodukt in jeder ONB; wahrend die Koeffizienten
o, 31 von der Basis abhéingen, ist ) _; &} 3; basisunabhéngig.
Entwicklung in einer Orthonormalbasis: Ausgehend von der Darstel-
lung des Vektors [v) in einer ONB {\eﬁ}

n
= Z ailei)
i=1

berechnen wir die Koeffizienten «; in dieser Basis durch Multiplikation mit
den bras (e;|:

n n
G]‘\) e] (Z 061|€1 ) = Z Oéi<€j‘€i> = Z Oéiéij =
i=1 i=1

d.h. o = (ejlv), die Entwicklungskoeffizienten ergeben sich als Skalarpro-
dukte mit den Basisvektoren.
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Lemma 2.9 (Vollstandigkeitsrelation). Sei {\el>, lea), ... } eine Orthonor-
malbasis im Hilbertraum H, dann gilt fiir alle |[v), [v’) € H die Parsevalsche
Gleichung fiir das Skalarprodukt:

(V') = Z<v|ei><ei|v’> (2.17)

Beweis: Der Beweis folgt aus der Stetigkeit des Skalarprodukts, zusammen
mit [v) =, lei)(eilv) und [v') = >, lei)(eilv’), denn:

(V') = lim Y (eil{eiv)" ) lev)(evhv’) = ) (vlei)(eih')
i=1

i'=1 1

Die néchste wichtige Figenschaft von normierten Réumen ist die Separa-
bilitdt; wenn ein Hilbertraum separabel ist, dann ist er im wesentlichen
abzéhlbar-unendlichdimensional.

Definition 2.12 (Separabilitiit). Ein normierter Raum (V, ||-||) heift se-
parabel, wenn es in V eine abzihlbare dichte Teilmenge W gibt, d.h. fiir
alle € > 0 und [v) € V existiert ein [v.) € W mit ||[v —v,| < e.

In der Quantenmechanik haben wir es fast immer mit separablen Hilber-
traumen zu tun.

Beispiele:

a) (K", ||-]]2) (K™ = R"™ C"™) ist separabel, da die Menge Q abzihlbar
dicht in R liegt.

b) (12, -]l2) ist separabel.
c) L(R) ist separabel.
d) (LP([a,b]),]|]lp): 1 < p < oo ist separabel.

Das Besondere an separablen Hilbertraumen gibt das folgende Lemma wie-
der:

Lemma 2.10. In jedem separablen Hilbertraum H existiert eine Ortho-
normalbasis.

Damit kann man also jeden Vektor eines separablen Hilbertraums in eine
Reihe, d.h. eine abzédhlbare Summe entwickeln.

An dieser Stelle kldren wir einige Begriffe, die wir auch im folgenden Kapitel
bendtigen:
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Definition 2.13 (Homomorphismus). Eine Abbildung f : V +— W zwi-
schen zwei Vektorrdumen V und W heifit Homomorphismus, wenn sie
linear ist, d.h. additiv

v f(|\)1> + ‘V2>) = f(‘\)1>> + f(\v2>)

v1),lva)eVv

und homogen

vV  f(av)) = af(v)

v)eV,acK

Homomorphismen heiflen auch lineare Operatoren.

Ein Endomorphismus ist ein Homomorphismus V +— V.

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver (d.h. injektiver und surjektiver)
Homomorphismus. Die zwei Rdume V und W heiflen isomorph, wenn
zwischen ihnen ein Isomorphismus existiert.

Ein Automorphismus ist ein isomorpher Endomorphismus.

Definition 2.14 (Normisomorphismus). Ein normerhaltender Isomorphis-
mus f : V — W zwischen zwei normierten Rdumen V und W, d.h.

v )] = Il
vieV
heiit Normisomorphismus. Zwei Rdume heiflen normisomorph, wenn
zwischen ihnen ein Normisomorphismus existiert.

Definition 2.15 (Isometrie). Ein Homomorphismus zwischen zwei Rdumen
V und W mit Skalarprodukt, der das Skalarprodukt erhélt, d.h.

v (H(vn)[F(v2) ) = (vilva)

‘Vl > ) |V2> ev
heifit Isometrie.

Eine unitidre Abbildung ist ein isometrischer Isomorphismus.
Mit diesen Begriffen wird die Tragweite des folgenden Satzes deutlich:

Satz 2.5 (Isomorphiesatz separabler Hilbertriaume). Es sei H ein unend-
lichdimensionaler C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (:|-)y. Falls es eine
hochstens abzéahlbare Menge gibt, die dicht in H liegt, so existiert eine
bijektive lineare Abbildung T : H — 12, sodass fiir alle [u), [v) € H gilt:

(Vv)n = (Tv[Tv)
wobei (-|-) das Standardskalarprodukt im 1? bedeutet.
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Der Satz besagt also, dass jeder separable unendlichdimensionale C-Hilbert-
raum normisomorph zu 12 ist.

Fiir die Quantenmechanik bedeutet das, dass das Studium der Schrodinger-
gleichung sowohl im L?(R) durchgefithrt werden kann (Schrodingersche
Wellenmechanik) also auch im 1? (Heisenbergsche Matrizenmechanik).
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