1. Fourierreihe und Fouriertransformation

1.0 Motivation

Die Fourieranalyse hat in der Quantenmechanik mehrere wichtige Anwen-
dungen.

a) Basistransformation: Durch Fouriertransformation kann man zwi-
schen Ortsraum (P (T, t)) und Impulsraum (P(p,t)) wechseln. Das hat
z.B. den Vorteil, dass der Impulsoperator im Impulsraum ebenso einfach
wird wie der Ortsoperator im Ortsraum.

b) Spektralanalyse/Reihenentwicklung: Die Fourieranalyse erlaubt es
zum Beispiel, festzustellen, welche Frequenzen zu einem komplizierten zeit-
abhéngigen Messsignal gehdren.

¢) Losung von Differentialgleichungen: Fouriertransformation verein-
facht Differentialgleichungen oft stark, indem sie Ableitungen durch Pro-
dukte ersetzt.

1.1 Fourierreihen

Periodische Funktionen lassen sich nach , Teilfrequenzen® zerlegen; dieses
Verfahren ist unter den Namen Fourieranalyse bekannt.

Definition der periodischen Funktionen: Eine Funktion f(t) heifit peri-
odisch mit Periode T (T > 0), wenn fiir alle t gilt: f(t + T) = f(t).
Der kleinste Wert von T, fiir das das erfiillt ist, heifit kleinste Periode oder
einfach Periode von f(t). Die Fourieranalyse beruht auf dem Fouriertheo-
rem:

Jede eindeutige Funktion f(t), die auf dem geschlossenen Intervall [—7t, 71]
definiert ist, kann auf diesem Intervall durch die trigonometrische Reihe

—|—Z an cos(nt) + by sin(nt)] (1.1)

n=1

_ %
2
dargestellt werden, wobei die Entwicklungskoeffizienten nach den Euler-
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schen Formeln

an = J dtf(t) cos(nt), n=20,1,2,...
) n
(1.2)

1 s
b, = J dt f(t) sin(nt), n=1,2...
) n

bestimmt werden (Existenz dieser Integrale ist also erforderlich). Diese Rei-
henentwicklung der Funktion f(t) heifit Fourierreihe. Die punktweise Kon-
vergenz dieser Reihe wird durch das Dirichlet-Theorem bewiesen, wobei die
Funktion f(t) den Dirichletbedingungen geniigen muf3 (f(t) beschrinkt im
Intervall, nur endlich viele Unstetigkeiten, nur endlich viele Maxima und
Minima).

Verdnderung der Intervalls von [—m, 7] auf [-T/2,T/2] (d.h. Peri-
ode T statt 27r): Dann ist

i [an cos (27'mt) + by sin (Qﬁnt)}

n=1
2 (12 ommt
mit a, = J dt f(t) cos (£>, n=0,1,... (1.3)
2 (12 _/2mt
bn_TJ_T/Q dt f(t) sin (?) n=12...

Ubergang zur komplexen Form: Wir ersetzen cos und sin durch die
komplexe Exponentialfunktion:

exp )—l—exp(—lQ”T“t) exp( 27mt) exp(—l T
by -
-2 [o ; + =
ag > a, —iby 2mnt 2 an +iby 2mnt
=5 T eXp( T )+Z 2 eXp(*l T )
n=1 n=1
i - (iQHHt)
X
n €Xp T
n=—oo
ib ib
mit o= = N, = S

(1.4)
Mit der Benennung wy, = 27tn/T gelangen wir also zur komplexen Fou-
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rierreihe
[0.e]
= ) faexp(iwnt). (1.5)
n=—o0

Die Fourierreihe (1.5) konvergiert gleichméflig (und damit auch punktwei-
se), wenn f(t) periodisch mit der Periode T und stiickweise glatt ist. Die
(schwiichere) Forderung der Konvergenz im quadratischen Mittel ist erfiillt
fiir periodische, in [—T/2, T/2] stetige Funktionen f(t).

Die Fourierkoeffizienten f, sind durch

1 (/2
fn = J dtf(t) exp(—iwnt) (1.6)
T —T/2

gegeben. Fiir den Beweis verwenden wir die Orthonormalitétsrelation

12 2
J dt exp (lw(n—m)t) =dmn  Wobei wy, = wn = om (1.7)
T ) 1 T

und finden, wenn wir f(t) mit exp(—iwmt) multiplizieren und iiber das
Intervall [—T/2, T/2] integrieren:

T/2
J dt f(t) exp(—iwmt) :J dt Y frexp (i(wn — wi)t)
—T/2 -T2 (1.8)
=T> fudun =T fm.
n

Damit ist Gl. (1.6) bewiesen.

1.2 Fourierintegrale

Nicht-periodische Funktionen lassen sich i.a. durch Fourierintegrale dar-
stellen, die sich aus Gl. (1.5) im Limes T — oo ergeben, d.h. das Periodi-
zitatsintervall ist [—T/2, T/2]1 o0, und damit muss die Summe iiber wy,
durch ein Integral iiber w ersetzt werden. T — oo bedeutet dann, dass
Aw = 2t/T — 0 geht, d.h. Schritte zwischen benachbarten Frequenzen
werden immer kleiner, und die erlaubten Frequenzen werden zu einem Kon-
tinuum. Da die unendliche Summe der Fourierreihe in ein Integral {ibergeht,
werden auch die Koeffizienten f;, zu kontinuierlichen Funktionen f (w).

11

Sei Aw = 27t/ T der Abstand benachbarter Frequenzen wq,, so ist

f exp(iwnt) =

Z \/ﬁAw

(o]
Z f(wn) exp(iwnt)

ﬂ\

(1.9)
mit

flwn) = vy _ Ly, (1.10)

Aw Vom

und im Grenziibergang T — o0

flwn) =2 f(w), Aw =2 dw,  wy —2 w (1.11)

Also kann man Gl. (1.9) als Riemannsumme des Fourierintegrals

1 [ -
f(t) = — dw f(w iwt 1.12
0= —= | dwitw)ention (112
auffassen. Fiir die Umkehrung von Gl. (1.12) zeigt der Vergleich von Gl. (1.6)
und (1.10):
f(w) L Joo dt f(t) exp(—iwt) (1.13)
=— exp(— . .
V2T ) P

f(w) heift die Fouriertransformierte zu f(t). Sie existiert und (1.12) kon-
vergiert im quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrablen Funktionen

f(t), fiir die

ro dt[f(t)? < oo; (1.14)

f(w) ist dann auch quadratintegrabel.

Beispiel 1: Fouriertransformierte der Exponentialfunktion

Wir suchen die Fouriertransformierte f(w) zur Funktion

0 t<0
f(t) = (1.15)
Aexp(—At) t=0,A>0
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Dann gilt nach Gl (1.13):

flw) = \/127[ J dt exp(—iwt)f(t) = ¢1271 L dt exp(—iwt) exp(—At)

_ A {_exp(—(iw—l—?\)t)]“’_ A 1

V2m iw + A 0 N Vomiw + A

(1.16)

Man sieht, dass der Vorfaktor A nur die Amplitude, nicht die Form der
Fouriertransformierten beeinflusst.

Beispiel 2: Rechteckférmige Frequenzverteilung

Wir betrachten die Rechteckverteilung von Frequenzen
~ 1 |wl<Q
flw) = { ] (1.17)
0 sonst
und suchen die zugehdrige Zeitentwicklung f(t). Diese ergibt sich durch

inverse Fouriertransformation (Gl. (1.12))

00 Q
f(t) = IJ dw f(w) exp(iwt) — 1J dw expliwt)

V2T ) o V2T o

. ) 1.18
1 [exp(iwt)}Q 1 et _ g0t _ 20 sin(Qt) (1.18)
- Vom it 0 V2m it Von Ot
fle) fO1 20~2n
1
w . t
-Q Q Q

Abbildung 1.1: Rechteckfunktion und ihre Fouriertransformierte.

Die Dauer At des kurzen Wellenzuges von f(t) schiitzt man aus Figur 1.1
ab zu:

At =~ % und mit Aw =20 N~ AwAt = 2m (1.19)
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Je schmaler (breiter) das Signal f(t) werden soll, desto breiter (schmaler)
ist das Frequenzspektrum, das man bendétigt. Diese Unschdarferelation ist
nicht an das Beispiel (1.17) gebunden, sondern ist ein charakteristisches
Merkmal der Fouriertransformation.

Bemerkung

Die symmetrische Aufteilung des Faktors 1/4/27t ist nicht zwingend; es
gibt ebenso die Moglichkeit der Konvention

f(t):J' dw...  und f(w)zlj dt. ..
oo 21 )
oder e o
f(t):J dw... und f(w):J' dt...
21 J_o —00

Ob die Fouriertransformierte als Integral iiber exp(—iwt) oder exp(iwt)
definiert wird, kann auch von Autor zu Autor variieren. Man kann sich
diese Freiheit klarmachen, indem man Gl. (1.13) in Gl (1.12) einsetzt:

f(t) = i J 7 dw explicot) JOO dt’ exp(—iwt)f(t) (1.20)

—00 —00

Diese Beziehung heifit Fourierintegraltheorem. Durch die Substitution w =
—w’ kann man es auch in die Form

o0

1 o

f(t) = J dw’ exp(—iw’t)J dt’ exp(iw’t")f(t)) (1.21)
27-[ —00 —00

bringen, sodass klar wird, dass alle vorher genannten Konventionen fiir die

Fouriertransformierte gleichberechtigt sind.

Fouriertransformation in mehreren Dimensionen

Bisher haben wir nur die Fouriertransformation von der Zeit- zur Frequenz-
achse und zuriick betrachtet; wir konnen die Fouriertransformation auch im
dreidimensionalen Ortsraum durchfithren. Die Fouriertransformation von
f(x,y,z) ist definiert als

£ _ 1 —ikyx —ikyy —ik,z
Ky, Ky, k2) _(271)3/2de6 dee vl dze f(x,y,z) (1.22)
Die inverse Transformation lautet

1 . . . -
f(x,y,z) = R J dk, etx J dk, ey J dk, e™== f(ky, ky, k) (1.23)
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Das lédsst sich kompakter schreiben als

1en 1 3. —ikX g
f(k) = W J d3X e k f(X) (124)
f(x) = e J d?k e™* (k) (1.25)

wobei die Integrale {iber den gesamten Orts- oder Wellenvektorraum (k-
Raum) laufen. Je nach Art der Funktionen f(x) und (k) bieten sich an-
dere als kartesische Koordinaten bei der Berechnung der Integrale an. In
Gleichung (1.25) konnen wir die Entwicklung der Funktion f(x) in ebene

Wellen aus Kap. 0.3 wiedererkennen, mit f(k) als Amplitude der Wellen
e tkx

Fouriertransformation von Ableitungen

Wir bilden, analog zur Fouriertransformation von f(t)

- 1 (™ .

flw) = @J dt f(t)e 't (1.26)
die Fouriertransformation der Ableitung %(tt]

= 1 (*® af(t) _;

fl(w) = \/%J dt %eilwt (127)

und erhalten durch partielle Integration

1

V27

filw) = {

f(t)e-iwt] T 1JOO dt (1) (—iw)e "t = iwf(w)

o V2T

—00

(1.28)

wobei wir annehmen konnten, dafl f(t) — 0 fiir t — oo (das ist Voraus-
setzung fiir die Existenz der Fouriertransformation, denn sonst wére f(t)
nicht quadratintegrabel). Die gefundene Beziehung ldsst sich leicht auf die
1-te Ableitung verallgemeinern,

fillw) = (iw)f(w), (1.29)
vorausgesetzt, daf alle integrierten Terme fiir t — +o00 veschwinden. Diese
Beziechung macht die Fouriertransformation niitzlich bei der Losung von
Differentialgleichungen. Die Ableitung ist durch eine Multiplikation in w-
Raum ersetzt worden.
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Fouriertransformation einer Differentialgleichung

Wir betrachten die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung
X 4+ ax 4+ bx = f(t) (1.30)

x(t) ist die Auslenkung aus der Ruhelage als Funktion der Zeit und f(t) ist
die treibende Kraft; geddmpft wird die Schwingung durch eine geschwin-
digkeitsabhingige Reibungskraft, und b ist proportional zur Stérke der
Riickstellkraft. Wir stellen nun die Auslenkung durch ihre Fouriertransfor-
mation dar:

x(t) = \/127( ro dw e'x(w) (1.31)

Nun Fouriertransformieren wir die Differentialgleichung (1.30):
1 (® Lot 1 (® -

— | dte*(x+ ax+bx :J dte "t f(t

us Joo ( ) V21T ) o ®)

—00

1.32)
~A (lw)*x(w) + (iw)ax(w) + bx(w) = f(w) (1.33)
. f(w)
p— 1- 4
~xw) —w?+alw+b (1.34)
Wir transformieren X(w) zuriick auf die Zeitachse:
1 (™ — 1 [ eltf(w)
t) = — dw et = — dw—F— (1.35
x{t) \/27TJ00 w e x{w) \/ZnJoo wb—i—aiw—w2 (1.35)

Fiir eine gegebene treibende Kraft f (t) und damit ihrer Fouriertransfor-
mierten f(w) miissen wir also nur noch das Integral (1.35) ausfiihren, wozu
allerdings etwas Funktionentheorie erforderlich ist.

Fouriertransformation als Beispiel einer Integraltransformation

Die Fouriertransformation ist nur ein Vertreter einer allgemeineren Trans-
formation, der Integraltransformation

b

fla) = J dtK(a, t)f(t) (1.36)
a

wobei f(«) die Transformation von f(t) beziiglich des Kerns K(«, t) ist,

und « ist die Transformationsvariable. Zum Beispiel ist die Laplacetrans-

formation definiert durch K(a,t) = e *, a =10, b = co:

flo) = J:O dt e (t) (1.37)
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Die Laplacetransformation kann wichtig werden, wenn die Fouriertransfor-
mation nicht existiert, z. B. weil f(t) nicht gegen null geht fiir t — oco.
Fiir die Umkehrung der Laplacetransformation sind Kurvenintegrale in
der komplexen Ebene (Funktionentheorie) erforderlich. Allerdings sind vie-
le Laplacetransformationspaare tabelliert. Die Laplacetransformation ver-
wandelt ebenso wie die Fouriertransformation Ableitungen in Multiplika-
tionen und eignet sich daher ebenfalls zur Vereinfachung oder Losung von
Differentialgleichungen.

1.3 6-Distribution

Die Fouriertransformation (1.12), (1.13) fithrt auf das folgende mathema-
tische Problem: Setzt man Gl. (1.13) in (1.12) ein, so muss (nach Vertau-
schung der Integrationsreihenfolge)

1 OO !/ !/ © . / © li ! li
f(t) = %Jw dt’ f(t )JOO dw exp (iw(t—t')) = Jm dt’ f(t")o(t—t’)
(1.38)

mit
d(t—t') = ;ﬂro dw exp(—iw(t —t')) (1.39)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingefiihrte
GroBe &(t — t’) ist offensichtlich keine gewohnliche Funktion, sondern ei-
ne Distribution, die streng genommen nicht fiir sich alleine stehen darf,
sondern nur in Verbindung mit der Integration in (1.38) erklért ist. Die
grundlegende Beziehung fiir 6(t) ist

Joo dtf(1)5(t) = f(0) (1.40)

—00
Das bedeutet eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktion f(x), die
jedem x € R einen Wert zuweist; stattdessen weist eine Distribution f(x)
der GroBe [ dx f(x)g(x) fiir jede geeignet gewihlte Testfunktion g(x) einen
Wert zu.

Darstellungen
Die 6-Distribution, als deren Definition wir im folgenden Gl. (1.38) be-
trachten wollen, kann durch jede Folge stetiger Funktionen 6, fiir die
o0
lim J dt’ f(t")o,(t —t') = f(t) (1.41)

-
n—oo J_
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gilt, dargestellt werden. Beispiele:

1.) Rechteck

1
on(t)=n  fir |t< o Oon(t) =0  sonst. (1.42)

2.) GauB-Funktion (,,Glockenkurve*)

dn(t) = nexp(—mt?n?). (1.43)

3.) Die Darstellung

_ 1sin(nt) ! J“ dw exp(iwt) (1.44)

6n(t) T t = %

-

fithrt gerade auf die Schreibweise (1.39).

Vorsicht: Die Gleichungen (1.41) - (1.44) sind so zu verstehen, dass die
t’-Integration vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln

1.) 5(t) = 8(—t)
2.) 5(at) = I%‘é(t)

Beweis:
a) Fall a > 0: Fiir beliebige Funktionen f(t) gilt

[" atitwsan = 1| dﬂf(i)é(t/) SO ™Y

—00 —00 a —00

wobei wir t/ = at substitutiert haben. Durch Vergleich der Integran-
den folgt die Behauptung.
b) Fall a = —b < 0: Wiederum gilt fiir beliebiges f(t)

[ atsian = = | Tavi(2)swn = 12— [ avrio

—00 —00

wobei wir t/ = at = —bt subsitutiert haben. Beide Fille zusammen
ergeben obige Beziehung.
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3) 6(t2_(12):<">(t—|—a)—|—6(t—a); 040,
2|al

Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Beziehung

wobei t; die Nullstellen der Funktion h(t) sind.

4.) Ableitung der Deltafunktion &'(t)

Man findet
[ awrtvstn = fros), - [ arwsw = - o
= JOO dtf'()5(t)
Allgemein gilt B
Jio dtf()s™(t) = (=) J: dt ™ (1)5(t); (1.45)

d.h. die 5-Distribution ist (beliebig oft) differenzierbar, vorausgesetzt,
dass f (beliebig oft) differenzierbar ist. Die Ableitung wird von der
Deltafunktion also abgewilzt auf die Funktion f(t), mit der die Del-
tafunktion unter dem Integral steht.

5.) Heaviside-Funktion

1 firt>0
o(t) = u
0 fuirt<o

Es gilt 8/(t) = 8(t), denn

JOO dtf(1)e’(t) = [f(1e(t)]™ — JOO dtf'(1)0(t) = f(o0) — Joo dtf'(t)

—00




