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0. Einfiihrung

0.1 Mittelpunkt der Quantenmechanik: Die Schrodingergleichung

Die Geleichung, die eine entscheidende Rolle in der Quantenmechanik spielt,
ist die Schrodingergleichung; sie ist eine partielle Differentialgleichung, die
in der Form

h? 02 h? 92 h? 92
- 2mox2 2moy? 2mdz?

+V(x,y,z) |[Vb(x,y,z,t) = ih%tl)(x,y,z, t)
(1)

geschrieben werden kann (mit Masse m, Planckschem Wirkungsquantum
h = h/(2m)) wobei die Funktion V : R — R die physikalische Situation
reprasentiert (V ist zunéichst als zeitunabhéngig angenommen).

Aus dieser Gleichung ergeben sich die mathematischen Probleme, die The-
ma dieser Vorlesung sind:

a) Ebene Wellen

Wellen spielen insgesamt in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle; mo-
nochromatische ebene Wellen sind als vollstdndiges Funktionensystem ge-
eignet zur Darstellung beliebiger Losungen der Schrédingergleichung.

b) Fourieranalyse, Diracsche Deltafunktion

Bei der Uberlagerung von monochromatischen ebenen Wellen zu Wellen-
paketen hat man es mit Fourierintegralen zu tun, und die Umkehrung der
Fouriertransformation fiithrt zur Diracschen Deltafunktion; beides nimmt
in der Quantenmechanik einen zentralen Platz ein.

c) Hilbertraumstruktur der Quantenmechanik

Definition eines Hilbertraums: Ein Hilbertraum ist ein linearer Vektorraum
iiber den komplexen Zahlen, in dem eine positiv-definite Hermite-sche Bili-
nearform (Skalarprodukt) definiert ist und der in Bezug auf die durch diese
Bilinearform erzeugte Norm vollstandig ist.

Die quantenmechanischen Zustidnde \(x,y,z,t), d.h. die Losungen von
Gl. (1), stellen einen Vektor in einem Hilbertraum dar.
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d) Differentialgleichungen

Verschiedene Losungsmethoden (z.B. der Separationsansatz) spielen fiir
Gl. (1) eine Rolle. Wir werden uns mit der Sturm-Liouville-Theorie beschéf-
tigen, die einen Zusammenhang zwischen der Theorie der Operatoren in
Hilbertraumen und der Losung von Differentialgleichungen herstellt.

e) Orthogonale Funktionensysteme
Insbesondere orthogonale Polynome spielen bei der Losung der Schrodinger-
gleichung eine wichtige Rolle, und zwar

e Hermite-Funktion beim Harmonischen Oszillator
e Laguerre-Funktion im Wasserstoffatom

e Legendre-Funktion bei Drehimpuls und Spin

0.2 Literatur

Die Vorlesung basiert unter anderem auf folgenden Monographien:

1. H. Fischer, H. Kaul, Mathematik fiir Physiker (Teubner, Stuttgart).

2. K. F. Riley, M. P. Hobson, S. J. Bence, Mathematical Methods for
Physics and Engineering (Cambridge University Press).

3. G. Behrendt, E. Weimar, Mathematik fiir Physiker I, 11 (Physik-Verlag,
Weinheim).

4. G. B. Arfken, H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists (El-
sevier Academic Press).

5. T. L. Chow, Mathematical Methods for Physicists (Cambridge Uni-
versity Press).

6. C. Harper, Analytic Methods in Physics (Wiley-VCH, Berlin).

7. B. W. Roos, Analytic Functions and Distributions in Physics and En-
gineering (John Wiley & Sons, New York).

8. R. M. Dreizler, C. S. Liidde, Theoretische Physik 3 (Springer, Berlin).
AuBerdem fanden folgende Skripte Verwendung:

1. Michael Karbach, Mathematische Methoden der Physik.
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2. Andreas Ruffing, Mathematische Methoden der Quantenmechanik.
3. Cornelius Noack, Hilbertraum-Kompendium.
4. H. G. Evertz, W. von der Linden, Quantenmechanik.

5. Kim Bostrom, Quantenmechanische Konzepte.

0.3 Ebene Wellen

Dieses Kapitel liefert eine kurze Wiederholung von Erkenntnissen aus der
Elektrodynamik iiber ebene Wellen und Wellenpakete, die in der Qanten-
mechanik wieder Verwendung finden.

In der Elektrodynamik hat man Differentialgleichungen vom Typ

Of(x,t) =0 (2)
mit der Abkiirzung
1 92
H=4"G%e 3)

fiir den d’Alembert-Operator L1 zu 16sen, wobei f fiir irgendeine Kompo-
nente vom elektrischen Feld E, von der magnetischen Induktion B oder
vom Vektorpotential A steht. Die Losungen fiir E, B und A sind dann we-
gen der Coulombeichung noch der Nebenbedingung unterworfen, dass die
Divergenz verschwindet (Transversalitdtsbedingung).

Allgemeine ebene Wellen

Ein allgemeiner wichtiger Losungstyp von (2) sind ebene Wellen:
f(x,t) =f(n-xFct) (4)

fiir beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktionen f und dem
Einheitsvektor n in einer beliebigen Raumrichtung, mit [n| = 1. Um zu
zeigen, dass Gl. (4) eine Losung der Wellengleichung ist, verwenden wir
die Abkiirzung

E=n-xFct (5)
und bilden:
of of . df ., d3f d2f
g = — = —Ty f=n—: Af =n?>— = —.
(VA1) ™ aan ~ V nd& n e = ap .
of _of . _10f_df 19 _ &
ot oL T teot di 2o aer



und somit

1 0%f
Af— ——— =0.
c2 0t? X (7)
Damit ist
E = Eof(x, ) (8)

Losung der Gleichung OE = 0; analog fiir B und A.

Zum Begriff ,,Ebene Wellen*

Funktionen vom Typ (4) beschreiben Wellen, deren Wellenfronten Ebenen
sind: Die Punkte X, in denen f(X,t) zu einer festen Zeit t den gleichen
Wert annimmt, liegen auf einer Ebene (Hesse’sche Normalform)

n-Xx = const , 9)

die senkrecht zu N steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (4) erhiilt man
Wellen, die in £n-Richtung laufen.

Monochromatische ebene Wellen

Eine spezielle Form der ebenen Welle ist die Wahl
f(&) = eXP("L%E)

mit der man z.B. die elektrische Feldstérke in der Form

E = Egexp(i(k-x F wt)) (10)
erhélt. Dabei ist

k = kn, (11)
und w und ]2 héngen iiber die Dispersionsrelation

w? = k3c? (12)

zusammen, wie man durch Einsetzen von Gl (10) in die Wellengleichung
[JE = 0 sofort sieht. Eine ebene Welle vom Typ (10) nennt man mono-
chromatisch, da sie nur eine (Kreis-)Frequenz w enthélt. Entsprechende
Losungen findet man fiir A und B.

Terminologie




Wellenvektor k B
Wellenzahl k k = |K|
Kreisfrequenz w w=ck
Frequenz v v = w/(2m)
Wellenlinge A A= (2m)/k =c/v
Schwingungsdauer T T=02n)/w=1/v

Anhand von Gl. (10) sieht man, dass T die zeitliche Periodizitdt der Welle
bei festgehaltenem Ort x beschreibt,

exp (iw(t + T)) = exp(iwt + 27i) = exp(iwt); (13)
analog gibt die Wellenlénge A die rdumliche Periodizitat an:

exp (ik(z +A)) = exp(ikz 4 27i) = exp(ikz) (14)
fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.

Phasengeschwindigkeit
Die Grofle

cb:]z-?c—wt (15)

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit v,p ver-
steht man die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorge-
gebener fester Phase bewegt. Um vpy, zu bestimmen, betrachten wir wie-
der eine ebene Welle in z-Richtung und bilden das totale Differential von

d(z,t):

d¢ = kdz — wdt. (16)
Fiir ¢ = const. folgt dann:
Vph = dz _w _ C; (17)
A T

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

Wellenpakete, Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Zur Vereinfachung betrachten wir jetzt zunéchst ein Wellenpaket, das sich
nur in einer Koordinatenrichtung, z.B. in z-Richtung ausbreitet. u(z, t) sei

eine Komponente von E oder B.



Aus [u = 0 folgt die Darstellung

LL(Z, t) _ J dk {ﬁ(k)ei(kZW(k)t) 4+ ﬂ*(k)ei(kzw(k)t)} (18)
mit w(k) = ck fiir elektromagnetische Wellen, wobei u(z,t) so gewéhlt
ist, dass die Uberlagerung ebener Wellen reell ist, wie fiir eine reelle Feld-
komponente erforderlich. Da aber das folgende im Prinzip auch fiir Wellen
mit anderer Dispersion w(k) gilt, bleiben wir zunéchst bei der Schreib-
weise w(k). Wir nehmen jetzt an, dass die auftretenden Wellenzahlen aus
einem Band, d.h. einem begrenzten Bereich in der Ndahe der Wellenzahl kg
stammen. Wir wihlen als Amplitudenfunktion t(k) eine Gauflfunktion

L (k —ko)?
U(k) = \/?-[0‘ exp ( — T)

mit Maximum k = kg und Breite o, die auf f dk (k) = up normiert ist.
Das bedeutet auch, dass

ik
tim ) sk k)
o—0 Ugp

Wir setzen 1(k) in das erste Integral von Gl. (18) ein und substituieren
dabei k = (k — kg)/0, d.h. dk = dk/o und k = ky + ok:

f dkﬁ(k)ei(k"‘*w(k)t) = % Jjo dk exp [— % +i(kz — w(k)t)]

00 2
Wo K . .
= — dkexp | — — + i(ko + ok)z —iw(kg + ox)t| .
[ axesp | = 5 ikt o)z — il + o]
Hier kommen wir ohne Kenntnis von w(k) nicht weiter; aber fiir eine hin-
reichend schmale Gauflkurve (fiir kleines o) kénnen wir w(kg 4+ ok) nach

ok entwickeln und mit der linearen Naherung arbeiten:

dw(k
w(ko + ok) ~ w(ky) + vok mit v:< Wl )>
dk k:ko

Fiir elektromagnetische Wellen ist w(k) = ck linear, und diese Niherung
wird exakt. Einsetzen ergibt

JOO dka(k)ei(kz—w(k)t) — \;L_QO_Ttei(koz—w(ko)t) Joo

oo

2
K
dk exp [ — +io(z— Vt)K]
. 2
= uoel(kﬂz_w(kmt) exp [ — O~?(Z — vt)2]
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u(z,t)

Momentaufnahme
des Wellenpa-
kets fiir eine

feste Zeit t.

W Abbildung 1:

(19)
wegen
kK2 Lo, . 2 P 1 o 2
—3—|—10‘(Z—vt)K=§{(1K) + 2i0(z — vt)k + 0°(z — vt) }—50 (z—vt)
_ §(i|< + G(z—vt))2 — %O‘Q(Z—Vt)2

(20)

und

Joo dk exp B (ik + G(Z—Vt))2] = V2m (21)

—00

Der zweite Teil von Gl. (18) liefert das konjugiert Komplexe davon. End-
ergebnis:

2
u(z,t) = 2ugcoslkoz — w(ke)t] exp [ — %(z — vt)2] (22)

Abb. 1 zeigt die z-Abhéngigkeit der Losung fiir eine feste Zeit t.
Die Welle

x cos[kgz — w(ko)t] = cos [ko (Z— wg?”t)]
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bewegt sich mit Phasengeschwindigkeit

w (ko)
Ko

in z-Richtung. Sie wird begrenzt durch den z-abhéngigen Amplitudenfaktor
2
+ exp [ — C%(Z — vt)2]

der Breite 1/0, der sich mit der Gruppengeschwindigkeit

oy dw(k)
s dk /iy,

in z-Richtung bewegt. Der Amplitudenfaktor formt das Wellenpaket. Im
Allgemeinen sind Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit ver-
schieden; dann gleitet die Welle durch das Wellenpaket hindurch. Im Fall
elektromagnetischer Wellen jedoch sind beide gleich der Lichtgeschwindig-
keit:

k
Phasengeschwindigkeit vy, = % =c
o dw(k) (22)
Gruppengeschwindigkeit vg, = K - C

Welle und Wellenpaket sind hier also starr verbunden. Die Verallgemeine-
rung auf eine allgemeine Ausbreitungsrichtung k ist unproblematisch; das
Wellenpaket wird dann durch

AN —

WE ) = Jdi”ka(i)ei(k?—w(k)t) (24)

dargestellt, und man erhélt fiir das Wellenpaket die Gleichung

—

Rew(X,t) = cos [kox—w(ko)t] Jd?’kf(]?—io)cos [(k—ko)(X—vt)] (25)

— — —

mit einer um EO zentrierten Amplitudenfunktion (k) = f(k — ko).



