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0. Einfiihrung in die Elektrodynamik

0.1 Elektrische Ladung

Waéhrend in der Mechanik die Figenschaft Masse im Vordergrund steht, ist
die Ladung von Massenpunkten Ausgangspunkt der Elektrodynamik. Sie
besitzt eine Reihe von fundamentalen Eigenschaften, die durch vielfaltige
experimentelle Messungen gesichert sind:

1.) Es gibt 2 Sorten von Ladungen: positive und negative. Ladungen glei-
chen Vorzeichens stoflen sich ab, Ladungen verschiedenen Vorzeichens
ziehen sich an.

2.) Die Gesamtladung eines Systems von Massenpunkten ist die algebrai-
sche Summe der Einzelladungen; die Ladung ist ein Skalar.

3.) Die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant und ihr
Zahlenwert unabhéngig vom Bewegungszustand des Systems.

4.) Ladung kommt nur als Vielfaches einer Elementarladung e (eines Elek-
trons) vor,

q = ne; n=0+1,+2 +3,...

Klassischer Nachweis fiir die Quantisierung der Ladung ist der Millikan-
Versuch. Den Elementarteilchen Quarks ordnet man zwar drittelzahlige
Ladungen zu, d.h. ¢ = £+(1/3)e bzw. q = £(2/3)e, jedoch sind diese
Quarks im uns hier interessierenden Energiebereich nicht als freie Teilchen
beobachtbar.

0.2 Elektrostatik

Das einfachste Problem der Elektrodynamik ist der Fall ruhender Ladun-
gen, den wir mit FElektrostatik bezeichnen. Bringt man in die Umgebung
einer (oder mehrerer) rdumlich fixierter Punktladungen eine Probeladung
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g, so wirkt auf diese Probeladung eine Kraft 12, die im allgemeinen vom
Ort T der Probeladung abhéingt:

K =K(T) .
Ersetzt man q durch eine andere Probeladung q', so findet man fir die
auf q’ wirkende Kraft K’:

K'/q' =K/q .

Elektrisches Feld
Diese Erfahrung legt es nahe, den Begriff des elektrischen Feldes

EF) = lim ~K(7)
q—0(

einzufiihren. Da die Testladung das Feld selbst &ndert, ist der Grenziibergang
verschwindender Testladung (d.h. Testladung muss hinreichend klein sein)
erforderlich. Dieses von den ruhenden Punktladungen erzeugte Feld ordnet
jedem Raumpunkt T ein Tripel reeller Zahlen zu, das sich wie ein Vektor
transformiert.
Aufgabe der Elektrostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang von La-
dungsverteilung p(7) und elektrischem Feld E(T) zu finden und daraus bei
gegebener Ladungsverteilung (z.B. einer homogenen raumlichen Kugel) das
Feld zu berechnen.

0.3 Magnetostatik

Bewegte Ladungen in Form stationédrer Strome sind der Ursprung magne-
tostatischer Felder, die wir in Analogie zu den elektrostatischen Feldern
einfithren wollen. Wir gehen von folgender experimenteller Erfahrung aus:
Bringt man in die Umgebung eines von einem stationdren Strom durch-
flossenen Leiters eine Probeladung ¢, so kann die auf g am Ort T wirkende
Kraft geschrieben werden als

K(T) = q (v x ﬁ(?)) |

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Probeladung und ﬁ(?) ein (von v un-
abhéngiges) Vektorfeld, der magnetischen Induktion, hervorgerufen durch
den vorgegebenen stationdren Strom.
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Aufgabe der Magnetostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang zwi-
schen einer stationiren Stromverteilung j(r) und dem magnetischen Feld

B(7) zu finden und daraus bei gegebener Stromverteilung (z.B. fiir einen
stationdren Kreisstrom) das Feld zu berechnen.

0.4 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Nach den bisherigen Ausfithrungen konnte der Eindruck entstehen, als sei-
en das elektrische und das magnetische Feld von einander unabhéngige
GroBen. Dass dies nicht der Fall ist, zeigen folgende einfache Uberlegungen:

1.) Lorentz-Transformation. Wenn eine Punktladung Q in einem Inertial-
system X ruht, so misst (iiber die auf eine Probeladung q wirkende
Kraft) ein Beobachter in X ein elektrisches Feld E # 0, jedoch kein
Magnetfeld.

Fiir einen anderen Beobachter in einem gegeniiber £ bewegten Inerti-
alsystem X' ist die Ladung bewegt. Der Beobachter in £’ misst daher
sowohl ein elektrisches Feld E' # 0 als auch ein magnetisches Feld
B’ # 0. Die Wechselwirkung zwischen der betrachteten Ladung und
einer Probeladung ¢ wiirde also von einem Beobachter in X als rein
elektrische Wechselwirkung (vermittelt durch das Feld E) beschrieben,
wihrend ein Beobachter in X’ sowohl elektrische als auch magnetische
Wechselwirkung feststellen wiirde (vermittelt durch die Felder E’ und
B’). Diese Betrachtung zeigt, dass man elektrisches und magnetisches
Feld als eine Einheit ansehen muss, als elektromagnetisches Feld.

Anmerkung: Fiir den in 0.3 diskutierten Fall eines von einem sta-
tiondren Strom durchflossenen Leiters tritt kein elektrisches Feld auf,
da bei einem stationdren Strom im Leiter kein Ladungsstau auftritt,
so dass sich die im Leiter befindlichen positiven und negativen La-
dungstriger (Gitterbausteine und Leitungselektronen) nach auffen hin
kompensieren.

2.) Kontinuitétsgleichung. Die wechselseitige Abhéngigkeit von elektrischem
und magnetischem Feld tritt unvermeidbar dann zu Tage, wenn wir
beliebige Ladungs- und Stromverteilungen p(r,t) und j(r,t) zulassen.
Die Forderung der Ladungserhaltung ergibt dann die Verkniipfung von
p und j via der Kontinuitédtsgleichung

OO+ Y =0,
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da die Ladung in einem bestimmten Volumen V nur ab(zu)-nehmen
kann, indem ein entsprechender Strom durch die Oberfliche von V
hinaus(hinein)-flieBt. Dann koénnen aber E und B nicht mehr un-
abhéngig voneinander berechnet werden.

0.5 Maxwell’sche Gleichungen

Den allgemeinen Zusammenhang zwischen E, B und den Ladungen (den
Quellen des elektromagnetischen Feldes) beschreiben die Mazwell-Glei-
chungen. Folgende Aufgabe ergibt sich:

1.) die Maxwell-Gleichungen zu formulieren und experimentell zu begriinden,

2.) ihre Invarianzeigenschaften zu untersuchen, woraus sich direkt der Zu-
gang zur speziellen Relativitdtstheorie ergibt. Die Untersuchung wird
zeigen, dass der Ubergang von einem Inertialsystem zu einem ande-
ren durch eine Lorentz-Transformation beschrieben werden muss, d.h.
dass fiir alle Inertialbeobachter die gleiche Physik gilt.

3.) Energie-, Impuls- und Drehimpuls-Bilanz fiir ein System geladener
Massenpunkte im elektromagnetischen Feld werden dazu fithren, dem
elektromagnetischen Feld Energie, Impuls und Drehimpuls zuzuord-
nen. Daraus werden sich dann Begriffe wie Strahlungsdruck und die
Einfiihrung von Photonen ergeben.

4.) Losungstheorie der Maxwell-Gleichungen. Beispiele sind die Ausbrei-
tung elektromagnetischer Wellen oder die Strahlung eines schwingen-
den elektrischen Dipols.

0.6 Materie im elektromagnetischen Feld

Die Maxwell-Gleichungen bestimmen im Prinzip die Felder E(?,t) und
B(r,t) vollsténdig, wenn die Ladungsverteilung p(T,t) und die Stromver-

teilung j(7,t) bekannt sind. In der Praxis treten dabei folgende Probleme
auf:

1.) Fiir ein System von N geladenen Massenpunkten miisste man die New-
ton’schen Bewegungsgleichungen 16sen, um p(1,t) und j(7,t) mikro-
skopisch berechnen zu konnen. Fiir ein Stiick Materie von makroskopi-
schen Dimensionen (z.B. das Dielektrikum zwischen den Platten eines
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Kondensators oder dem Eisenkern einer stromdurchflossenen Spule)

020 _

haben wir es mit 1 10%> Massenpunkten zu tun!

2.) Die mikroskopisch berechneten Funktionen p(T,t) und j(7,t) werden
im allgemeinen starke Schwankungen iiber kleine rdumliche und zeitli-
che Distanzen aufweisen. Die Losung von Maxwell-Gleichungen (mehr-
dimensionale Integrationen) wére dann praktisch nicht durchfithrbar
bzw. undkonomisch!

Gemittelte Felder

Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet der folgende Kompromiss: Wir
verzichten auf die Kenntnis des elektromagnetischen Feldes in mikrosko-
pischen Dimensionen (Volumina von 10724 em?, Zeiten von 107% sec) und
geben uns mit Mittelwerten (1079 cm?3, 1073 sec) zufrieden. Anstelle von
p(t,t),j(r,t), E(r,t) und B(r,t) treten dann Mittelwerte der Form

. 1 N
(p(r,1)) = de?’xd’t o(r+x,t+ 1)

— — —
. =

und entsprechend fiir (j(7,t)), (E(r,t)) und (B(7,t)). Aus den Maxwell-
Gleichungen der mikroskopischen Felder ergeben sich dann Gleichungen
dhnlicher Struktur fiir das makroskopische elektromagnetische Feld. Die
darin auftretenden Verteilungen (p) und (j) werden dann durch den expe-
rimentellen Aufbau definiert bzw. eingestellt.

Fundamentale und makroskopische Felder

Fiir die Beschreibung der elektromagnetischen Eigenschaften hat es sich
als zweckméfig erwiesen, zu den Mittelwerten der fundamentalen Felder,

elektrische Feldstirke E und
magnetische Induktion B ,
noch zwei weitere Vektorfelder als Hilfsgrofien einzufiihren:
dielektrische Verschiebung D und
magnetische Feldstdrke H.

Die dann zusétzlich bendtigten Bestimmungsgleichungen gewinnt man durch
Annahme eines linearen Zusammenhanges von E und D bzw. B und H,
charakterisiert durch

Dielektrizititskonstante € und Permeabilitit | .
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Héaufig ist die makroskopische Stromverteilung nicht von auflen vorgebbar,
sondern noch von den zu berechnenden Feldern abhéngig. Im einfachsten
Fall (Ohm’sches Gesetz) setzt man einen linearen Zusammenhang zwischen
makroskopischem Strom und elektrischer Feldstéarke an, womit (als Propor-
tionalitéitskonstante) eine weitere Materialkonstante ins Spiel kommt: die

elektrische Leitfihigkeit o .

Die Berechnung dieser Materialkonstanten (€, i, o) aus der atomaren Struk-
tur der Materie gehort in den Bereich der Atom- und Festkorperphysik und
benutzt Methoden der statistischen Mechanik.

Damit ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

1.) Ubergang von den mikroskopischen zu den makroskopischen Maxwell-
Gleichungen.

2.) Einfithrung von Materialkonstanten und ihre Berechnung aus der ato-
maren Struktur der Materie fiir einfache Modelle.

3.) Verhalten der Felder an Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien.
Beispiel: Das Reflexions- und Brechungs-Gesetz der Optik.

0.7 Literatur

An begleitender Literatur werden die folgenden Monographien empfohlen:

1. W. Nolting, Elektrodynamik (Grundkurs Theoretische Physik 3), Sprin-
ger, Berlin.

2. J. Schnakenberg, Elektrodynamik, Wiley-VCH.

w

. J. D. Jackson, Klassische Elektrodynamik, de Gruyter.

4. W. Greiner, Klassische Elektrodynamik (Theoretische Physik, Band
3), Harri Deutsch.

5. L. D. Landau, E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie (Lehrbuch der
Theoretischen Physik, Band 2), Akademie-Verlag.

6. M. R. Gaberdiel, Klassische Elektrodynamik, ETH Ziirich Vorlesungs-
skript.



Teil 1

Elektrostatik



1. Coulomb’sches Gesetz

1.1 Ladungserhaltung und Ladungsinvarianz

In der Einfiihrung hatten wir die grundlegenden Eigenschaften der elektri-
schen Ladung kurz zusammengestellt. Zur experimentellen Priifung dieser
Eigenschaften benotigt man zunéchst eine Messvorschrift fiir Ladung. Eine
solche Messvorschrift wird im néchsten Unterkapitel nachgeliefert. Zuvor
noch einige Ergdnzungen zur Ladungserhaltung und Ladungsinvarianz.

Paarerzeugung

Besonders eindrucksvolle Beweise fiir die Ladungserhaltung sind die Paar-
Erzeugung und Paar-Vernichtung. So zerstrahlen z.B. ein Elektron (e™)
und ein Positron (e") in ein hochenergetisches massives Photon (y-Quant),
das ungeladen ist; umgekehrt entsteht bei der Paar-Erzeugung (z.B. in
7", 70 Mesonen) stets gleich viel positive wie negative Ladung.

Die Ladungsinvarianz zeigt sich z.B. darin, dass Atome und Molekiile neu-
tral sind, obwohl der Bewegungszustand von Photonen und Elektronen
sehr unterschiedlich ist. Besonders klar ist das Beispiel des Helium-Atoms
(*He) und des Deuterium-Molekiils (D3). Beide bestehen aus 2 Protonen
und 2 Neutronen sowie 2 Elektronen und sind damit elektrisch neutral,
obwohl der Bewegungszustand der Protonen im Kern des Helium-Atoms

+e+(—e) =0 q=0 +e+(—e)=0
Abbildung 1.1: Paar-Vernichtung und Paar-Erzeugung.
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und des Dy-Molekiils sehr verschieden sind: das Verhaltnis der kinetischen
Energien ist etwa 10°, der mittlere Abstand der Protonen im Dy-Molekiil
in der GroBenordnung von 107! m, im He-Kern von 107'° m.

1.2 Coulomb-Kraft

Als experimentell gesicherte Grundlage fiir die Elektrostatik benutzen wir
das Coulomb’sche Kraftgesetz zwischen 2 Punktladungen:

]212 =TI 92 T19 (1.1)

ist die von Ladung q; auf Ladung (s ausgeiibte Kraft. Sie ist also umge-
kehrt proportional zum Quadrat des Abstandes zwischen den Ladungen.
Hierbei ist T19 = T9 — 71, T12 = [T12] und T, eine noch zu bestimmende
Porporotionalitatskonstante.

AN

r12 q2
Abbildung 1.2:
Verbindungsvektor T1o zwi-
d, schen zwei Ladungen.
Eigenschaften:

1.) Anziehung (Abstofung) fiir ungleichnamige (gleichnamige) Ladungen.

2.) ]212 = —1221: Actio = Reactio; also ist der Impuls der beiden Teilchen
erhalten.

3.) Zentralkraft: da eine Punktladung (beschrieben durch die skalaren Gréfen
m, q) im Raum keine Richtung auszeichnet. (— Drehimpulserhal-
tung)

Anmerkung: Fiir (schnell) bewegte Ladungen gilt Gl. (1.1) nicht mehr.
Das elektromagnetische Feld ist dann in die Impuls- und Drehimpulsbilanz
einzubeziehen.

Gleichung (1.1) ist zu ergénzen durch das Superpositionsprinzip:
K = Ko 4+ K3y (1.2)
fiir die von 2 Punktladungen o und qs3 auf q; ausgeiibte Kraft.
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Messvorschrift fiir Ladung

Vergleicht man 2 Ladungen q,q’ am Ort T; anhand der von einer festen
Ladung Q am Ort 7o auf sie ausgeiibten Kraft, so findet man fiir Punkt-
ladungen geméf Gl. (1.1):

12 12

und mit K = “212\, K" = “212|

q K
Damit sind Ladungsverhéltnisse durch Kraftmessung zu bestimmen: Nach
Wahl einer Finheitsladung (Ladung des Elektrons oder Positrons) kénnen

wir Ladungen relativ zu dieser Einheitsladung messen.

Maflsysteme

Fiir die Festlegung der Proportionalitdtskonstanten I, gibt es 2 Moglichkeiten:

i) Gaufi’sches cgs-System: Hier wihlt man [}, als dimensionslose Konstan-
te; speziell

=1, (1.4)
dann ist iiber Gl. (1.1) durch

[Ladung]?

[Kraft] = Tangol?

die Dimension der Ladung bestimmt zu

[q] = +/[Kraft][Linge] = v/dyn X cm, (1.5)

wobel

g cm

1dyn =1
S
Die elektrostatische Einheit ist dann diejenige Ladung, die auf ei-
ne gleich grofle im Abstand von 1 cm die Kraft 1 dyn ausiibt. Das
Gauf’sche cgs-System ist in der theoretischen Physik noch relativ ver-
breitet.
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ii) SI-System (Systeme International d’Unités). Zusétzlich zu den mecha-
nischen Einheiten (Meter, Kilogramm, Sekunde) wird die Ladungs-
einheit Coulomb = Ampere-Sekunde definiert. Ampere-Definition: Ein
Ampere ist die Stérke eines zeitlich unverdnderlichen elektrischen Stro-
mes, der durch zwei im Vakuum parallel im Abstand 1 Meter von-
einander angeordnete, geradlinige, unendlich lange Leiter von ver-
nachléssigbar kleinem Querschnitt flieend, zwischen diesen Leitern
pro Meter Leiterlinge die Kraft 2-10~7 N hervorrufen wiirde. Schreibt
man

1
_47'[607

le (1.6)

so nimmt die Konstante € (die Dielektrizitit des Vakuums) den Wert

Coulomb?

Newton - Meter?

ey = 8.854- 1012 (1.7)

an. Alternativ kann man

e = 10_702% mit ¢ = 2.9979250 - 108
A S
verwenden, d.h. €g lédsst sich durch die fundamentalere Konstante
der Lichtgeschwindigkeit ¢ ausdriicken. Das SI-System hat sich in der
angewandten Elektrodynamik (Elektrotechnik) durchgesetzt, und wir
werden im Wesentlichen mit diesem System arbeiten.

1.3 Das elektrische Feld eines Systems von Punktladungen

Die von N ruhenden Punktladungen g; an der Orten T; auf eine Probela-
dung q am Ort T ausgeiibte Kraft ist nach (1.1) und (1.2):

N N N
Ko 4y @lr=m) _ gy (1.8)
dmey = [r—T1i3
i=1
wobei wir

L

= A qi (T—mi)
Em) =) (1.9)

— 4meg [r — Ty
i=1

als (statisches) elektrisches Feld bezeichnen, das von den Punktladungen
di am Ort T erzeugt wird. Es ist gemif (1.8) ein Vektorfeld, da ¢ ein Skalar
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Punktladung Plattenkondensator

Abbildung 1.3: —>
Beispiele fiir von

Ladungen erzeugte

Felder. q>0 q<0 homogenes Feld

T VYYVVYVYVVVVY

ist. Bei vorgegebener Ladung q zeigt (1.8), wie man ein elektrisches Feld
messen kann. Dabei ist darauf zu achten, dass die Probeladung so klein ist,
dass man ihren Einfluss auf das auszumessende Feld vernachléssigen kann.

Elektrisches Potential

Analog dem Fall der Gravitationstheorie in der Mechanik kann man die
Vektor-Funktion E(T) aus dem elektrischen Potential

N
4) _ di 1

O(r —
— 47teg |r — T3]

(1.10)

einer skalaren Funktion, durch Differentiation gewinnen:

RN

E= —VO. (1.11)

Abb. 1.3 zeigt Beispiele fiir Gl. (1.11). Die (potentielle) Energie der ruhen-
den Massenpunkte mit den Ladungen ¢; ist dann

1 & g 1 1 &
u=- - = D(1y) | 1.12
1#£j i=1

wobei @(T;) das Potential am Ort 7; ist, das die Ladungen dort erzeugen.
Der Faktor (1/2) auf der rechten Seite von (1.12) korrigierte die Dop-
pelzéhlung der Beitrige in der Summe ), - Bemerkung: In (1.12) muss
streng genommen die Selbstenergie fiir 1 = j im rechten Ausdruck wieder
abgezogen werden.

1.4 Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen

Wir ersetzen

Z di .... — Jde(?) s (1.13)
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‘ Abbildung 1.4:
Koordinatensystem
fiir die Berechnung
des Potentials der

homogen geladenen
Kugel.

wobei p(T) die Ladungsdichte am Ort T ist, mit der Normierung

Q=) qi= Jde(?) . (1.14)
Damit tritt anstelle von (1.9), (1.10), (1.12):
- 1 (=7
E(T) = ‘o) =——= 1.1
7= oo | AVl E— (115
OF) = — Jdv’ ) (1.16)
T ame, | ¢ PV R = |
und
1 e
U= §Jde(r)CD(r) : (1.17)

Beispiel: homogen geladene Kugel

Wir betrachten die Ladungsverteilung

~ po fiir [r] <R;
p(T) = :

1.18
0  sonst ( )

und wihlen ein Koordinatensystem mit dem Ursprung im Kugelmittel-

punkt (siche Fig. 1.4). Das Potential ist dann wegen (T —71')% = 72 +77%

0 =12 4+ 1'% — 911/ cos ¥’
. [ 1
o) =L | &
41tey JKugel ‘T - T ‘
00 R 27 7T 1
= dr'r’2J d(p’J dd’ sin 9’
4Tteq Jo 0 0 \/r2 + 1'% — 217’ cos &

13



Mit der Substitution u = cosd’, du = —dd’sind’ und der Tatsache, dass

d —rr’
— V24?2 =
du \/1‘2 + 1% —2rr'u

ergibt sich

. 2mpg (R 1 1
D(r) = Po dr’r’2J (—du)
4Tteq Jo 1 \/r2 + 12 —2rr'u

21tpg (N 1 !
i U I PN [— \/T2 2 21‘1"u]
1

 dmeg Jg (—rr/)
27T R
_ Po J dT'/Tl(\/T2 + 1../2 — 9! — \/T2 + T’2 + 2T’T”>
Amtegr Jo
2710 R

ar'v'(Ir + 7' = [r — 1))

 dmegr Jg

2mpy X, 2r' firr >’
= dr’ x o ,
ATteqT Jo 2rr’ firr<r

Diese Fallunterscheidung gilt fiir die Integrationsvariable; wir erhalten jetzt
eine Losung fiir eine Probeladung auferhalb der Kugel (r > R), und eine
zweite, gestiickelte, fiir die Probeladung innerhalb der Kugel (r < R):

. 4mtpy (R 47ty R3
r>R: @) = pojdr’r&: Po °
Ategr Jo Amtepr 3
. ATt r R 47t 3
r<R: @)= all J dr’r’Q—l—J dr' v’ | = 2P0 T——I—I(RQ—rQ)
Amtegr \ Jo N dtegr \ 3 2
4710 R2 T2
~ 4meg\ 2 6
Mit der Dichte 0 30
= 4o = —
finden wir
N 1
r>R: O(r) = Q -
4;“‘30’“ (1.19)
T<RZ (D(?) :ﬁ(3R2_T2)

Dieses Potential ist in Fig. 1.5 (a) dargestellt.
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Abbildung
1.5: Verlauf (a)
des Potentials
® und (b) des
Feldes |E| der
homogen ge-
ladenen Kugel
fir r < R und

FlQ r T > R.

Dann folgt fiir E aus (1.11):

PSR EF) =T
Amten T3

. o' (1.20)
<R: E) = —
’ (T) 47t€( R3

Der Betrag des elektrischen Feldes ist in Fig. 1.5 (b) zu sehen. Fiir die
Energie U findet man mit (1.17) und (1.19):

2 pr2n 7T R 2 2

. R
uz@JchD(r):ﬂJ d(pJ d%sinf}J dre2( = L
2 260 0 0 0 2 6

2 (R 2 2 2 M-3p2 51R
:%J ger2( T\ _ 2mep TRT T (1.21)
2¢0 Jo 2 6 e | 6  30],

_ 2mpg2R®  2m 9Q* 2R 3 Q* 1

ey 15 €gl6m2R6 15  54meygR
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Anwendung: Bestimmung des klassischen Elektronenradius

Nach (1.21) wird die Selbstenergie eines punktformigen Teilchens (R — 0)
unendlich. Nun ist nach der Relativitatstheorie die Energie eines ruhenden
Teilchens, z. B. eines Elektrons, mit seiner Ruhemasse my verkniipft durch

Ep = mpc? . (1.22)

Ein streng punktformiges (geladenes) Teilchen hiitte also nach (1.21) eine
unendlich grofie Ruhemasse! Fithren wir andererseits die gesamte (endli-
che) Ruhemasse eines Elektrons auf seine elektrostatische Energie zuriick,
so miissen wir dem Elektron einen endlichen Radius Rq, den klassischen
Elektronenradius zuordnen,

3 e?
Rp=c——— ~ 10Pm=1fm=10"A. (1.23)
5 4megmoc?
Fiir Dimensionen < 10~ m miissen wir also fiir Elektronen mit Abwei-

chungen vom Coulomb’schen Gesetz rechnen.

1.5 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine auf ein endliches Volumen V begrenzte Ladungsver-
teilung (diskret oder kontinuierlich) und untersuchen ihr Potential @ in
einem Punkt P weit auflerhalb von V.

Abbildung 1.6:

Geometrie zur Berechnung

des Potentials an einem

Punkt P weit entfernt von

den Ladungen q; an den V
Orten Tj.

Der Koordinatenursprung 0 moge innerhalb von V liegen; wir kénnen z.B.
0 als Ladungsschwerpunkt, definiert durch

~ | qifTy
Tq = & (1.24)
Zi ‘qi‘
wéahlen. Die Betrége sind dabei nétig, da es positive und negative Ladungen
gibt. Solange 1; < 1, kénnen wir (1.10) durch eine Taylor-Reihe darstellen,

O =05+ D+ Dy + D3+ ..., (1.25)
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wenn wir
1 1 1 1

r—i \/r2—2?-?i—|—r% 1‘\/1—(2?-?1—1"12)/1‘2

(1.26)

verwenden und in (2? Ty — T%) /12 entwickeln. Mit (1—x)7V/2 = 14+x/2+
3x%/8 + O(x?) ergibt sich:

Lo Lo p

1 1 1@2r-m—17)  3(2r-Ti—1))
— = - — - 1.27
T — 7y r+2 T3 +8 0 + ( )

Wenn wir nun noch die Terme geeignet nach Potenzen von xi/7 etc. zu-
sammenfassen, finden wir

ol =22 2..2
1 I rerg  13(r-rm)" —rir
rT—7 T3 2 o (1.28)

Fiir das elektrostatische Potential @ (r) finden wir somit

. 1 qi 1 Q 1 d-7 1 171%QqprP
(D T — — — = F— - _
(7) A7teq ; T — 7y ATteg T + Amteg 13 T Amteg2 10
(1.29)
Die Terme bedeuten:
1.) Monopol-Anteil
- di Q .
Dy(r) = = t = il 1.30
ol7) - 4mtegr  4TeQT i Q ; % ( )

Die Gesamtladung (oder Monopolmoment) Q erzeugt in 0. Ndherung (null-
ter Naherung) der Taylor-Entwicklung ein Feld, das aus geniigend grofer
Entfernung dem einer im Ursprung lokalisierten Punktladung entspricht.

2.) Dipol-Anteil

~ d-T  dcosd = Z -
@ pu— - .t d - 3 1. 1.31
1(7) 4riegr3  4reqr? e - diTt (1.31)

d ist das Dipolmoment. Der Winkel 9 ist der Winkel zwischen T und d.
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Abbildung 1.7: Winkel zwi- V)
schen Beobachtungspunkt T — >
und Dipolmoment d. d

Abhéangigkeit des Dipolmoments vom Koordinatenursprung

Verschiebt man den Ursprung 0 um a, so wird

qu .—d) =d—Qa. (1.32)

Falls Q # 0, kann man a so wihlen, dass d’ = 0 wird. Wenn dagegen
Q = 0 ist, so wird dagegen d = d’ unabhingig vom Ursprung und das
Dipolmoment beschreibt eine echte innere Eigenschaft des betrachteten
Systems.

Konstruktionsanleitung: Man bestimme die Schwerpunkte der positi-
ven bzw. negativen Ladungstrdger. Fallen diese zusammen, so ist d =
24 diti = 0. Andernfalls gibt ihre Verbindungslinie die Richtung von d;

ihr Abstand ist ein Maf fiir den Betrag von d.

O
Abbildung 1.8: Beispiel C
der Bestimmung des Di- P
polmoments fiir zwei CE /T.:) ©, ® %
Molekiile, Wasser und O
Kohlendioxid. H,0 Co,
3.) Quadrupol-Anteil.
N I 17%*Qq Brﬁ
DOs(1) = ey 2 5 (1.33)

Aus 1%Q 4 (31‘[3 > idi { T ?1)2 — 1‘ 2| finden wir fiir die Elemente Qup
des Quadrupoltensors Q:
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Qup = Z di (31‘?1‘{3 - 6OLBT12> (1.34)

Hierbei sind die Indizes o, f = x,y,z (mit T = (*,7Y,1*) und 17 =
(r¥,r7,71%) ) und die Einsteinsche Summenkonvention gilt in (1.33).
Anmerkung: Die Hoch- und Tiefstellung der Indizes bedeutet kontravari-
ante (%) und kovariante (r) Vektorkomponenten (Tensorkomponenten).
In strenger Form verlangt die Einsteinsche Summenkonvention Summation
iiber Indizes, die im selben Term einmal hoch-, einmal tiefgestellt vorkom-
men. Allerdings bedeutet die Vorschrift

To = roBTﬁ

der Umrechnung von kontravarianten in kovariante Vektorkomponenten,
dass man diese wegen der Metrik

Jap = 6043

im euklidischen Raum R? nicht unterscheiden muss. Daher wird die Sum-
menkonvention im R? hiufig so verwendet, dass einfach iiber wiederholte
Indizes summiert werden muss.

Eigenschaften des Quadrupoltensors: 1) Der Quadrupoltensor ist spurlos,
denn

Z rooc = Z Z di (ST?T{X — 50(“1‘?) = Z di (31‘% — 31‘%) =0
08 x i i

2) Der Quadrupol-Tensor ist symmetrisch und reell und kann daher stets
diagonalisiert werden. Es besteht hier eine weitgehende Analogie zum Tréag-
heitstensor in der Mechanik. 3) Die Zahl der unabhéngigen Fintrage des
Quadrupoltensors ist 5, nach Rotation ins Hauptachsensystem 2.

Im Hauptachsensystem ist der Quadrupol-Tensor diagonal, Qxp = Q« dup-
Wir finden

Q=) a(dF—7i) =) a(2d—vyi—z),
Qu=) a(2ui—x{—2f),
Q:= ) (22l —x{—vi) .

(1.35)
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(1.35) zeigt, dass die Eigenwerte Q4 die Abweichungen von der Kugelsym-
metrie beschreiben, denn fiir sphérische Ladungsverteilungen werden die
folgenden Terme alle gleich:

Y aixd=) qui=) gz — Qu=0 (1.36)
i i i

Ein Element Q4 # 0 des Quadrupoltensors bedeutet also eine Abweichung
von der sphérischen Symmetrie der Ladungsverteilung.

Spezialfall: Axialsymmetrie

Wir betrachten Rotationsinvarianz um die z-Achse. Dann wird
1 1
Qe=Qu= D ai(d—z) =—3 a2 —2q) = —5Q. (137)
i i

d.h. der Quadrupol-Anteil @5(T) ist durch eine Zahl, das Quadrupolmoment
Qo = Q./2, zu kennzeichnen. Fiir diesen Fall ist die Winkelabhingigkeit
von @y leicht anzugeben (wir verwenden Q, = 2Qp, Qx = Qy = —Qo):

L1 QP+ Quut+ Q2 Qo 222 -y

Ds(r) = =
2(7) 47te) 210 47t€) 210
322 — 12 3cos?d —1
_ Qo (32 ) _ Qo (3cos )’ (1.38)
dmteg  2rd 47te) 213

wobei 9 = arccos(z/T) dem Winkel zwischen dem Vektor T und der Sym-
metrieachse (der z-Achse) entspricht. Gleichung (1.38) zeigt die fiir den
Quadrupol-Anteil charakteristische T-Abhéngigkeit; die Winkelabhéngigkeit
ist deutlich verschieden von der des Dipol-Terms (1.31).

Kontinuierliche Ladungsverteilungen

Analog zu Abschnitt 1.4 erhalten wir fiir eine kontinuierliche (raumlich
begrenzte) Ladungsverteilung das Dipolmoment:

d= JdBr’p(?’)?' . (1.39)
Analog wird Gleichung (1.34) fiir die Elemente des Quadrupoltensors zu:
Qup = Jd?’r’p(?’) (31"0‘1"[3 — 60431”’2). (1.40)

Beispiel: Eine ganze Reihe von Atomkernen ist (axialsymmetrisch) de-
formiert und elektrostatisch durch ein Quadrupolmoment charakterisiert.
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Die Abweichungen von der Kugelsymmetrie kénnen dabei sowohl positiv,
Qo > 0, als auch negativ, Qg < 0, sein, was anschaulich einer Zigarre bzw.
einer Scheibe entspricht.

@ Abbildung 1.9: Beispiele fiir
Z Z . . .
axialsymmetrisch deformierte

Ladungsverteilungen.
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2. Grundlagen der Elektrostatik

2.0 Wichtige Integralsitze

Im folgenden werden wir wiederholt die folgenden beiden Integralsétze im
R? benotigen (in der Vektoranalysis werden sie in allgemeinerer Form bzw.
fir den R™ bewiesen).

Stokesscher Integralsatz (Rotationssatz)

Der Rotationssatz setzt das Flachenintegral iiber eine Ableitung einer Funk-
tion mit dem Linienintegral dieser Funktion {iber den Rand der Flache in
Beziehung.

Sei A ein C!-Vektorfeld auf einer abgeschlossenen, stetig partiell differen-
zierbaren Fliche F im R? mit stiickweise glattem Rand OF. Dann gilt:

jg dr - R(?) = J af - rot R(?) . (2.1)
oF F

Gauflscher Integralsatz (Divergenzsatz)

Der Divergenzsatz setzt das Volumenintegral iiber eine Ableitung einer
Funktion zum Integral der Funktion iiber die geschlossene Fléache, die das
Volumen einschliefit, in Beziehung.

Sei A ein C'-Vektorfeld im abgeschlossenen Gebiet V' C R?, dessen Rand
von einer geschlossenen, stetig partiell differenzierbaren Flache 0V gebildet
wird. Dann gilt:

jg df - A(F) = J d*rdivA(T) (2.2)
ov \Y

wobei df = ndf mit nach aufien zeigender Flichennormale 1.
Wegen dieser Integralsédtze kann man viele physikalische Gesetze sowohl in
einer differentiellen als auch in einer integralen Form schreiben.
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2.1 Fluss eines Vektor-Feldes

Wir wollen im folgenden nach dquivalenten Formulierungen des Coulomb-
schen Gesetzes suchen. Dazu fithren wir den Begriff des Flusses eines Vektor-
Feldes ein. B

Ein Vektor-Feld A(T) sei auf einer Fliche F definiert. F sei messbar und
zweiseitig, d.h. F moge einen endlichen Flacheninhalt besitzen und Ober-
und Unterseite von F seien (durch die Flichennormale ) wohl definiert.
Gegenbeispiel: das Mobius’sche Band.

Den Fluss ¢ des Vektor-Feldes A durch die Flache F definieren wir dann
durch das Oberflachenintegral

d):JA-df:JAndf, (2.3)
F F

wobei A;, = A-n die Komponente von A in Richtung der Fldchennormalen
n ist. Das gerichtete Flichenelement df ist parallel zu n, df = |df].

Zur Interpretation von (2.3) betrachten wir eine Fliissigkeitsstromung mit
der Geschwindigkeit v(7) und der Dichte p(r). Wihlen wir

—

A(r) = p(T)v(1) , (2.4)
so bedeutet

J A-df = J o(TV(F) - df (2.5)

F F

die pro Zeiteinheit durch F flieBende Menge Fliissigkeit. (2.5) zeigt, dass
nur die senkrecht zur Stromung stehende Fliache wirksam wird.

2.2 Gaufdsches Gesetz

Wir wiithlen nun fiir A das elektrostatische Feld E und fiir F eine geschlosse-
ne Fldche mit den oben erwahnten Eigenschaften. Dann ist der elektrische
Fluss

b = ﬁﬁ Ldf = 3€FEN df (2.6)

mit der in dem Volumen V enthaltenen Gesamtladung Q verkniipft durch
das Gaufische Gesetz:

¢:§;Fdrf:9.

- (2.7)
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In Worten: Der Fluss eines elektrischen Feldes durch eine geschlossene
Oberflache ist proportional zur im Innern dieser Oberfliche enthaltenen
Ladung.

Fiir eine beliebige Ladungsverteilung p(x) lautet das GauBsche Gesetz: Sei

V C R3 ein Volumen und E(x) ein elektrisches Feld, das auf dem Rand
0V von V wohldefiniert ist, dann gilt:

3@ dﬂa)-ﬁ(ﬁ)zij d*x p(X) (2.8)
ov A\

€0

RN

wobei p(x) die Ladungsdichte ist, die E( ) = 4ﬂ€ fd3y o(y )Tgyﬁ erzeugt,

und df (y) ist das gerichtete Flichenelement auf 0V; df ( ) ist ein Vektor,
der normal zur Tangentenebene bei y ist und dessen Linge proportional
zum Flichenelement df ist.

Beweis des Gaufischen Gesetzes

Das Gaufische Gesetz ist eine Konsequenz des Coulombgesetzes. Wegen des
Superpositionsprinzips geniigt es, das Gaufische Gesetz fiir eine Punktla-
dung g abzuleiten. O.B.d.A. legen wir diese Punktladung in den Ursprung
0. Dann ist zu zeigen:

o 4 fills 0€V
df(y) - E(y) =< -
LV ) Ey) {0 falls 0¢V

q x
Arteq [x]3

(2.9)

mit E( ) =

Wir beginnen mit dem
2. Fall: 0 € V. Dann ist E( ) iiberall im Innern von V definiert, und wir
konnen den Divergenzsatz anwenden. Dazu berechnen wir:

1 q 1
di d- = A-=0, 2.10
4teg A dmteg T (2.10)
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denn (mit Summenkonvention)

1 Xa (0axu) 1
6x1 aXQ aX3
0 — =3
oXex aX1 + aXQ + aX3
o, L (21O _ 3x _ 3 (2.11)
3 or13 ) 0%y ™r >
3 I XX 3
e
1
M 0,04— =0
T
Damit ist
divE(X) =0  fir X #0 (2.12)

Mit dem Gauflschen Integralsatz (Gl. (2.2)) folgt also

[N [N
—

J d’x divE(x) = S{} df(y)-E(y) =0 fir 0¢V, (2.13)
\% ov

was den zweiten Fall von Gl. (2.9) beweist.

1. Fall: 0 € V. Wir kénnen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit V durch
eine kleine Kugel mit Zentrum 0 und Radius R ersetzen, da wir mit dem 2.
Fall beliebige leere Volumina V erledigt haben. Dann ist in jedem Punkt der
Kugeloberfliche E parallel zur (dufleren) Flichennormale 1 (siehe Fig. 2.1).

Abbildung 2.1:
Punktladung ¢ in einer
kleinen Kugel mit Radi-
us R: Das elektrische Feld
E ist in jedem Punkt der
Kugeloberflache parallel
zum Normalenvektor n.
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Fiir die Integration bei der Berechnung des Flusses wahlen wir Kugelkoor-
dinaten

X1 = Tsind cos @ X9 = TsinV sin @ X3 = T cosD (2.14)
und haben deshalb das Flidchenelement (sieche Fig. 2.2)
df = r?sindddde , (2.15)

—_

und df(r) = dfe,.

dQ=r?sin9d9d¢ |
r sind dg

Abbildung 2.2:
Geometrische Be-
stimmung des

Raumwinkelele- / // . v

mentes dQ und ' dV=r2sinddrd9dp |
des Volumen- ,’«//

elementes dV in y
Kugelkoordinaten. X

Der Fluss ist damit

T 271 1 q
J dﬁsinﬁj der’= = — (2.16)

ﬁé af(y) - () :
\% 0 0 T €0

N 47t€e)

wobei wir E | nim Skalarprodukt benutzt haben. Damit haben wir auch
den 1. Fall von Gl. (2.9) mit 0 € V bewiesen.

2.3 Anwendungen des Gauf3’schen Gesetzes

Fiir symmetrische Ladungsverteilungen bietet Gl. (2.7) die Moglichkeit, die
Feldstarke E mit geringem Aufwand zu berechnen. Wir betrachten zwei
Beispiele:

26



1.) Feld einer homogen-raumgeladenen Kugel

Sei

—_

p(t) =p(r) fir <R, p(r)=0 sonst. (2.17)

Aufgrund der Kugelsymmetrie ist E = E(r)e, radial gerichtet, so dass fiir
den Fluss ¢ gilt

b = J df - E = E(T)J df = 4mr?E(r) = Q : (2.18)
oV

GAY €0
wobei Q, = fv d3r p(7) die in einer konzentrischen Kugel V mit Radius v
enthaltene Ladung ist.
Fir Punkte mit v > R ist Q, = Q die Gesamtladung und es folgt aus
(2.18):

E(r) = Q

 4megr?

fir >R (2.19)

Fiir v < R hingt das Ergebnis von der speziellen Form von p(r) ab. Als
Beispiel wéhlen wir

p(r) = po = const, (2.20)
dann wird:

Qr = 4?7[1‘390 , (2.21)
also wie in (1.20):

By = & Po, (2.22)

Amteg 2 3eg

Man vergleiche den Rechenaufwand hier mit dem, den Gleichung (1.15)
erfordert!

2.) Homogen geladene, unendlich ausgedehnte Ebene

Aus Symmetriegriinden steht E senkrecht zur Ebene, der Betrag E ist gleich
fiir die Punkte 1 und 2, die von der Ebene den Abstand r haben mogen.
Das Gaufy’sche Gesetz ergibt dann:

¢:§E-dF:aE(1)+aE(2):—:—, (2.23)
.
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Q=c0a

Abbildung 2.3: E(1) ‘ ;ﬁ %)

[llustration des zur gela-
denen Ebene symmetri-

schen, zylinderformigen

\

Integrationsvolumens. o

wenn a die Zylindergrundflache ist und o die Fléchenladungsdichte (siehe
Abb. 2.3). Vom Zylinder-Mantel erhilt man keinen Beitrag, da E keine
Komponente in Richtung der Normalen auf dem Zylinder-Mantel hat. Wir
erhalten fiir das elektrische Feld:

E= 2 (2.24)

2€(

unabhéngig von r. Da das elektrische Feld auf beiden Seiten von der Flachen-
ladung wegzeigt, bedeutet das Ergebnis, dass die Normalkomponente des
elektrischen Feldes (hier die einzige von Null verschiedene Komponente)
an der Flachenladung um den Betrag o/€( springt. Wir erhalten also fiir
das elektrische Feld (mit n = e3)

X0 < .
= -—e3 fir x3 >0
E(X) =< (1o .. (2.25)
& ©3 fir x3 <0
mit konstantem o. Das zugehorige Potential ist
xo ..
N ——X3 fir x3 >0
DPX) =19 1%o. . (2.26)
€—0X3 fur X3 < 0

und damit fiir jede Wahl von « stetig. & wird durch die Randbedingun-
gen bei x3 = Fo0 festgelegt (die natiirliche Wahl, dass das elektrische
Feld im Unendlichen verschwindet, ist hier nicht mit den Feldgleichungen
vereinbar).

Etwas besser sieht das beim Plattenkondensator aus, den wir (idealisiert)
als zwei parallele, geladene, unendlich ausgedehnte Ebenen beschreiben,
eine bei x3 = 0 mit Ladungsdichte o, eine bei x3 = b mit Ladungsdichte
—o0. Das Superpositionsprinzip bedeutet, dass das elektrische Feld dieser
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Konfiguration gerade die Summe (mit verschiedenen Vorzeichen) der obi-
gen Losungen ist. Die eindeutige Losung, bei der das elektrische Feld im
Unendlichen verschwindet, ist

6 fir x3 >0
E(x) = goég fir 0<x3<b (2.27)
0  fir x3>b

und das Potential ist

C fir x3>0
E(x) = —e%m +C fir 0<x3<b (2.28)
—2b+C fir x3>b

Die Differenz des Potentials bei x3 = 0 und x3 = b ist gerade ob/€g. Das
entspricht der Arbeit W = bkEjs, die eine Einheitsladung bem Durchgang
durch den Kondensator leisten muss (oder aufnimmt).

2.4 Differentialgleichungen fiir das elektrische Feld und Potential

Wir wollen das Gaufi’sche Gesetz (2.7) in differentieller Form darstellen.
Dazu formen wir das Fléchenintegral um in ein Volumenintegral iiber das
von F eingeschlossene Volumen V' (Gauflscher Integralsatz):

%d?-ﬁ:Jdvv-Ezg. (2.29)
F 1% €0
Mit
Q= J dVp(r) (2.30)
A\
folgt dann:
J av(v-E—2)=0. (2.31)
\% €0

Gleichung (2.31) muss fiir beliebige Volumina V gelten, kann also nur erfiillt
sein, wenn der Integrand verschwindet:

V.E=" (2.32)
€0
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Dies ist eine der zwei Feldgleichungen der Elektrostatik. Gleichung (2.32)
dndert sich nicht, wenn man zu E eine beliebige divergenzfreie Vektor-
funktion E’ addiert; Gleichung (2.32) reicht daher zur Bestimmung des
elektrischen Feldes nicht aus.

Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes

Eine weitere differenzielle Beziehung fiir E erhalten wir aus (vgl. (1.11))
E=—VO, (2.33)

wobei @ hier das elektrische Potential ist. Wir verwenden jetzt die Bezie-
hung

V x (VD) =0, (2.34)

die hier fiir das Potential geschrieben ist, aber allgemein gilt. Fiir jede der
drei Komponenten ist

(V X E)l = eijkajEk = — eijkajakCD =0 (2.35)
wegen der Antisymmetrie von €yx. Z.B. gilt
1=1: €1jk0;0x = €123 0203 + €132 0302 = 0. (2.36)
=+1 =1

Gleichung (2.33) ist iiber die Vektorindentitdt Gl. (2.34) dquivalent zur
Warbelfreiheut

VxE=0 (2.37)

des elektrischen Feldes. Dies ist die zweite der Feldgleichungen der Elektro-
statik. Sie besagt, dass das durch das elektrische Feld definierte Kraftfeld
konservativ ist, d.h. dass

%df- E(X) =0 (2.38)

d.h. auf einem geschlossenen Weg wird keine Arbeit verrichtet. Das folgt
aus dem Stokesschen Integralsatz

% dl-E(X) = J df - (V x E), (2.39)
oF F

wobel F eine zweidimensionale Flache mit eindimensionalem Rand OF ist.
Aus (2.32) und (2.37) kann man bei gegebener Ladungsverteilung p die
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Feldstédrke des elektrostatischen Feldes bestimmen, was jedoch recht auf-
wendig ist.

Poisson’sche Gleichung

In der Praxis geht man noch einen Schritt weiter von der Feldstirke E zum
Potential @, aus dem sich durch Differentiation geméfl (2.33) E gewinnen
lasst. Setzt man (2.33) in (2.32) ein, so erhilt man

V. (VD)= AD = — 2 (2.40)
€0

die Poisson’sche Gleichung mit der Abkiirzung

02 02 0°
T i oy?2 i 0z2

A (2.41)

fiir den Laplace-Operator A. Die Poisson-Gleichung kann anstelle der bei-
den Feldgleichungen (2.32) und (2.37) gelost werden.

Laplace Gleichung

Hat man eine Losung von (2.40) gefunden, so kann man dazu eine beliebige
Losung der homogenen Gleichung, der Laplace-Gleichung,

AD =0 (2.42)

addieren und erhélt eine neue Losung von (2.40). Diese Mehrdeutigkeit
kann man durch Vorgabe von Randbedingungen beseitigen. Fiir die weitere
Diskussion sei auf Kapitel 3 verwiesen!

2.5 Energie des elektrostatischen Feldes

Die Kraft, die eine Ladung im elektrischen Feld E(x) erfihrt, ist F(x) =
qE(x). Das elektrische Feld ist seinerseits der negative Gradient des elektri-
schen Potentials @ (x). Daher ist die elektrische Kraft, die die Probeladung
q erfihrt, gerade der negative Gradient von q®(x). Dies ist also die po-
tentielle elektrische Energie, die die Probeladung im elektrischen Kraftfeld
besitzt.

Insbesondere ist die Arbeit

B . B
wz—J dl-F()?):qJ dl- VO(x) = q@(xg) — q@(xa) (2.43)
A A
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gerade die Differenz der potentiellen Energie an den Endpunkten. Mit dem
Potential
- 1
D) = —— L
41teg [x — X1

(2.44)

der Punktladung q; am Ort X1 ist die potentielle Energie, die man gewinnt
(benotigt), um eine zweite Punktladung g2 aus dem Unendlichen (wo das
Potential verschwindet) auf den Abstand 119 = X9 — X1 heranzubringen

_ 1 qi9e
47T€0 T12 .

(2.45)

Jetzt betrachten wir N Punktladungen q; bei x;. Wir kénnen die elektro-
statische Energie dieser Konfiguration berechnen, indem wir die Punkt-
ladungen sukzessive aus dem Unendlichen ins Potential der vorhandenen
Punktladungen einfiihren; wegen des Superpositionsprinzips ergibt das die
Energie

N—1
1 qidnN qid;_ 11 didj
u — u J— [N — - = .
N N 1+47’[€0 1221 |X 47'[6() Z ‘Xl — XJ 247’[60 or Ty

i— XN\
(2.46)

Der Faktor 1/2 sorgt dafiir, dass Doppelzahlungen vermieden werden, die
Einschrankung 1 # j schliet Selbstenergien der Punktladungen aus.

Punktladungen versus Feldenergie

Stellt man das Bild der Punktladungen in den Mittelpunkt der Betrach-
tungen, so interpretiert man U als die potentielle Energie eines Systems

von geladen Massenpunkten. Man kann auch das Bild des elektrischen Fel-
des in den Mittelpunkt stellen. Dann ist die zum Aufbau des elektrischen
Feldes benoétigte Energie U im elektrischen Feld gespeichert in Form von
Feldenergie. Da die Coulomb-Kraft konservativ ist, geht die beim Aufbau
des Feldes (also der Herstellung einer bestimmten Ladungsanordnung) ge-
leistete Arbeit nicht verloren.

Energie des elektrischen Feldes

Um den Zusammenhang der beiden Betrachtungsweisen quantitativ zu fas-
sen, gehen wir von den Punktladungen in Gl. (2.46) zunéchst zu Ladungs-
dichten iiber (vergl. Kap. 1.4 ):

L[ g3y PPW)
—247T€0Jd Py (2.47)
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Mit dem Potential, das eine Ladungsdichte p am Ort X erzeugt

—

. 1
DO(X) = Jd3y Ply) (2.48)
4mte x — Y
wird das zu
1 L
u= 5 J d3x p(x)D(X), (2.49)

Gleichung (2.49) konnen wir mit Gl. (2.40) p = —€pA® umschreiben zu:
u= — % J d3x O (x)AD(X). (2.50)

Gleichung (2.50) beschreibt die Energie U vollstdndig durch das Potential
@, d.h. durch das elektrostatische Feld ohne Bezug auf die Ladungen, die
dieses Feld erzeugt haben. Man kann U statt durch das Potential @ durch
die Feldstéirke E ausdriicken, wenn man die Identitat

V- (fVg) = (Vf) - (Vg) + fAg (2.51)
fiir f = g = @ benutzt und den Gaufi’schen Integralsatz anwendet, wonach
J dVV - (OVD) = # df - OV O (2.52)

\% GAY

Da wir in Gl (2.50) iiber den ganzen R? integriert haben, betrachten wir

jetzt wachsende Volumina V — oo mit entsprechend wachsenden Ober-
flichen oV:
U= @J dV (VO(X))? — @4§ df - OV | (2.53)
2 Jv 2 Jav

Wenn sich nun alle Ladungen im Endlichen befinden, so verschwindet in
(2.53) das Oberflichenintegral mit zunehmendem Volumen V, da OV O
mit wachsendem Abstand vom Ladungszentrum wie R abfillt, wihrend
die Oberflidche nur mit R? anwichst. Im Limes V — oo bleibt also:

U= J d*x (VOR)* = 2 J d3x [E(%)P? (2.54)

als die im elektrischen Feld gespeicherte Energie.

:—E
w=CER)
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ist somit die Fnergiedichte des elektrischen Feldes. Diese ist immer positiv,
was etwas iiberrascht, da die potentielle Energie Uy aus Gl. (2.46) nicht
immer positiv ist. Grund sind die bei Uy abgezogenen Selbstenergien, die
in Gl. (2.54) enthalten sind und U fiir Punktladungen unendlich werden
lassen.

2.6 Multipole im elektrischen Feld

Wenn eine raumlich lokalisierte Ladungsverteilung p(x) in ein #uBeres elek-
trostatisches Feld, gegeben durch sein Potential @, gebracht wird, so gilt
(entsprechend den Uberlegungen von Abschnitt 2.5 ) fiir seine Energie

u= J d3x p(x)Dq(X), (2.55)
Vv

wenn man annimmt, dass das &uflere Feld durch p nicht (merklich) gedndert
wird und die das duflere Feld @, hervorrufenden Ladungen sich auflerhalb
des Gebietes V befinden, auf das p beschrankt ist. Damit erklart sich das
Fehlen des Faktors 1/2 in Gl. (2.55) verglichen mit Gl. (2.49). Weiter sei @,
in V langsam veranderlich, so dass wir @4 bzgl. des Ladungsschwerpunktes
von p(x) (den wir 0.B.d.A. in den Ursprung des x-Systems legen) in eine
Taylor-Reihe entwickeln konnen:

3
1 02D, (0)
@ - Xi— (256
a(x) )+ Z ax1 2 UZ:1X e 0x;0%; + ( )

Da im Gebiet V fiir das duflere Feld
V-Ee=0 (2.57)
nach Annahme gilt, kénnen wir (vergl. Abschnitt 1.5 ) Gleichung (2.56)
wie folgt umformen:
3

3
@a(i) = (Da(()) — ZXiEia(O) — é Z (3X1Xj —T2f>ij) aEia(O) + ... ,
i=1

an

ij=1
(2.58)

denn der ergénzte Term tréagt nichts bei:

Z(_Tz)é la:—TQZaEia:—T2V'E_\a:O.

Y 0x; 0X;
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Kombination von Gl. (2.55) und GI. (2.58) ergibt zusammen mit Qi =
[ d*x p(x) (3xix; — 12811) (siehe (1.34))

3 3
U=Q0u(0) — ) diEia(0) — éz QﬁaF‘g—jfm 4+ ... (2.59)
i=1 )

ij=1

Gleichung (2.59) zeigt, wie die Multipolmomente einer Ladungsverteilung

p mit einem duBeren Feld E, in Wechselwirkung treten:

i)

ii)

iii)

Wenn die Ladungsverteilung p(x’) eine Gesamtladung Q +# 0 besitzt,
dann beschreibt der erste Term die potentielle Energie U = Q®4(0)
einer Ladung Q im dufleren Potential ®4(0). Die Gesamtladung Q
wechselwirkt also mit dem Potential @.

Wenn Q = 0 ist, dann ist der fithrende Term U = —aEQ(O) der

Dipolterm. Das Dipolmoment d wechselwirkt also mit der Feldstarke
Eq. Dieser Ausdruck wird oft auf einen ortsfesten Dipol d am Ort
x =0 angeviendet, der aber seine Orientierung relativ zum Feld E4(0)
(bei d = [d| = const) dndern kann. Dann ist U = —dE4(0) cosd
(mit Winkel ¥ zwischen d und E,(0)). Minimale potentielle Energie
stellt sich fiir & = 0 ein (wegen des Vorzeichen des Terms). Wenn
das elektrische Feld homogen ist (E(x) = const), hat der Dipol an
jeder Stelle des Feldes dieselbe potentielle Energie. Es ist also nur
fiir ein inhomogenes dufleres Feld ein Dipolbeitrag zur Kraft auf eine
Ladungsverteilung zu erwarten. (Auch im inhomogenen elektrischen
Feld kann es ein Drehmoment geben.)

Wenn Q = 0 und d = 0 sind, dann ist der fithrende Term der Qua-
drupolterm. Er leistet nur in inhomogenen Feldern 0;Eiq # 0 einen
Beitrag. Der Quadrupoltensor Qi wechselwirkt also mit dem Feld-
gradienten 0Eiy/0%;. Wegen der Symmetrie des Quadrupolmomentes
Qi = Qji kann man den Quadrupolbeitrag zur Energie auch symme-
trisiert schreiben:

! 1
— ; Q4j0Eia(0) = 13 % Qi (ajEia(O) + aiEja(O)) (2.60)

Anwendungsbeispiele

Atomare Dipole im dufleren elektrischen Feldern, Wechselwirkung des Kern-
Quadrupolments mit der Elektronenhiille.
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3. Randwertprobleme der Elektrostatik

3.0 Grundproblem der Elektrostatik

Die Aufgabe der Elektrostatik besteht in der Losung der Poisson-Gleichung

- X
A0 (x) = P (3.1)

€0
fiir eine gegebene Ladungsverteilung p(x). Die Poisson-Gleichung ist ei-
ne partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Loésung erst eindeutig
wird, wenn Randbedingungen vorgegeben werden. Besonders einfach: Das

Potential @ (x) soll im Unendlichen verschwinden:
x| =00 = O(x)—0 (3.2)

Die beiden Gleichungen (3.1) und (3.2) zusammen heiflen Randwertpro-
blem. Fiir dieses Randwertproblem ist die Losung bereits bekannt:

. 1 x/
(D(X) = — J dSX/ f(xl (33)
41te X — x|

Es gibt sehr viele verschiedenen Typen von Randwertproblemen, besonders
im Endlichen, und hier werden nur einige ausgewéhlte typischen Situatio-
nen behandelt.

3.1 Eindeutigkeitstheorem

Wir wollen im folgenden zeigen, dass die Poisson-Gleichung bzw. die Laplace-
Gleichung eine eindeutige Losung besitzt, wenn eine der folgenden Rand-
bedingungen gilt:

(i) Dirichlet - Bedingung

@ ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fliche 0V, oder (3.4)

(ii) von Neumann-Bedingung

VO ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fléiche 0V, (3.5)
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Beweis

Wir nehmen an, dass es 2 Losungen @ bzw. @9 von

AD = — 2 (3.6)

€0

mit den gleichen Randbedingungen, (3.4) oder (3.5), gibt. Dann gilt fiir
die Differenz U = @1 — Dy:

AU =0 (3.7)
in dem von 0V umschlossenen Volumen V. Weiter ist wegen der Randbe-
dingungen

U=0 aufodV (3.8)
oder

VU=0 aufdV. (3.9)

Wir suchen jetzt nach einer Aussage iiber VU im ganzen Gebiet V. Mit
der Identitét

VUTW=(T U +Uu A U (3.10)
div grad grad Laplace

und (3.7) wird:

Jv(vu)2 dv = J

V. (UvlU) — UAU dV:jg df-Uvly =0
V( \/) ov

=0 =0
(3.11)

mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes, falls eine der beiden Bedingungen
(3.8) oder (3.9) gilt. Also:

J(Vuﬁdvzo, (3.12)
V

d.h. es ist im ganzen Gebiet V:

VU =0, (3.13)
da (VU)?2 > 0. Damit wird

U = const (3.14)
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und @1 und @4 unterscheiden sich hochstens um eine (physikalisch unwe-
sentliche) Konstante.

Sonderfall V — oo

Wenn V der gesamte Rj3 ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung ein-

deutig, falls p auf einen endlichen Bereich beschrankt ist und @(r) asym-
ptotisch so schnell abfillt, dass
_ 0D(r
1'2(D(1')J — 0 fir 1 — oo, (3.15)
on
wo 00 /dn = nV die Normalen-Ableitung von @ bezeichnet. Der obige
Beweis iibertragt sich direkt, wenn man beachtet, dass die Oberfliche bei
festem Rauminhalt wie 12 wichst.

3.2 Spiegelladungsmethode

Diese Methode zur Losung des Randwertproblems besteht darin, auflerhalb
des zu untersuchenden Bereichs sogenannte Spiegel-Ladungen geeigneter
Grofle so anzubringen, dass mit ihrer Hilfe gerade die geforderten Randbe-
dingungen erfiillt werden. Dieses Verfahren ist deshalb erlaubt, weil man
zur Losung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede Losung der (ho-
mogenen) Laplace-Gleichung addieren darf (vgl. Abschnitt 2.4 ). Durch
die Spiegelungsmethode wird diejenige Losung der Laplace-Gleichung aus-
gewahlt, die zusammen mit der gewéhlten speziellen Losung der Poisson-
Gleichung die geforderten Randbedingungen erfiillt.

Punktladung vor leitender Ebene

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punktladung q im Abstand a
von einer leitenden Ebene, die geerdet sei (d.h. @ = 0 auf der Ebene). Die
Spiegelladung q’ denken wir uns bzgl. der Ebene spiegelsymmetrisch zu ¢
angebracht (Skizze).

Dann betréigt das Potential im Punkt P:

/

g q

(47teg) @(P) = =——= ——
x —x1|  |x —x2

(3.16)

mit x; = (a,0,0), x2 = (—a,0,0), und wir erhalten wie gefordert ® = 0
fiir alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wenn wir wahlen:

q=—q. (3.17)
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©) (b) P

Xo X\ X
a i X f a il a i X

Abbildung 3.1: (a) Physikalische Situation: Ladung g im rechten Halb-
raum vor geerdeter leitender Ebene bei x = 0. (b) Spiegelladung q', sym-
metrisch zu q im linken Halbraum angebracht.

In dem (uns interessierenden) Bereich x > 0 ist q/(47eg/x — x1|) eine
spezielle Losung der Poisson-Gleichung, q’/(47teg|x — Xa|) eine Losung der
Laplace-Gleichung, die gerade dafiir sorgt, dass fiir x = 0 die geforderte
Randbedingung gilt.

Elektrisches Feld und Flidchenladungs-Dichte

Fir die Komponenten des elektrischen Feldes E erhilt man aus (3.16) und
(3.17):

Epy_ 00 _ @ (8 1 2 1
* B 0x N 47t€) aXR—?(Q‘ axb?—?q\

. q X—a X+ a
Cdmep \Ix—x1® [x—x2)

Ey(P) = — o _ v = o
U 0y dmeg \Ix—x1F x—xoP )
00 qz 1 1
E.(P)= —— = =——=w-—=—=3)
(P) 0z  4Teg <\x—x1\3 \X—X2\3)

also gilt fiir die Ebene x = 0 wegen [x — x| = [x — X2/, dass Ey(x =0) =
E,(x =0) =0 und
2qa 1
E(x=0) = — 2 ) (3.19)
dmeg (a2 +y2 4 z2)2
Wir sehen also, dass das elektrische Feld senkrecht auf der Ebene x = 0
steht (andernfalls wiirde ein Strom in der Ebenenoberfliche flieflen bzw.
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das Potential auf der Fliche nicht konstant sein). Gleichung (3.19) bedeutet
nach dem Gauf}’schen Gesetz (vgl. Kap. 2.3 , Gl. (2.25); hier ist E = 0 fiir
x < 0), dass in der Ebene x = 0 eine Ladung mit der (ortsabhéngigen)
Flichendichte o = egnE, also

qa 1
21 (a2 +y? + 22)

0(y,z) = egEx(x =0) = 3 (3.20)

durch die Anwesenheit der Punktladung q influenziert wird. Fiir die ge-
samte influenzierte Ladung findet man

qa [ ., 2’ o 2,11
Ginf J (y,2) %L @i (a®+r7)72 ] =—q
wobei wir in der Ebene die Substitution /% = y2 + z2, df = 27nr'dr’
verwendet haben.

3.3 Inversionsmethode

Ein weiterer Kunstgriff, um Loésungen der Poisson-Gleichung mit den rich-
tigen Randbedingungen zu finden, beruht darauf, dass man eine bereits
bekannte Losung der Poisson-Gleichung ausnutzt, um eine weitere mit ska-
lierten Ladungen und Ladungspositionen zu gewinnen.

Es sei @(r,9, @) das Potential, das durch Punktladungen q; am Ort T =
(1,9, @) erzeugt wird:

1 di

O(r, 9, @) = e
i

; (3.21)
2+ 17 — 2r1icosy;

hier bezeichnen (ri,94, i) die Orte der Punktladungen ¢; und <y; den
Winkel zwischen T und T;. Dann ist

a2

D(r,9, @) = %CD(T,S,(p) (3.22)

das Potential, das die Punktladungen

_ aqgi
e 2
di T (3.23)

bei 11 = (a?/ri, 94, @i) am Ort (1,9, @) erzeugen (d.h. eben eine weitere
Losung der Poisson-Gleichung fiir eine andere Ladungskonfiguration). Es
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ist zu beachten, dass drei neue Groflen im Spiel sind: Neue Betrédge der
Ladungen q; an neuen Orten T; erzeugen ein neues Potential @.
Beweis: Wir kombinieren Gleichungen (3.22) und (3.21) zu

1 a di

5(1‘,19, (p) = R? - - (324)
00 5 /% + i —2%ricosy;
1 e

- 4 2 '
dmeo 5 \/r2 + % — 2r&-cosy;
i 1

Punktladung vor leitender, geerdeter Kugel

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine Punktladung gegeniiber einer
leitenden Kugel, die sich auf dem Potential @ = 0 befinden soll. Wir erfiillen
die Randbedingung auf der Kugel durch eine Punktladung q, deren Grofle
und Position so zu wihlen sind, dass das resultierende Potential von q und
q auf der Kugeloberfliche gerade verschwindet. Das von der Punktladung
q, lokalisiert am Ort (r4,0,0), im Punkt T = (1,9, @) erzeugte Potential
werde mit @ (1,9, @) bezeichnet. Setzt man nun die Ladung q = —Rq/1q
an den Ort (R?/74,0,0) (vgl. Abb. 3.2) so ist das von g am Ort (1,9, @)
erzeugte Potential nach (3.22):

— R R?

Abbildung 3.2: Ladung
vor geerdeter leitender
Kugel: Positionierung der
Spiegelladung nach der

Inversionsmethode.
Auf der Kugeloberflache, 1 = R, wird:
O(R, Y, 9) = —D(R, D, ), (3.26)
also wie gefordert
D(R, 9, @) + (R, D, @) =0. (3.27)
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Die gesuchte Losung der Poisson-Gleichung auflerhalb der leitenden Kugel
ist dann:

(1,9, 9) + (1,9, 0) (3.28)
mit
q
D(r.9. @) = b 2
(r,9, ¢) el — 7 (3.29)

3.4 Trennung der Variablen

Eine weitere Losungsmethode fiir die Poissongleichung AD® = —p/¢€( be-
steht darin, durch einen Produktansatz @ (x) = f(x)g(y)h(z) die partiel-
le Differentialgleichung in mehrere gewohnliche Differentialgleichungen zu
verwandeln, die in der Regel leichter zu l6sen sind.

Als einfaches Beispiel wenden wir diese Methode auf die Suche nach Losungen
der Laplace-Gleichung

AD =0 (3.30)

an und nehmen dabei der Einfachheit halber an, dass wir ein in z transla-
tionsinvariantes Problem haben, d.h. dass @ von z nicht abhéngt,

O = O(x,y). (3.31)
Dann vereinfacht sich (3.30) in kartesischen Koordinaten zu:
02 02
— + — D =0 3.32
(3 + ms) 00ew) (3.2

Da (3.32) keinen Mischterm 02>®/0x0y enthilt, liegt es nahe, folgenden
Separationsansatz zu machen:

O(x,y) = f(x)gly) ; (3:33)
dann geht (3.32) iiber in:
02 GE
9(y) 5zt + fid7 590y) = 0. (3.34)

Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g kénnen wir die Gleichung durch
D (x,y) teilen, und (3.34) ist dann dquivalent zu:

1 0% L] o%g

f(x)ax* * g(y)dy?

0. (3.35)
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Der erste Term in (3.35) héngt nur von X, der zweite nur von y ab; da x
und y unabhéngige Variablen sind, muss jeder der beiden Terme fiir sich
konstant sein, und es folgt aus (3.35):

— = const = —————= . (3.36)

Wihlen wir die Konstante in (3.36) z.B. positiv reell (= k?), so erhalten
wir folgende Differentialgleichungen:

0% f d%g
— — kKH(x)=0;, — + kgly) = .

mit den Losungen:

f(x) = a exp(kx) + b exp(—kx); g(y) = ¢ sin(ky) + d cos(ky).
(3.38)

Die Integrationskonstanten a, b, c, d und die Separationskonstante k wer-
den durch Randbedingungen festgelegt.

y
d=0
Yo
=0 V ® =V(y)
Abbildung 3.3: Blick
0 auf den Querschnitt des
®=0 X0 X Rechteckzylinders.

Rechteck-Zylinder
Als Beispiel betrachten wir einen in z-Richtung unendlich ausgedehnten

Rechteck-Zylinder (mit den Kantenldngen X und yg) mit den Randbedin-
gungen (siehe Abb. 3.3):

D(x,0) = O(x,yp) =0. (3.39)
Daraus folgt
d=0; (sin(kyg)=0) — (k = z—ﬁ = kn> . (3.40)
0
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Weiterhin seien die Randbedingungen
O0,y) =0;  D(x,y) = V(y], (3.41)

gegeben, wobei V(y) irgendeine vorgegebene Funktion ist. Aus (3.41) folgt
zunichst f(0) = a+b =0, d.h.

(a = —b) — (f = a{exp(knx) — exp(—kn )}) . (3.42)

Um die Bedingung (3.41) auch noch zu erfiillen, entwickeln wir nach Fou-
rier:

O(x,y) = Y Aysin(kny) sinh(knx), (3.43)

n=1

und bestimmen die Koeffizienten A,, aus der Forderung

D(x0,y) = V(y) = Y Ansin(kny) sinh(knxo) . (3.44)

n=1

Dazu multiplizieren wir Gl. (3.44) mit sin(k;,y) und integrieren von 0 bis
Yo:

Yo 0 Yo
| eu vy sinfieny) = 3 Ansinb(kexo) | dy sin(ky)sin(k)
0 - 0
— Z An sinh(knxo)%émn — %A sinh(kmxo) ,
n=1
(3.45)
wobei wir die Orthonormalitatsrelation
Yo 1
J dy — sin(knqy) sin(kmy) = dmn (3.46)
—Yo Yo
verwendet haben. Damit finden wir die Koeffizienten
2 Yo
AL = dyV in(k ) 3.47
n = e | Vi) snlieny (3.47)

Hat man Randbedingungen von sphérischer Symmetrie, so wird man die
Laplace-Gleichung 16sen durch einen Separationsansatz in Kugelkoordina-
ten; entsprechend verfahrt man bei axialer Symmetrie.
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3.5 Allgemeine Losung der Potentialgleichung mit Randbedingungen

Mithilfe der Diracschen Deltafunktion schreiben wir die Feldgleichung fiir
eine Punktladung als

VE(X) = eiozs(z) (3.48)

bzw. mit E = —VO(x)

AD(X) = — 6105(2) (3.49)

Die Deltafunktion hat die Eigenschaften
5(x) =0 in x#0

. 1 falls 0€V 3.50
J d*x 8(x) = v ue (3:50)
v 0 falls 0¢€V

Wichtig ist die Beziehung

Jd?’xf(i)é(i): {f(o) falls 0 €V

N (3.51)
0 falls 0¢V

Es ist zu beachten, dass es sich bei der Diracschen Deltafunktion um eine
Distribution, also eigentlich nicht um eine Funktion handelt. Man kann mit
ihr aber weitgehend wie mit einer Funktion rechnen (unter Beriicksichtigung
der Regeln), weil sie sich als Grenzwert diverser Folgen gewohnlicher Funk-
tionen darstellen 1d8t. Allerdings ist die Diracschen Deltafunktion in der
Regel nur dann sinnvoll eingesetzt, wenn iiber sie integriert wird.

Mit dem bekannten Potential einer Punktladung im Ursprung

q 1

D(x) = — 3.52
(x) pp——— (3.52)
finden wir
1 ~
A— = —47d(x) (3.53)
]
Wir fiithren jetzt durch
NN N N 1
AG(x,xg) = —4md(x —xg) mit G(x,xg) = % (3.54)
— A0
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die Greensche Funktion des Problems ein. Allerdings ist sie durch diese
Gleichung noch nicht eindeutig bestimmt; dazu miissen noch die Dirichlet-
oder von Neumann-Randbedingungen beriicksichtigt werden; das wollen
wir jetzt tun.

Fundamentallésung der Poisson-Gleichung

Im freien Raum ist die allgemeine Losung (Fundamentallosung) der Poisson-
Gleichung

Ox) = —

— A3y p(y)G(x,y) + Do(x 3.55
e | P p@IG6) + @3 (3.59
wobei @g(x) eine Losung der Laplace-Gleichung, d.h. eine sogenannte har-
monische Funktion ist. (Beispiel fiir eine harmonische Funktion im R3:

@0(7?) = ﬂ‘f:l(oqxi + Bi),ai, Bi € ]R) Das gilt, weil G()?,ﬁ) = 1

Ix—y|

gerade A,G(x,y) = —47d(x — y) erfiillt, denn dann ist

N 1 R N R
AD) = —Jd% p(U)AG(%, §) + Ao (%)

47t€)
R (3.56)
- —— | @ypwst-g) =201
0 €0

Da ®(x) — 0 fiir [x| — o0, ist ®g = 0 die eindeutige Losung.

Allgemeine Loésung mit Dirichlet-Randbedingungen

Wir suchen jetzt die allgemeine Losung fiir den Fall, dass Dirichlet-Rand-
bedingungen auf dem Rand eines Gebietes V vorgegeben sind. Dazu be-
trachten wir zunichst das Potential @ (x) = Gp(x,y) einer , Einheitsla-
dung® (d.h. einer Ladung ¢, sodass 47360 = 1) bei y, wenn der Rand von V
ein geerdeter Leiter ist. Dieses Potential nennen wir Greensche Funktion

mit Dirichlet-Randbedingungen; sie ist charakterisiert durch

AGp(x,y) = —4nd(x —y) falls x,y € V (3.57)
Gp(x,y) =0 falls x € OV (3.58)
Gp(x,y) = Gp(y,x) fir alle x,y € V (3.59)

Die Symmetrie von Gp folgt aus den ersten beiden Eigenschaften. Um das
zu zeigen, verwenden wir die zweite Green’sche Formel

J d*x (VP —PpV3e) = J df - (VU —YVe), (3.60)
A A%
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die man erhélt, wenn man den Gaufschen Integralsatz auf A = oV —
PV anwendet. Wir setzen @(x) = Gp(x,y) und P(x) = Gp(x,y’) und
erhalten

- 47[J d*x [Gp (X, 1)5(x — 1) — Go(%,5/)8(x — )]
v (3.61)
= Jav df(i) . [GD(Q,Q)VXGD(;(;Q/) - GD(Q,Q/)VXGD(;(JJ)}

Wegen Gl. (3.58) verschwindet die rechte Seite, und es folgt daher

GD(glag) - GD(ﬁng/) (362)

d.h. die dritte Bedingung, Gl. (3.59).

Sei nun die Ladungsverteilung p(x) im Gebiet V gegeben, sowie das Po-
tential @(x) auf der Oberfliche OV. Die eindeutige Losung der Poisson-
Gleichung mit der vorgegebenen Randbedingung soll @ (x) heifien. Dann
ist

~ 1

O%) = | dyOEsH—%) = — | PyOuAGRT) (363

wobei wir Gl. (3.57) verwendet haben. Mit der zweiten Greenschen Formel

RN

(3.60) und @(y) = @(y), Y(y) = Gp(x,y)

L d*y [@(4)A,Go(%, ) — Go(%,1)A,0(1)]

. (3.64)
_ Jav 47(3) - [O(5)V,Gp (%, §) — Go (%, §)V,®(3)]
sowie mit Ay@(y) = —%? erhalten wir
OX) = — J &y p(1)Go (%, 7)
47'[60 Vv b ’ (3 65)
1 |

- LV df(y) - [®(y)VyGp(x,y) — Gp(x,y)VyD(y)]

Wegen Gl. (3.58) verschwindet der letzte Term, und die Losung der Poisson-
Gleichung mit der richtigen Randbedingung ist

. 1 . IR | o .
O(x)=—| d° —— ) X
(x) e JV d*y p(y)Gp(x,y) e LV df(y)®(y)VyGo(x,y)
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(3.66)

Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt darin, dass wir nur noch die Green-
sche Funktion fiir eine Punktladung mit den richtigen Randbedingungen,
Gl. (3.57)-(3.59), finden miissen, um beliebige Ladungsverteilungen p(y)
zu behandeln.

Allgemeine Losung mit von Neumann-Randbedingungen

Die Konstruktion im Fall der von Neumannschen Randbedingungen ist
etwas komplizierter, denn der naheliegende Ersatz fiir die Bedingung (3.58),

nV,Gn(X,Y) = 9,5 Gn(X,y) =0 falls y € oV (3.67)

mit Normalableitung 0, ;) = nV,, n(y) Normaleneinheitsvektor auf OV
fithrt zu einem Widerspruch: wegen des Divergenztheorems gilt

| af@)o,g6Ee = | af5)v,6uk
oV oV (3.68)

= J d*y A,Gn(X,y) = —4nJ By d(x—y) = —4n
\% \%

und nicht 0. Der naheliegende Ansatz ist daher 9, Gn (x,y) = %‘[ falls y €

0V wobei |0V| die Gesamtfliche von 0V ist. Die Gleichungen fiir die
Greensfunktion mit von Neumann-Randbedingungen lauten also

AGN(X,Y) = —4ATd(x —v) falls x,y €V  (3.69)
N —47 ~

Onm GN(X,Y) = Y falls x € 0V (3.70)

Gn(X,y) = Gn(Y, x) fir alle x,y €V (3.71)

Mit derselben Rechnung wie vorher erhalten wir die Losung der Poisson-
Gleichung

O(x) = (D)ov+

R L1 . . .
J d’y p(y)GN(x,yH—J df(y)-Gn(x,u)Vy@(y)
% A7t J5v

47t€)) Tt
(3.72)

wobel

N

(D@)av df(y) @(y) (3.73)

- WLV
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der Mittelwert des Potentials auf der Randflache 0V ist. Diese Konstante
hat auf das elektrische Feld keinen Einfluss.

Die Moglichkeit, alle Dirichletschen und von Neumannschen Randwertpro-
bleme auf zwei Typen von Greenschen Funktionen Gp und Gy zu redu-
zieren, beruht wesentlich auf der Linearitédt der Poisson-Gleichung.

3.6 Ubersicht Elektrostatik

1.) Basis: Coulomb-Gesetz

K=qE mit E(X)= G x7%

2.) Feldgleichungen:

a) integral:

oF €0
b) differentiell:
VxE=0, V-E=L
€0
3.) Elektrostatisches Potential:
E= VD — AD= — L :  Poisson-Gleichung
€0

4.) Feldenergie:

1 . d; 1
U:—Zﬂ — —J dx pd — @J d3x E?
2 v 47‘[601‘1)' 2 Jv 2 )y

Potentielle Energie der Punktladungen — elektrostatische Feldenergie
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Magnetostatik
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4. Ampere’sches Kraftgesetz

4.1 Elektrischer Strom und Ladungserhaltung

Elektrische Strome werden durch bewegte Ladungstrager hervorgerufen.
Ladungstrager konnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuni-
ger, einem Elektrolyten oder einem Gas, Elektronen in einem Metall etc.
Ursache fiir die Bewegung der Ladungen sind in erster Linie elektrische Fel-
der, es kann sich aber auch um materiellen Transport von Ladungstragern
handeln. Als elektrische Stromstérke definieren wir diejenige Ladungsmen-
ge, die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flief3t.

Stromdichte

Als einfachsten Fall betrachten wir zunéchst Ladungstriger mit gleicher
Ladung g und Geschwindigkeit v. Es sei a der Vektor senkrecht zum
Querschnitt des leitenden Mediums, dessen Betrag a die Querschnitts-
fliche angibt und n die Dichte der Ladungstriager. In der Zeit At passieren
dann die in dem Volumen AV = (a-v)At befindlichen Ladungstriger den
Leiterquerschnitt, nimlich n(a - v)At Ladungstrager. Damit folgt fiir die
Stromstérke (berechnet als Ladungsdichte mal Volumen pro Zeit)

I(a) = nq(aA-tv)At =ndg(a-v). (4.1)

Haben wir allgemein pro Volumeneinheit n; Ladungstrager q; mit der Ge-
schwindigkeit vi, so wird:

I[{a) =a- (Z niqivi). (4.2)

Die Gleichungen (4.1) und (4.2) legen es nahe, die Stromdichte (oder elek-
trische Flussdichte) j einzufithren, als

) = Zm(hvi- (4.3)
i
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Die Stromdichte hat die Dimension

o Ladung A
— m——— 4.4
J Flache - Zeit m? ( )

Sie lasst sich fiir q; = q mit der mittleren Geschwindigkeit

) = - 3 nis (4.5

verkniipfen:

j =na@) = p(v). (4.6)

Gleichung (4.6) macht deutlich, dass hohe Absolutgeschwindigkeiten der
Ladungstrager noch keinen hohen Strom bedeuten, da nur der Mittelwert
der Geschwindigkeiten der Ladungstriager wesentlich ist. Sind z.B. die Ge-
schwindigkeiten der Ladungstriger gleichméfig {iber alle Richtungen ver-
teilt, so wird (v) = 0 und damit auch j = 0. Im allgemeinen Fall ist p(x, t)
und (v(x,t)) orts- und zeitabhiingig, also

] =

—

i(x,t). (4.7)

Kontinuititsgleichung

Den Erhaltungssatz der Ladung konnen wir mit den Begriffen der Ladungs-
und Stromdichte wie folgt formulieren: Wir betrachten ein beliebiges endli-
ches Volumen V mit der Oberfliche F. Die darin enthaltene Ladungsmenge
sei Q = Q(t). Wenn V nicht von der Zeit abhingt, so ergibt sich fiir die
Anderung der in V enthaltenen Ladungsmenge pro Zeiteinheit:

d dp(x,t
dt v ot
Da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet werden kann, muss die Abnah-

me (Zunahme) der in V enthaltenen Ladung gleich der (im betrachteten
Zeitraum) durch F hinaus (hinein)-stromenden Ladungsmenge sein:

aQ
== ﬁv dl (4.9)

Die dI sind die Strome durch die Flachenelemente df der Oberfliche 0V.
dI > 0 soll bedeuten, dass Strom in Normalenrichtung flieit, d.h. fiir positi-
ve Ladung nach auflen oder fiir negative Ladung nach innen; entsprechend

(4.8)
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fiir dI < 0. Das begriindet das negative Vorzeichen: Falls Beitrdge mit
dl > 0 {iberwiegen, bedeutet das einen Verlust von (positiver) Ladung.
Die rechte Seite lésst sich durch das Oberflachenintegral der Stromdichte
ausdriicken, das nach dem Gaufischen Integralsatz in ein Volumenintegral
umgeformt werden kann:

jg dI:jg dF-T:J BxV . (4.10)
ov ov \%

Damit lautet die Ladungsbilanz:

0 IR
—J d3x 3P — J dB3xV -] (4.11)
v ot v
oder, da V beliebig gewéhlt werden kann, erhalten wir die Kontinuitdtsgleichung:
~  dp
V-ji4+—=0. 4.12
I+ 3¢ (4.12)

Wihrend Gl. (4.9) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt,
bedeutet Gl. (4.12) die Ladungserhaltung in differentieller Form.

Spezialfille

(i) Elektrostatik: stationdre Ladungen

%%:0 — p=p(x) (4.13)

ji=0 —

(ii) Magnetostatik: stationdre Strome

9 _

T3 d v-?zo _
j=j(x) un j ~ 5t

0. (4.14)

Fiir einen stationédren Strom ist namlich V -j zeitlich konstant, und
diese Konstante muss iiberall null sein, da Ladung nicht erzeugt oder
vernichtet wird.

4.2 Lorentzkraft und magnetische Induktion

Gegeben sei eine stationdre Stromverteilung ; = j(x). Um elektrostatische
Effekte zu eliminieren, wollen wir annehmen, dass die Dichte der bewegten
Ladungstriager, die den Strom aufbauen, kompensiert wird durch ruhende
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Ladungstriager entgegengesetzten Vorzeichens (z.B. bewegte Leitungselek-
tronen und ruhende Gitterionen im metallischen Leiter). Auf eine bewegte
Probeladung q wirkt dann in der Umgebung des stromdurchflossenen Lei-
ters eine Kraft, fiir die man experimentell findet, die sogenannte Lorentz-

kraft:
E:qﬁxﬂ (4.15)
mit

.o i) x (% —X')
B(x) =T, | d’ S
) Jv x x —x'|?

(4.16)

als der magnetischen Induktion (augh magnetische Flussdichte oder et-
was ungenau Magnetfeld genannt). B ist die Fldchendichte des magneti-
schen Flusses, der durch ein Flichenelement hindurchtritt. Die Gleichun-
gen (4.15) und (4.16) sind als Grundlagen der Magnetostatik ebenso expe-
rimentell gesichert wie

K=qE (4.17)

mit

b 1, | a0

—— 4.18
% x —x'|3 (4.18)

in der Elektrostatik! So wie wir Gl. (4.17) als Messvorschrift fiir das elek-
trostatische Feld E auffassen kénnen, so stellt Gl. (4.15) eine Messvorschrift

fiir die magnetische Induktion B dar.

Maflsysteme

Hat man [, festgelegt, d.h. hat man die Einheitsladung definiert, siehe
Abschnitt 1.2 | so sind in Gl (4.15) und (4.16) alle auftretenden Grofien
bzgl. ihrer Einheiten fixiert. [, kann also nicht mehr frei gewéhlt werden:

(ii) GauBlsches cgs-System:

1

re:L rng

(4.19)

mit der Lichtgeschwindigkeit c.
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(i) SI-System:
1 Ho

I, = ro-—=-u 4.20
T 4mey’ ™ An (4:20)
mit
C? m kg Vs
€y = 8.854-10712 — 4107 2 = 471077 —
0 Nm27 Ho 02 m
(4.21)

Lo ist die magnetischen Permeabilitdt.

Relativistische Invarianz

Unabhéngig vom Mafisystem ist das Verhéltnis I, /T, eine Konstante, da
das Verhéltnis von Ausdruck (4.15) zu (4.17) dimensionslos ist. Die Di-
mension des Verhéltnisses

3,1 10X (%)
fvd'|

X— X/|3
37 p(X)(x—x")
jV d [x— X/|3

ist Geschvvlndlgkelt und daher

= [Geschwindigkeit] (4.22)

31 X)X (x—X")
vx.,rvd ' |X X’\3

p(x') (x=x)
J‘VdS / =

X"3

= [Geschwindigkeit?] (4.23)

Somit hat das Verhéltnis von I, /Te = €9 1o die Dimension einer inversen
Geschwindigkeit zum Quadrat.
Mit Gl. (4.20) und (4.19) erhalten wir die Beziehung

1
€0 W = g . (4.24)

Dieser fundamentale Zusammenhang verweist bereits auf einen Zusammen-
hang mit der speziellen Relativitédtstheorie. In der Tat kann man mit Hilfe
einer Lorentz-Transformation Gl. (4.15) und (4.16) in GI. (4.20) und (4.19)
tiberfiihren.

Schliellich folgt fiir die Dimension der magnetischen Induktion

Kraft N \Y
= — > M- (Tesla).  (4.25)
Ladung - Geschwindigkeit " Cm  m?
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Der Zusammenhang mit der veralteten Einheit Gauf ist 1 T = 10* G.

Superpositionsprinzip

Gleichung (4.16) enthélt - wie in (4.18) - das Superpositionsprinzip: Die
Felder zweier Stromverteilungen j; und jo iiberlagern sich linear, da j =
j1 + jo die resultierende Stromverteilung ist.

4.3 Das Biot-Savart-Gesetz

Im folgenden soll das Vektorfeld B(x) fiir verschiedene einfache Stromver-
teilungen berechnet werden. In der Regel haben wir es mit Stromen I in
drahtformigen Leitern zu tun.

Fiir einen diinnen Leiter konnen wir sofort iiber den Leitungsquerschnitt f
integrieren, wobei wir die Stromstarke

[ = J?- df’ (4.26)
f

einfithren (siehe Abb. 4.1), und erhalten statt des Volumenintegrals (4.16)
ein Linienintegral. Dieselbe Umformung des Integrals erreichen wir durch
folgende Argumentation: Wir betrachten ein Volumenelement d3x’, das
ein Stiick dx’ eines drahtférmigen Leiters L’ enthalten soll; dx’ ist also ein
Linienelement entlang des Leiters L’. Durch den Leiter soll der Strom

I' = d_q’

dt
flieBen. Die Ladungstriger sollen mit einer mittleren Geschwindigkeit v’
unterwegs sein, fiir die

L, ax
VT A
gilt. Dann ist
j(x') = p(x V"

Mit der Ladungsdichte p(x’) ist
dq/ — d3X/ p()—‘(/)

die elektrische Ladung im Volumenelement d3x’. Dann kénnen wir schrei-
ben
- L dx’ dq’
d3X/ . X/ — dSX/ X/ \)/ —d Pt
i(x) = ' p(x' W = da' - = 1
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Einsetzen in die Definition der magnetischen Flussdichte ergibt

= I’ dx’ x (x —x'
B(x) = M J XA(XA x')
At )y =X/

(4.28)

Dieses Konzept des infinitesimal diinnen stromfiihrenden Leiters, des Strom-
fadens, entspricht dem Konzept der Punktladung in der Elektrostatik und
ist ebenso niitzlich.

AN

df’

- -\
] f dx
Abbildung 4.1: O

Geometrie eines Volu- J

. )
menelementes d3x’ eines dSX
diinnen Leiters L’.

Unendlich langer, gerader Draht

Fiir einen unendlich langen, diinnen Leiter konnen wir die Integration in
Gl. (4.28) ausfiithren. Dazu stellen wir fest, dass wir in dieser Anordnung
Rotationssymmetrie um den Draht als Achse als auch Translationsinvari-
anz entlang des Drahtes ausnutzen kénnen. Dazu wahlen wir den Ursprung
O des x'-Systems auf dem Draht; der Draht soll dann parallel zu z’ ver-
laufen. Wegen der Translationssymmetrie kénnen wir den Vektor x zum
Beobachtungspunkt P senkrecht zum Draht wéhlen (siehe Abb. 4.2). Dann
gilt

a5’ % (% — %) = |d%|[% — ¥'| sin €, = dz' 1€,
mit

dz' = |d§/| und |>?’ =71 = |§—§/}sin8

ap ist der Einheitsvektor in azimutaler Richtung. AuBerdem gilt (nach

x—x'| = V2 + 172 =12 42"

o8

Pythagoras)



Abbildung 4.2:
Geometrie fiir die Bestim-
mung der magnetischen
Induktion eines geraden,
diinnen, unendlich langen
I’ Leiters L', durch den ein
Strom I’ flief3t.

Damit wird das Linienintegral zu einem eindimensionalen gewdéhnlichen
Integral:

o dz’ -
B(x) = —I’rJ —Ze(p (4.29)

Dieses berechnen wir mit der Substitution
z/ =71sinh & dz’ = rcosh & d& T2—|—z'2 — 12 (1—|—Sinh2 E) — 12 cosh? &

wegen cosh? & — sinh? & = 1. Dann gilt

o0 dz’ ® rcosh & dE 1 [~ d& 1 . 2
——— == | Gar o3| oy zlanhE] =
o (r2—|—2’2)2 o T2 cosh’ & ¢ ] _ocosh“& 1 T

Das Ergebnis fiir die magnetische Induktion im Punkt P ist also

LL()IlA

B=""¢,, (4.30)

wobei 1 der senkrechte Abstand des Punktes P vom Draht ist. Dies ist die
Formel von Biot und Savart fiir einen diinnen, geraden, unendlich langen
Leiter. Es bedeutet, dass die Feldlinien von B konzentrisch um den Leiter
verlaufen und umgekehrt proportional zu r schwécher werden.
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4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Magnetfeld

Ausgehend von der Kraft, die eine Ladung g; erfihrt, wenn sie sich mit
der Geschwindigkeit v; im Magnetfeld B bewegt,

K = di {Gi X ﬁ(zi)} , (4.31)

erhélt man mit der Umrechnung von Gl. (4.27) fiir die Kraft auf einen
Strom mit der Stromdichte j:

K=Y ai[vix B(x)| = J d*xj(x) x B(x); (4.32)
- A%
1
das Volumen V ist so zu wihlen, dass es den Strom vollstandig erfasst.

Beispiel: Fiir einen diinnen Draht, iiber dessen Querschnitt sich das B-Feld
nicht (wesentlich) &dndert, konnen wir (wie in Kap. 4.3) 2 der 3 Integratio-
nen in Gl. (4.32) ausfiihren:

RN

K = IJ dx x B. (4.33)
L

Das verbleibende Kurvenintegral ldngs des Leiters L ldsst sich fiir einen
geraden Leiter ausfithren, wenn B sich ldngs L nicht dndert:

K= (IxB)L, (4.34)

wo L die Lénge des Leiters angibt. Die Kraft ist also senkrecht zur Strom-
richtung und zum B-Feld; sie ist maximal, wenn I senkrecht zu B verlduft
und verschwindet, wenn I parallel zu B ist.

Drehmoment

Auf die Ladung q; mit Geschwindigkeit v; im Feld B wirkt das Drehmo-
ment

Ni = ;(i X {qﬁi X g(;(l)} ; (435)

entsprechend auf den Strom der Stromdichte)? (Umrechnung wieder nach

Gl (4.27)):

— —
JEEN

N = Z)?l X {qﬁi X E()?l)} = J d3XX X (] X B) (436)
i A%
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Einfache Beispiele sind (rechteckige oder kreisférmige) Stromschleifen im
homogenen B-Feld.

Fiir die praktische Auswertung von Gl. (4.36) ist es zweckméBig, mit der
Identitét (,,bac-cab-Regel*)

ax(bxc)=(d-c)b—(a-b)c=b(a-c)—cla-b) (4.37)
umzuformen:
N = J a'x (% B)j — (%-3)B] . (4.38)
A\

Stationarer Strom

Fiir einen stationéren, rdumlich begrenzten Strom im homogenen B-Feld
verschwindet der zweite Term in Gl. (4.38). Um dies zu zeigen, beriicksichtigen
wir, dass in der Magnetostatik wegen p = 0 auch Vj = 0 gilt, und verwen-

den (a, 3 =1,2,3)
ch] Z ey Xoc) Z ey ocy] +x4Vj = Eocj =M (439)
sowie

Y (xpxed) = (Z éyayxﬁ)xa;+ (Z éyﬁyxa)xﬁf
% %

= ) edpyXai + ) &0uyXpi = Xaip + Xpia
Y Y

(4.40)

Damit finden wir
J d*xxpja = J d*xxpV - (Xaf) = J d’xV - (xﬁxoj) —J d*x Xaip
v \% v v

= J dF-xBxaf—J d3XXoJf3 — —J dBXX(ij
AV \4 \4
(4.41)

unter Ausnutzung des Gauflschen Integralsatzes und des Verschwindens
von j auf der Oberfliche 0V von V. Fiir o« = 3 folgt aus Gl. (4.41)

—

J d*x (x-j) =0, (4.42)
A
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so dass fiir ein homogenes (bzw. ein schwach verénderliches) Feld in Gl. (4.38)
der zweite Term exakt (bzw. ndherungsweise) verschwindet.

Magnetisches Dipolmoment
Entsprechend folgt aus Gl. (4.41) fiir & # f3:

J dx (% - B)j = _J & (5 - B)X, (4.43)
v %
also:
3 5 =\ . 1 3 5 =\ . e 1= 3 =
J dx(Box)):—J dx{(B-x)]—(B- )x} :__BXJ d’x (x xj)
v 2 Jv 2 v
(4.44)

mit Formel (4.37). Ergebnis:

N=mxB (4.45)

mit dem magnetischen Dipolmoment

~ 1 L=
m:—J d3x (x x j)
\%

s . (4.46)

Fiir einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Strome-
bene:

*m

J

5

Ist der stromfiihrende Leiter diinn, so erhalten wir nach Integration iiber
den Leiterquerschnitt:

- I[ -
m = —# (x x dx), (4.47)
2L

und fiir den Betrag m.:
m = IF, (4.48)
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wobei I die Stromstérke und F die vom Strom eingeschlossene Flache ist

(vgl. hierzu den Fléchensatz fiir die Bewegung eines Massenpunktes im
Zentralfeld!).

Anwendungen

Strommessung bzw. Elektromotor.

4.5 Krafte zwischen Stromen

Mit den Gleichungen (4.28) und (4.33) lasst sich die Kraft eines Stromes
[’ auf einen Strom I bei diinnen Leitern schreiben als:

— I 1 - - I
K = Ho J J —— dx X [dX/ X (X— X,)] . (449)
LJr/ |X — X/|3 ~ -

(% ()] dr [ ] ()

Das ist das Ampéresche Kraftgesetz, das die Wechselwirkung zwischen zwei
Stromfiaden beschreibt. Gleichung (4.49) kann mit Hilfe von (4.37) symme-
trisiert werden:

N III B R ~ _ ~!
K =R dx - dx/ —— > (4.50)
LJu x —x'[3

denn der erste der zwei Terme aus der ,,bac-cab-Regel* enthélt eine totale
Ableitung, mit

dx - (x —x') - 1
JL x —x'? JL * (‘X—X/O (4-51)

fiir geschlossene (Linienintegral iiber einen Gradienten) oder unendlich
lange Leiterkreise. Gleichung (4.50) dndert bei Vertauschung der beiden
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Strome, d.h. von I und I’ sowie von x und x’, das Vorzeichen. Darin spiegelt
sich das Actio-Reactio-Prinzip wider, das fiir elektrostatische wie fiir ma-
gnetostatische Wechselwirkungen gilt. Es wird allerdings durchbrochen bei
beliebigen, zeitabhéngigen Strom- und Ladungsverteilungen (siche Kap. 6).
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5. Grundgleichungen der Magnetostatik

5.1 Divergenz der magnetischen Induktion

Wir bestimmen jetzt die Feldgleichungen der Magnetostatik, d.h. infini-
tesimale (lokale) Gleichungen fiir die magnetische Flussdichte, die zu den
integralen Beziehungen aus Kap. 4 dquivalent sind. Die Gleichung (4.16)

o FYeve! % (x — %!
BM%:@Jd%JRL x—x)
47t )y, x —x'3

kann wegen

x—x" 1
x—xP k—x]
auch als
EQ):-—Eﬁjcﬁwﬁﬁn><(v>lA)
471 |y X — x/|

geschrieben werden. Den Integranden formen wir um (Komponente o des
Vektorprodukts, mit Summenkonvention):

- 1 oo 1 jp(x)
X, X | Vy=——— = € X, 0y ——- = — € 0y =
{]( ) X|X—X/‘ N ocBy]B( ) Y‘X—X/‘ oy Y‘X—X/‘
jy(x') ix')
= — € a —_ =, — V X —
“BYTR I X X — x|
o

Im zweiten Schritt haben wir benutzt, dass jg(x’) unabhingig von x ist,
sodass 0,jp(x’) = 0, und die Antisymmetrie €qpy = —€qyp; im dritten
Schritt haben wir Indizes 3 «<» y umbenannt.

Damit finden wir:

B(X) = Z—TOEV X (Jvd?’x’ i) ) , (5.1)

x — x|
GemaB (5.1) kann also B in der Form
B=VxA (5.2)
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dargestellt werden mit

>~/

Sy Mo [ o3, J(X)
A = — — . )
(x) " Jvd X %% (5.3)

Gl. (5.2) ist das vektorielle Analog der Gleichung E= —V @, durch die das
elektrische Feld mit dem elektrischen Potential in Beziehung gesetzt wird.
A(X) nennt man das Vektor-Potential. Dann wird die Divergenz von B

V.-B=V-(VxA)=0. (5.4)

Gleichung (5.4) entspricht formal

v.E=" (5.5)
€0
und zeigt, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Bilden wir ndmlich
die zu (5.4) korrespondierende integrale Aussage

Jd%Vﬁz% df - B =0, (5.6)
Vv oV

so sehen wir, dass der Fluss der magnetischen Induktion durch eine ge-
schlossene Fliche F verschwindet. Der magnetische Fluss ist die iiber eine
Flédche integrierte magnetische Flussdichte B. Der Vergleich mit:

jﬁ iFE=9 (57)
A\ €0

erkldrt die obige Aussage.

5.2 Rotation der magnetischen Flussdichte B

In der Elektrostatik hatten wir fiir die Rotation des elektrischen Feldes
gefunden

VxE=0 (5.8)

oder gleichwertig ein Linienintegral entlang des geschlossenen Weges OF
um eine Flache F

%dﬂﬁzo (5.9)
oF
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nach der Formel von Stokes. Entsprechend wollen wir im folgenden das
Linienintegral

TF dx - B (5.10)
oF

tiber einen geschlossenen Weg OF untersuchen und dann iiber die Formel
von Stokes V X B berechnen.

Langer, diinner Leiter

Wir betrachten zunéchst einen unendlich langen, diinnen, geraden Leiter.
Dafiir hatten wir in Abschnitt 4.3

L I
B(x) = ¢

- 5.11
ey €0 (5.11)

gefunden, wobei 1 der Abstand vom Leiter ist, I die Stromstérke und e, die
Richtung angibt: die Feldlinien laufen konzentrisch um den Leiter. Als Weg
OF betrachten wir zunéchst eine geschlossene (stiickweise) glatte Kurve in

der Ebene senkrecht zum Leiter, die den Leiter umfasst (siehe Fig. 5.1),
den Rand der Fléche F.

F oF
X
€
X Abbildung 5.1: Geschlossene
Kurve F in der xy-Ebene mit
X

Rand OF.
Dann wird:
L= I dx -e I
TF dx-B = HOTF X €o _ 1Mo 3gd(p = Ty. (5.12)
OF 27T OF T 27T

Wenn S den Strom nicht umfasst, so gilt:
f]g dx-B =0 (5.13)
oF
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Allgemeine Stromverteilung

Die obigen Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, indem man Stréome vom
oben diskutierten Typ superponiert und geschlossene Raumkurven oF aus
ebenen Wegstiicken zusammensetzt. Ohne auf Beweis-Details einzugehen -
was Aufgabe der Mathematik ist - halten wir als generelles Ergebnis fest:

%dﬂﬁzmh (5.14)
oF

wobei I die Stromstéirke des von OF umschlossenen Stromes ist. Dies ist als
Ampeéresches (Durchflutungs-)Gesetz bekannt.

Bemerkung

Umlauft der Weg des Linienintegrals den Strom m-fach, so ist I durch nl
zu ersetzen.

Rotation von ]§

Die zu Gl. (5.9) analoge integrale Aussage (5.14) kénnen wir mit Hilfe des
Integralsatzes von Stokes (siehe Gl. 2.1) in eine differentielle Beziehung
umwandeln. Der Satz von Stokes gestattet, das obige Linienintegral in ein
Oberflachenintegral umzuformen:

%dﬁﬁ:Jﬁ%Vx@ (5.15)
oF F

wobei F eine beliebige glatte, in den geschlossenen Weg OF eingespannte,
orientierbare Fliche ist. F und OF liegen im Definitionsbereich des stetig
differenzierbaren Vektorfeldes B. Mit Gl. (5.15) ergibt sich aus (5.14):

jﬁ ax B — J af - (V % B) = ol = o J af - (5.16)
oF F F

oder, da F beliebig gewéhlt werden kann:

V xB=ujl. (5.17)

Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld T mit V X E = 0 ist also das
B-Feld nicht wirbelfres.

5.3 Vektor-Potential und Eichung

Statt B bei gegebener Stromverteilung;aus Gl. (5.4) und (5.17) zu berech-
nen, wollen wir entsprechend der Poissongleichung fiir das elektrostatische
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Potential @ eine Differentialgleichung herleiten, aus der wir das Vektorpo-
tential A bestimmen kénnen; die magnetische Induktion kann daraus dann
einfach durch Differenzieren gewonnen werden (Kap. 5.1 ):

B=V xA, (5.18)

Aus der Differentialgleichung fiir das Vektor-Potential soll sich A bei gege-
bener Stromverteilung j berechnen lassen. Wir bilden zunéchst die Rotation
von B aus Gl. (5.18):

— —

V x (VxA)=pj=V(V-A)—AA. (5.19)

Coulomb-Eichung

Der 1. Term auf der rechten Seite in (5.19) lésst sich mittels einer sog.
Eichtransformtion beseitigen, indem man ausnutzt, dass A iiber (5.18)
nicht eindeutig definiert ist. Das Feld B &ndert sich ndmlich nicht, wenn
man die Eichtransformation

A = A =A+Vy (5.20)

durchfiihrt, wobei X eine beliebige (mindestens zweimal partiell differen-
zierbare) skalare Funktion ist. Denn:

N

VXR’:VX;\—I—VX(V)():VXA, (5.21)
=0

da die Rotation eines Gradienten verschwindet. Ist nun die Divergenz von
A ungleich null

V-A # 0, (5.22)

so wahlen wir das Eichpotential X so, dass die Divergenz des transformier-
ten Vektorpotentials verschwindet:

V-A'=V-A+V-(Vx) =0 (5.23)

Diese Wahl von x nennt man die Coulomb-Eichung. Das gesuchte x finden
wir somit durch Loésen einer Differentialgleichung vom Typ der Poisson-
gleichung (2.40):

Ax = —V-A, (5.24)
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wo —V - R als eine gegebene Inhomogenitdt anzusehen ist. Es ladsst sich
also stets erreichen (ohne die Physik, d.h. das B-Feld in irgendeiner Weise
einzuschrénken!) dass:

AA = — )

(5.25)

Coulomb-Eichung

gilt. Die vektorielle Gleichung (5.25) zerfallt in ihre 3 Komponenten, die
mathematisch gesehen wieder vom bekannten Typ der Poissongleichung
(2.40) sind.

5.4 Multipolentwicklung

Analog zu der in Abschnitt 1.5 besprochenen Multipolentwicklung fiir das

elektrische Potential @ interessiert man sich oft fiir das B-Feld in grofler

Entfernung von der (rdumlich lokalisiert angenommenen) Stromverteilung

j. )

Dann empfiehlt es sich, das Vektor-Potential A analog zu @ in eine Tay-

lorreihe zu entwickeln. Unter Verwendung von Gl. (5.3) und (1.28)
1 1 x-x  13(x-x)*—1"*2

Foxl r e T2 = (5.26)
erhalten wir
/

- -~ (1 x-x -~ -
A(X) :—“OJ x5 (%) (— + n ) — Ao(X) + AL(X) + ...
47 \% T

’r3
(5.27)
mit dem
1.) Monopolanteil:
Ag(X) = 2L J d3x'j(x") (5.28)
47tr Vi

als 1. Term der Entwicklung von Gleichung (5.3). Nun ist fiir jede Kompo-
nente & = 1,2,3 (mit der Beziehung (4.39))

J dPx/ o (X') = J dx' V' (xL j(x) = # df’ - x' j(x") =0 (5.29)
\% \%

F

—

wegen V ; = 0, dem GauBlschen Integralsatz und der Tatsache, dass j
auf der Oberfliche von V verschwindet (j # 0 nur innerhalb von V). Also
folgt:

Ao =0 (5.30)
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da es in der Elektrodynamik keine magnetischen Monopole gibt, wenn man
mit (1.30) vergleicht.

2.) Dipolanteil:

A (T Ho 3.0 (< o 3
AL(x) = PO 31
() = 2 Jvd (%) (%), (531)
Das Integral (5.31) formen wir gemaf (4.44) um:
IS 1 T Ty
[t iR = 5 | a1 - - 5) ¥
v | \ B (5.32)
= —J d*x’ [x x (§(x') x x")] .
2 v
Ergebnis:
A (= . Ho X

mit dem magnetischen Dipolmoment m = 3 fv d3x (X X ]) von (4.46).
Man vergleiche das Ergebnis mit (1.31)!

Magnetisches Moment versus Bahndrehimpuls

Fiir N Punktladungen q; lautet m:

1
- Z (X; X Vi) . (5.34)

)}

Weiterhin kann m in einen einfachen Zusammenhang mit dem Drehimpuls
L der N geladenen Massenpunkte gebracht werden, wenn M; = M und
di = q, denn dann ist:

N
m=- Y M xv) = Y L, (5.35)

m=—1L. (5.36)

Mit dem Bahndrehimpuls L eines Systems geladener (identischer) Teilchen
ist also ein magnetisches Moment in Richtung von L verkniipft. Diese Aus-
sage gilt auch im atomaren Bereich, z.B. fiir die Elektronen eines Atoms.
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Umgekehrt ldasst sich jedoch nicht jedes magnetische Moment auf einen
Bahndrehimpuls gemé8 (5.36) zuriickfithren. Elementarteilchen (wie z.B.
Elektronen) besitzen ein inneres magnetisches Dipolmoment, das nicht mit
dem Bahndrehimpuls, sondern mit dem Spin dieser Teilchen verkniipft ist
durch:

—

M, = gﬁg, (5.37)

wobei s der Spin-Vektor ist und g das gyromagnetische Verhdltnis. Es ist
g ~ 2.0024 fiir Elektronen, d.h. fiir den Spin (,;inneren Drehimpuls“) des
Elektrons ist das magnetische Moment ca. doppelt so grofl wie klassisch zu
erwarten. Das wird erst in der relativistischen Theorie (Dirac-Theorie) des
Elektrons aufgeklért.

5.5 Energie eines Dipols im dufleren Magnetfeld

Wie auch fiir das elektrische Feld (vgl. Kap. 2.6.) betrachten wir jetzt
den Fall, dass eine #Bere magnetische Induktion B(x) auf eine rdumlich

begrenzte Stromdichte ;(7?) einwirkt und bestimmen von dieser Wechsel-
wirkung den fA}lhrenden Term:

K= Jd?’x [f()?) X lg(?c)]
g(?) soll sich jetzt in den Gebiet, in dem ;(7?) # 0 ist, nur schwach &dndern;

den Ursprung X = 0 legen wir dann in das Gebiet mit j(x) # 0 und
entwickeln B(x) um den Ursprung in eine Taylorreihe:

B(X) = B(0) + (x - V)B(X)|o_y+ - (5.38)
Fiir die Kraft folgt
K = —B(0) x J d*xj(x) —|—Jd3x ((X) x (x-V)B(0)] +...  (5.39)

=0
wobei der erste Term wegen Gl. (5.29) verschwindet.
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Fiir die a-Komponente der Kraft finden wir (mit Summenkonvention)

x

Ko ~ — J d*x [(X - V)B(0) x j(x)]

= — €Expy d3X (7? : V)BB(O))Y(Q)
= — €apy | *x (X101 + X202 + x303) B (0)jy (%)

= — €xpy " d3x [(618{3(0)>X1 + (6285(0))x2 + (agBﬁ(O))Xg] jy(X)

J

= — eapy | @°x [VBg(0)] - Xy (%)

J

(5.40)

Mit der Gleichung (4.44)
3y (G313 1. 3y (% w3
Jd x(ax)):_§a><J d’x (x xj), (5.41)
\%

die wir fiir @ = B bewiesen haben, die aber fiir einen beliebigen Vektor a
gilt, auf den das Integral nicht wirkt, konnen wir fortfahren, indem wir jetzt
a = VBg setzen (wir haben die y-Komponente der Gl. (5.41) vorliegen):

Ky ~ _%e“m{[wﬁ(o)] xj d*x [X x?(i)]}
v Y

= - €ocf3y{ﬁl < [VBp (0] }v

(5.42)
S eam{rﬁ x v}yBﬁ(o)
= eapy{ M X V}ﬁBY(O) = |(mx V) x ﬁ(O)L
Damit ist
K ~ (mx V) x B(0) (5.43)

der fiihrende Term in der Entwicklung der Kraft auf eine Stromverteilung
im B-Feld. Das formen wir noch etwas um:

N

K ~ —m[V-B(0)] + V[m-B(0)] (5.44)
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Wegen divB = 0 folgt also fiir die Kraft auf einem magnetischen Dipol m
in einem rdaumlich schwach verédnderlichen Feld B:

K~ V(m-B). (5.45)

Da die Kraft als negativer Gradient einer potentiellen Energie definiert ist,
ergibt sich aus (5.45) fiir die potentielle Energie des magnetischen Dipols

im B-Feld:
U= —m-B, (5.46)

analog zu U = —d-Eals Energie eines elektrischen Dipols im elektrostati-
schen Feld, Gl. (2.59). Der Dipol wird sich also bevorzugt in Feldrichtung
einstellen, da dies der niedrigst moglichen Energie entspricht.

5.6 Ubersicht iiber die Magnetostatik

1.) Basis: Ampéresches Gesetz

N N N _'\_\/ _\__\/
K=q(®xB) mit B:@J oy LX) X (e =)
47T )y x —x'|?

N

fiir stationdre Strome, wobei V - j = —% = 0.

2.) Feldgleichungen: Aus

N N N =/
B=V xA mit A:@J B I
A\
folgt

a) differentiell:
b) integral
3.) Vektor-Potential:

VX(VXR):MT — A/iz—uoi

fir V-A =0 (Coulomb-Eichung).
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6. Die Maxwellschen Gleichungen

6.1 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Im folgenden sollen die Grundgleichungen fiir das elektrische Feld E()?, t)
und fiir das magnetische Feld B(x,t) fiir den Fall beliebiger Ladungs- und
Stromverteilungen

p=p(X,1); j=jXt) (6.1)

aufgestellt werden. Als Definition der Felder benutzen wir in Erweiterung
der Gleichungen (1.8) und (4.15):

(Lorentz — Kraft) K = q {ﬁ + (v x ﬁ)} .
(6.2)

Wir hatten in der Magnetostatik den magnetischen Teil dieser Kraft K =
qv x B separat betrachtet. Da nun aber p und j durch die Kontinuitts-
gleichung

0p -
—+V:3=0 6.3
5 TV (6.3)

verkniipft sind, ist klar, dass elektrisches und magnetisches Feld nicht mehr
separat behandelt werden kénnen: Die Mazwellschen Gleichungen sind ein
System gekoppelter Differentialgleichungen fiir die Felder E und B.

6.2 Faradaysches Induktionsgesetz

Wir gehen von folgender experimenteller Erfahrung aus: Wenn sich der
magnetische Fluss (Abschnitt 5.1 ) durch einen geschlossenen Leiterkreis
L = OF é&ndert, wird ldngs des Leiterkreises ein (die Ladungstrager be-
schleunigendes) elektrisches Feld induziert, das im Leiter einen Indukti-
onsstrom sowie eine induzierte Spannung der Grosse

—kij dF-E:% dx - E/ (6.4)
F

76



hervorruft, wobei fF df - B der magnetische Fluss durch die Flache F und

ﬁaF dx - B/ die elektromotorische Kraft ist, die die Ladungstriger in der
Leiterschleife bewegt (ihre Einheit ist Volt). Hierbei gilt:

i) F ist eine beliebige in den Leiterkreis OF eingespannte Fliche (siehe
unten);

ii) E’ ist die induzierte elektrische Feldstirke bezogen auf ein mit dem
Leiter OF mitbewegtes Koordinatensystem X’ ist;
iii) k ist eine vom Mafsystem abhéngige Konstante ist, und zwar:
1
k=1 im SISystem; k= — im Gauflschen cgs-System . (6.5)
Cc

Gleichung (6.2) bezieht sich auf das SI-System und ist im cgs-System
zu ersetzen durch

- .1 . T
K:q(E—I—E(va)) :q(E—I—(BxB)) (6.6)
mit E = v/c. Alle folgenden Formeln beziehen sich auf das SI-System.

iv) Das Vorzeichen in Gl. (6.4) spiegelt die Lenzsche Regel wider: Der indu-
zierte Strom produziert ein Feld, das der Anderung des magnetischen
Flusses entgegenwirkt.

Magnetischer Fluss

Der magnetische Fluss als entscheidende Grofle des Induktionsgesetzes
(6.4) ldsst sich mit Hilfe des Vektorpotentials wie folgt

JdFE:JdF.(Vx?\):% dx - A
F F oF

ausdriicken, wenn man den Satz von Stokes anwendet. Die rechte Seite
zeigt explizit, dass der Fluss nur vom Weg (Leiterschleife) OF abhéngt,
nicht jedoch von der speziellen Form der in OF eingespannten Flache F.

Quellenfreiheit von B

Aus i) folgt, dass auch fiir zeitabhéngige Felder wie in der Magnetostatik
die Quellenfreiheit

V-B=0 (6.7)
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der magnetischen Induktion. Sind ndmlich F; und Fy irgendwelche in 0F =
O0F; = OF; eingespannte Flidchen, so folgt aus i):

J dﬂ-ﬁ::J dfs - B. (6.8)
Fy F2

Unter Beachtung der Orientierung der Flédchen ergibt das Gaufische Gesetz
fiir das durch F; und Fy definierte Volumen:

o:jﬁ da.ﬁ_§ dg.ﬁzj PxV B, (6.9)
F Fo A\

was Gl. (6.7) beweist. Die universelle Giiltigkeit von V - B = 0 war schon
aufgrund der in Abschnitt 5.1 gegebenen Interpretation (Nicht-Existenz
von magnetischen Monopolen) zu erwarten.

6.3 Diskussion des Induktionsgesetzes

Die totale Zeitableitung auf der linken Seite von Gl. (6.4) kann auf zwei
Arten beitragen: R

1) explizite zeitliche Anderung der magnetischen Induktion B.

2) Posititionsdnderung des Leiterkreises OF.

Fall 1: Zeitlich veranderliches ﬁ-Feld bei ruhendem Leiterkreis OF

Dann ist E/ = E die induzierte Feldstirke im Laborsystem X und es folgt
nach der Formel von Stokes:

- - _ ~ 0B
%dwE:JﬁWVxB:—Wdﬁin (6.10)
oF F F ot

Im letzten Schritt haben wir beriicksichtigt, dass der Leiterkreis F ruht und
daher die Zeitableitung nur auf B wirkt, sodass man sie mit dem Integral
vertauschen kann. Da die Flidche F beliebig gewahlt werden kann, kénnen
wir aus Gl. (6.10) folgern:

. B

Gleichung £6.11) zeigt zum ersten Mal die erwartete Verkniipfung der Fel-
der E und B und stellt eine Erweiterung der elektrostatischen Feldgleichung
rotE = 0 fiir ein zeitabhingiges B-Feld dar.
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Bemerkung:

Gleichung (6.11) gilt unabhéngig davon, ob der Leiterkreis tatséchlich vor-
handen ist, er dient nur zum Nachweis des induzierten Feldes!

Anwendung:

Betatron: In dem von einem zeitlich veranderlichen B-Feld induzierten
ringformigen elektrischen Feld E werden geladene Teilchen (z.B. Elektro-
nen) beschleunigt.

| Abbildung 6.1: Historisches

Betatron (6 MeV von 1942).
Quelle: wikipedia

Fall 2: Bewegter Leiterkreis S bei zeitlich konstantem B-Feld

Wir betrachten (im Laborsystem) eine zeitunabhéngige (aber rdumlich va-

rilerende) magnetische Induktion B und bewegen eine Leiterschlife OF mit
konstanter Geschwindigkeit vy durch dieses B-Feld. Wir bezeichnen das
Bezugssystem, in dem die Leiterschleife ruht, als £’ und ihre Koordinaten
mit x’. Dann gilt:

X' =X — vt
Nun betrachten wir eine Ladung ¢, die sich mit Geschwindigkeit v im
B-Feld bewegt. Im Laborsystem erfiahrt sie die Kraft

K=q(E+vxB) (6.12)

Da sich X’ mit gleichformiger Geschwindigkeit relativ zu X bewegt, erfahrt
die Ladung dieselbe Kraft K/ = K im Bezugssystem X’ (keine Schein-
krifte). In L’ ist ihre Geschwindigkeit jedoch nicht v sondern

V=V v

Wegen des klassischen Aquivalenzprinzips (Galileiinvarianz), d.h. des Prin-
zips, dass alle physikalischen Gesetze in beliebigen Inertialsystemen gleich
lauten, muss K’ dieselbe Gleichung erfiillen wie K , d.h.

lz’zq(l?_’JrU’xﬁ’):q(E’—Goxﬁ’Jerﬁ’) (6.13)
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Durch Vergleich mit Gl. (6.12) gilt daher, dass

'(x") = B(x) (6.14)
'(x') = E(x) + vy x B(X) (6.15)

ml W
I odl

Die elektromotorische Kraft (Ringspannung), die auf Ladungen in der
Leiterschleife OF wirkt, ist also

anF ' B = iF a5 - (E +v x B) (6.16)

Die rechte Seite kénnen wir mit dem Stokesschen Integralsatz als Fléchen-
integral schreiben:

3@ dx'-E' = J df - V x (E +vy x B) (6.17)
oF F

wobei der erste Term wegen der statischen Feldgleichung rotE = 0 ver-
schwindet. Weiter finden wir

iﬁ ax'-E = J af- [(V-B)vo— (- V)B] = J &F- (3 V)B (6.18)
JF F F

wegen divB = 0.

Das Magnetfeld B, das im Bezugssystem X’ wirkt, ist zeitabhingig, da

B/(x’.t) = B(x) = B(X' 4+ vyt)
In ¥’ gilt daher

0B’ o (Bi(x1i+voit,xa+voat, x3 4 vo3t)
™ = a Bo(x1 4 voit, X2 4+ voat, X3 + vost)
B3(x1 4+ voit, X2 4+ voat, X3 + vost)
v0101B1 + vp202B1 +vp303B1 B
= | v0101B2 + v202B2 +v303B2 | = (Vo V)B
Vp101B3 + v202B3 + vp303B3

(6.19)

Einsetzen in Gl. (6.18) ergibt also

L, = ~ 0B d [ .= =
d/-E/:—de- :——J f' . B’ 2
?FaF > F ot dt Fd (6:20)

denn die Leiterschleife ruht in X’.
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Da diese Identitét fiir beliebige Leiterschleifen (und in beliebige Inertial-
systemen) gelten muf, kénnen wir sie auch in infinitesimaler Form (ohne
Striche) schreiben:
-~ 0B

V xE+ 5t =0 (6.21)
Diese Relation verkniipft in derselben Weise wie Gl. (6.11) das elektri-
sche und das magnetische Feld; die Verallgemeinerung von V x E = 0 fiir
zeitabhingige Prozesse gilt also genauso fiir zeitabingige B-Felder wie fiir
Bewegungen von Leiterschleifen.

Anwendung:

Wechselstromgenerator

Induktions- Rotor

spulen

Schleifringe
und -biirsten

Gleichstrom
fiir Magnetfeld

Abbildung 6.2: Schematischer
i_ Hesbpamnens Aufbau eines vierpoligen Wech-
- | selstromgenerators
‘ clelar Energie Quelle: wikipedia

Antriebsachse

6.4 Der Maxwellsche Verschiebungsstrom

Das Amperesche Gesetz der Magnetostatik

V xB=uj (6.22)
gilt nur fiir stationére Strome. Bildet man nadmlich

V- (VxB)=uV-j (6.23)
so erhdlt man wegen der Identitét

V-(Vxa) =0, (6.24)
gerade V ; = 0, d.h. stationédre Strome. Allgemein gilt jedoch die Konti-
nuititsgleichung

- op
. L 2
V-j+ ot 0, (6 5)
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so dass (6.22) fiir nichtstationdre Strome modifiziert werden muss.

Wie diese Modifikation aussehen muss, wird sofort klar, wenn man das
Gaufische Gesetz der Elektrostatik (Kapitel 2.4 ) beibehélt:

V. E=" (6.26)
€0

was durch die in Kapitel 1.1 aufgefiithrte Ladungsinvarianz gestiitzt wird.
Daraus folgt

dp 0, = JF
— =en—(V-E)=¢eyV - —.
ot ~ S5 (V B eV g
Kombiniert man dies nun mit der Kontinuitatsgleichung (6.25), so folgt:
-~ dp .~ JE
Vijg+ —==V-1{j — | =0. 6.27
I+ 35 (Heoat) (6.27)
Ersetzt man daher
j ite o (6.28)
— — :

so hat man wieder einen Strom mit verschwindender Divergenz wie in der
Magnetostatik. In Einklang mit der Ladungserhaltung erweitern wir also
(6.22) wie folgt:

S JF
VXB:},L()]—I—LL()e()a. (6.29)

Das Amperesche Gesetz (6.29) findet seine experimentelle Bestédtigung in
der Existenz elektromagnetischer Wellen (s.u.).

Selbstinduktion

Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt in seiner Umgebung gemif} (6.29)
ein magnetisches (und elektrisches) Feld. Andert sich der Fluss dieses Ma-
gnetfeldes durch den Leiterkreis, so wird im Leiterkreis ein Induktionsstrom
erzeugt (Selbstinduktion), der nach (6.4) dem priméren Strom entgegen ge-
richtet ist (Lenzsche Regel).

Die Selbstinduktion hdngt von der Geometrie des Leiters ab. Fiir eine quan-

titative Formulierung greift man zweckméfligerweise auf die elektromagne-
tischen Potentiale zuriick (Kap. 7).
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6.5 Ubersicht iiber die Maxwellschen Gleichungen

Homogene Gleichungen

V-B=0,

was dem Fehlen magnetischer Monopole entspricht.

RN

- OB
VXE+—=0
x +6t ’

was dem Faradayschen Induktionsgesetz entspricht.

Inhomogene Gleichungen

V.E=L2,
€0
was dem Gauflschen Gesetz entspricht.
~ OF -
V X B — weo— = Hoj,
Ho€o ot Ho)

was dem Ampere-Maxwellschen Gesetz entspricht.

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

In (6.32) und (6.33) ist die Ladungserhaltung (6.25) schon implizit enthal-
ten. (6.31) und (6.33) zeigen, dass ein zeitlich verinderliches Magnetfeld B
ein elektrisches Feld E bedingt und umgekehrt. Die Gleichungen (6.30) —

(6.33) beschreiben zusammen mit der Lorentz-Kraft

RN

K=q {E—i—(vxﬁ)}.

(6.34)

vollsténdig die elektromagnetische Wechselwirkung geladener Teilchen im

Rahmen der klassischen Physik.
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7. Die elektromagnetischen Potentiale

7.1 Skalares Potential und Vektorpotential

Statt die gekoppelten Differentialgleichungen (6.30) - (6.33), die Maxwell-
schen Gleichungen, fiir E und B direkt zu losen, ist es meist bequemer -
analog dem Vorgehen in der Elektrostatik und Magnetostatik - elektroma-
gnetische Potentiale einzufiihren.

Da generell

V-B =0 (7.1)
gilt, konnen wir ein Vektorpotential A= /Z\(?, t) iiber die Beziehung

B=VxA (7.2)

einfithren. Fiir l§ finden wir damit

0B 0 - A
a—aVXA—VXE

Dann schreibt sich das Induktionsgesetz (6.31) V X E+B=0als

- 9A
E+— | = )
Vx( +at> 0, (7.3)

d.h. die Vektorfunktion E + A ist wirbelfrei, und lasst sich als Gradient
einer skalaren Funktion ® = ®(x,t) darstellen:

- QA
E+— | = —-—VO A4

oder

N

. A
E= - V. 75
it Y (7.5)
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Damit sind E und B auf das Vektorpotential R und das skalare Potential
@ zuriickgefiihrt.

Gleichungen fiir A und @

Wir miissen nun die Differentialgleichungen aufstellen, aus denen A und @
berechnet werden kénnen, wenn p und j vorgegeben sind. Dazu benutzen
wir die inhomogenen Gleichungen (6.32) und (6.33). Aus dem Gauflschen

Gesetz (6.32) folgt mit E aus Gl. (7.5):

P _viE=_-V. (aA)—v-ch

€0 ot
und damit
A )
AD + V- = — — 7.6
+ ( ot ) €0 (7.6)

Indem man den Term —uoeo(b beidseitig ergéinzt, kann man diese Glei-
chung auch schreiben als
GRIO) 9 0 od
AD — o P _Z(v.A 7.7
Ho€o 33 e at( + Ho€o 6t> (7.7)
Weiterhin folgt aus dem Ampere-Maxwellschen Gesetz (6.33) mit den Be-
ziehungen (7.2) und (7.5)

OE  d%A )
ot ot2 ot
und damit

- ZA  _0D .

V x (VxA)+uoeo(at2 +Vat> = Woj. (7.8)

Mit der Identitat
Vx(Vxa)=—Aa+V(V-a) (7.9)

geht (7.8) iiber in:

- 22A
AA — Wo€p =

- 1))
oz Mo +V (V A+ Ho€0—=— ) (7.10)

ot
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Damit haben wir die acht Maxwell-Gleichungen fiir E und B tiberfiihrt in
vier Gleichungen (7.6) oder (7.7) und (7.10) fiir die Potentiale A und @,
die jedoch untereinander gekoppelt sind. Diese Kopplung werden wir durch
geeignete Eichtransformationen beseitigen kéonnen.

Eichinvarianz

Zur Entkopplung von Gl. (7.6) und (7.10) machen wir davon Gebrauch,
dass die Maxwell-Gleichungen under den Eichtransformationen

A — A+ Vx, (7.11)
ax
O -2 7.12

invariant sind. Hierbei ist x(x,t) eine beliebige (2-mal stetig differenzier-
bare) Funktion. Diese Behauptung weisen wir nach, indem wir zeigen, dass
die Gleichungen

VB=0 V.E=2"

- Vxﬁ—uoegﬁzuof Vxﬁ—i—ﬁ:
0

mit
B=VxA E=—A-VO
unter den Transformationen invariant sind:

VB=V [Vx(A+Vx)] =V (VxA)+V-(VxVy)
=0
— V- (VxA)=V-B
Vx

V. E=V (CA-—VX-VO+VKX) =V (-A—VO)=V-E
V x (A+Vx)] — moeo(—A — Vi — V + V¥)

VXB LL0€0E V X (
V x R) Hoeo (— R—V@):Vxﬁ—uoeoﬁ

=V x

VX — ch+Vx)+V>< (A+vx)

A
~A-VO)+VxA=VxE+B

x|

(

V><E+B V x (-
=V x (—

7.2 Lorenz-Eichung

Die Gleichungen (7.7) und (7.10) legen es nahe, x so zu wéhlen, dass

od

V- A—l— Wo€Eg—— m

— 0, (7.13)
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was der Lorentz-Konvention entspricht. Man erhélt dann aus Gl. (7.10)
und (7.7) entkoppelte Gleichungen:

= 92A R
AA — Hoeow = — Ho)- (7.14)
RO 0
AD — —_— = — — 7.15
Ho€0 5 e (7.15)

die jeweils die gleiche mathematische Struktur besitzen. Sie vereinfachen
sich fiir zeitunabhéngige Felder auf die Gleichungen (2.40) und (5.25) der
Elektrostatik bzw. Magnetostatik. Die Lorenz-Eichung (7.13) wird bei der
relativistischen Formulierung der Elektrodynamik unter Verwendung von
Hoeg = ¢ 2 benutzt, da diese Eichung Lorentz-invariant (invariant unter
Lorentztransformationen) ist.

Konstruktion von x
Falls

= oD

wére, so fiihren wir eine Eichtransformation durch und fordern:

= oD 9%y

V-A+A €0—=— — Ho€0=>

TAX T Ho€o7 — Ho€o g

d.h. Ax und ¥ sollen die unerwiinschten Terme kompensieren. Gleichung

(7.17) ist eine inhomogene, partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der
Form

—0, (7.17)

62
o2

Bei gegebener Inhomogenitét

AX — Ho€o = f()?, t). (7.18)

R ~ (o]}
f(X, t) = —V - A-— quOE (719)

ist die Losung mehrdeutig, da zu jeder Losung von (7.18) noch eine belie-
bige Losung der homogenen Gleichung
9%x
ot?
addiert werden kann, d.h. Gl. (7.18) legt x(x,t) nur bis auf Losungen der
homogenen Wellengleichung (7.20) fest.

AX — Hp€p =0 (7.20)
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7.3 Coulomb-Eichung

In der Atom- und Kernphysik wird x meist so gewéhlt, dass
V-A=0 (7.21)
Dann geht (7.6) iiber in

AO = — 2 (7.22)

€O

mit der schon bekannten (partikuldren) Losung:

>/
~ t
D(x,t) = —J 3y PO : (7.23)
41eq )y Ix — x/|
aus (7.10) wird
- 22A - dD(x, 1)
AA — — = —upj(x,t V—ar>"
Ho€0 Hoj (X, t) + €okto ot
dmey v \x x’\
ap(x 7t) < </
T €010 3./ ot (X_X)
= — t)——— | d e
R wo [ 5, (V-i(x, 1) (x —x)
= — t)+— 1| d —
Hoj (X, )+47Jv X PR ,
(7.24)

wobei wir die Kontinuitdatsgleichung —p = V - j verwendet haben. Die-
se Eichung ist nicht Lorentz-invariant, d.h. Beobachter in verschiedenen
Inertialsystemen eichen anders.

Elektromagnetische Wellen

In quellenfreien Gebieten mit
reduzieren sich (7.23) und (7.24) dann auf:

22A

® = 0; AA — — =
Ho€o 212

0. (7.26)

88



Die Losungen von (7.26) sind elektromagnetische Wellen, z.B. in Form
transversaler, ebener Wellen (sieche Kap. IV).
Konstruktion von x

Erfillt die Losung A von (7.10) nicht die Eichbedingung (7.21), so fiithren
wir die Transformation (7.11), (7.12) durch und fordern

V-A+Ax =0, (7.27)
oder
Ax = —V-A. (7.28)

Dies ist ein Spezialfall von (7.18) mit —V - A als Inhomogenitét. Mehrdeu-
tigkeit von x: Zu jeder Losung von (7.28) kann man noch eine beliebige
Losung der homogenen Gleichung (Laplacegleichung)

Ax =0 (7.29)

addieren.
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8. Energie, Impuls und Drehimpuls des elek-
tromagnetischen Feldes

8.1 Energie

In Abschnitt 2.5 hatten wir dem elektrostatischen Feld eine Energie zuge-
ordnet, charakterisiert durch die Energiedichte

€
Wel = ?0 E2. (81)

Analog kann man dem magnetostatischen Feld eine Energie zuordnen. Wir
wollen diesen Schritt {iberspringen und direkt die Energiebilanz fiir ein
beliebiges elektromagnetisches Feld aufstellen.

Wir betrachten dazu zunéchst eine Punktladung ¢, die sich mit der Ge-
schwindigkeit v in einem elektromagnetischen Feld {E, B} bewegt. Die an
dieser Ladung vom Feld geleistete Arbeit ist gegeben durch die Leistung:

dw, = - = =
TM:K-v:q[E%—(va)]-v:qE-v, (8.2)

Nur der elektrische Anteil der Kraft ist am Energieaustausch zwischen
Teilchen und Feld beteiligt; das Magnetfeld leistet keine Arbeit, da der
magnetische Anteil der Kraft immer senkrecht auf der Geschwindigkeit
steht. Entsprechend gilt fiir einen Strom der Stromdichte j:

dWwm

— | &*XE-j. 8.3
= | @ 83)

Der Index M steht dafiir, dass es sich hier um mechanische Arbeit han-
delt, die an den geladenen Teilchen geleistet wird. Die an den bewegten
Punktladungen vom Feld geleistete Arbeit geht auf Kosten des elektroma-
gnetischen Feldes; die explizite Form davon soll im folgenden hergeleitet
werden.

Wir eliminieren in Gl. (8.3) zunéichst die auf die bewegten Massenpunk-
te bezogene Stromdichte j mit Hilfe des Ampere-Maxwell’schen Gesetzes
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(6.33), poj = V x B — poegE:

—

- 1= _ ~ dE
J d3xE-j:J d3x(—E-(V><B)—€0E-—>. (8.4)
\4 \% Ho ot

Diesen Ausdruck, der nur noch die Felder E und B enthélt, konnen wir
bzgl. E und B symmetrisieren. Wir verwenden

V- (E X B) = 0y €apy EgBy = €apy (04Ep)By + €apy Ep(uBy)

~ iR N R 8.5
=B (VxE) —E-(VxB) (59
sowie das Induktionsgesetz V X E = —B und finden:
~ . ~ . . 3B o
E-(VxB)=B-(VxE)—V-.(ExB) = —B-E—V-(EXB) (8.6)

Setzen wir nun Gl (8.6) in (8.4) ein, so erhalten wir:

- - 1 0B2 en OF2 1 = =
3 . 3 0
E' — - - - _ - - _ - ¢ E B . .
Jvdx ) = Jvdx(2 m —|—2 ot + OV ( X )) (87)

Interpretation

Falll1:V — o0
Aus Gl (8.3) und (8.7) folgt fiir die Feldenergie

1
Wr = J a3x (—132 i @EQ)
% 210 2

(8.8)

-

falls die Felder asymptotisch schnell genug abfallen, so dass der Divergenz-
Term in Gl. (8.7) verschwindet. Mit Hilfe des Gaufschen Gesetzes,

Jd?’xv.(ﬁxﬁ):E{; af - (E x B) (8.9)
\% oV

mit 0V als Oberfliche des (zunichst als endlich angenommenen) Vo-
lumens V, findet man, dass die Felder E und B stérker als 1/R abfallen
miissen, da df mit R? anwiichst (vgl. Abschnitt 2.5 ). Fiir statische Fel-
der ist die obige Voraussetzung erfiillt, nicht dagegen fiir Strahlungs-
felder (vgl. Kap. 11). In Gl. (8.8) kénnen wir nun die Energiedichte
des elektromagnetischen Feldes

1 €0
— — B? 4+ —F? 8.10
Wr QLL() + 9 ( )
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einfithren, die sich aus einem elektrischen Anteil (vgl. (8.1))

€
Wel = EOEQ (8.11)
und einem magnetischen Anteil
1
Wiag = — B 8.12
nas = 3 (512
zusammensetzt.

Fall 2 : V endlich

Wir behalten die Interpretation von Gl. (8.10) bei und schreiben, da
V beliebig wihlbar ist, Gl. (8.7) als (differentielle) Energiebilanz:

-~ 9 N
Ej+SF 1 v.s=0 (8.13)
ot
mit dem Poynting- Vektor
IR 1 -~ -
S =—(E x B)|. (8.14)
Ho

Interpretation: Die Feldenergie in einem Volumen V kann sich via
Gl. (8.13) dadurch &dndern,

(a) dass Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung (Kap. 11)
hinein-(hinaus-)stromt, beschrieben durch den Term V - S, und/oder

(Ab)édass an Punktladungen Arbeit geleistet wird, beschrieben durch
E-j.

In Analogie zur Ladungserhaltung (Abschnitt 4.1 ) nennen wir S
die Energiestromdichte, bzw. den Poynting-Vektor. Die Energiebilanz
zeigt, dass die Energie des abgeschlossenen Systems (Punktladungen

plus elektromagnetisches Feld) eine Erhaltungsgrofle ist.

8.2 Impuls

Dem elektromagnetischen Feld kann man aufler Energie auch Impuls zu-
ordnen. Wir beginnen wieder mit der Impulsbilanz fiir eine Punktladung
q mit der Geschwindigkeit v. Nach Newton gilt dann fiir die Anderung des
Impulses pm der Punktladung:

do ~ o
—Ey:q[E%—(\)xB)]. (8.15)
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Fiir N Punktladungen, charakterisiert durch eine Stromdichte ; und La-
dungsdichte p erhalten wir entsprechend fiir den Gesamtimpuls Py der
Ladungen:

P L
d_M:J d*x [pE+ (j x B)]. (8.16)
dt v

N

Analog zu Abschnitt 8.1 versuchen wir, p und j zu eliminieren, so dass die
rechte Seite in Gl. (8.16) nur noch die Felder E und B enthiilt.
Wir benutzen dazu

p=¢)V- E (8.17)
und
1 . O
j = —V XB—¢p—. 8.18
) o X €0 ot ( )
Das Resultat
dPum

:J d3x [eoﬁ(v-ﬁ)+i(vm§)xﬁ—eo(ﬁxﬁ)] (8.19)
\%

dt Wo ot

kénnen wir bzgl. E und B symmetrisieren, indem wir in (8.19) den (ver-
schwindenden) Term

1 - ~
—B (V- B) (8.20)
Ho
hinzufiigen und in
oE - 0 - - 0B
—€q (a X B) = — €Oa(E X B) + € (E X a) (821)
das Induktionsgesetz
_ 0B
E=—— 8.22
V x o (8.22)

ausnutzen. Ergebnis:
dp e R
=M J d3x{egE(V-E)+—B(V-B)+—(V><B) x B

IR IR 9 -
—eoEx(VxE)—eoa(ExB)}.
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Wir verwenden die Abkiirzung 0, = 0/0x4 und fassen fiir die Interpreta-
tion von (8.23) einige Terme wie folgt zusammen:

[E (V . E) — E X (V X E)]oc = EaauEu — e“BYeYMEﬁa)\EH =
= Eq0u By — (8andpp — daudpn) EpOrE, = E4O,E, — E04E, + EL0,Ey

3
1 0 1
- — ~0,E2+09,E.E, = —(EE——E26 )
QCXu H=p*=x mZZIaXH x=pn 2 xp

(8.24)

Fiir das Verjiingen der Levi-Civita-Tensoren haben wir folgende allgemeine
Beziehung benutzt:

600\ 6ocu 6ow
ExpyEruy = [Opr Opu Opy (8.25)
5v?\ 5w 6YV

Diese zeigen wir, indem wir priifen, ob beide Seiten dieselben Symmetrie-
en beziiglich der Indizes aufweisen, und indem wir dann die Identitét fuer
einen Spezialfall zeigen. Beim Vertauschen zweier Indizes &ndern beide Sei-
ten ihr Vorzeichen (rechts, weil Vertauschen von Indizes zum Vertauschen
eines Zeilen- oder Spaltenpaars fithrt, d.h. zum Vorzeichenwechsel der De-
terminante); bei Gleichheit zweiter Indizes werden beide Seiten null (rechts,
weil das zu zwei gleichen Zeilen/Spalten fiihrt, d.h. verschwindender De-
terminante). Fiir den Spezialfall x = A =1, 3 =pu =2,y =v = 3 ist
das Ergebnis links €193€123 = 1, rechts

100
010]=1
001

Mit der Wahl o = A folgt aus Gl. (8.25)

Opp Opv

= 03,0y — 0340
5w 5W BuLy pvOyu

ExpyErpy =

mit derselben Diskussion oder durch Entwickeln der Determinante aus
Gl. (8.25). Entsprechend der E-Terme erhalten wir fiir die B-Terme

N —

3
[(B(V-B)—Bx(VxB)] =Y a%u (B(XBH— %B%m) . (8.26)
m=1
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Damit ist das Ergebnis fiir die Impulsdnderung;:

—

3
d - Z 0
P P o d3 _T(X o 07 827

wobei der Mazwellsche Spannungstensor Tiy, durch

E? 1 (B?
Ho \ 2

gegeben ist. Die Divergenz des Spannungstensors ist so zu verstehen:

Ty ist also die p-Komponente eines Vektors l“ beziehungsweise eine Kom-
ponente des Tensors 2. Stufe T. Dieser Tensor ist symmetrisch: Ty, = T4,

sodass wir die Summe in Gl. (8.27) als a-Komponente von V - T auffassen
koénnen, denn

01 Ti1 T2 Ti3 01111 02112 03113
V-T= 02| -|Ta To2 Tog | = [ 01T 02722 03To3
03 T31 Tz2 T3 01131 02132 03733

01111 02T21 03731
= | 01 T2 02122 03139
01113 02123 03133

Der Gesamtimpuls r’F des elektromagnetischen Feldes ist ]31: = IV d3x 7t
mit der Impulsdichte

N N

Fq: = €0(E X B) (8.29)

Interpretation

Falll:V —

Wie unter Abschnitt 8.1 iiberzeugt man sich, dass der dritte Term in
(8.27) verschwindet, falls die Felder E und B schneller als 1/R abfallen.
Dann lautet die Impulsbilanz

Pwm + Pr = const. (8.30)
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Gleichung (8.30) legt nahe, Pr als Impuls des elektromagnetischen Fel-
des zu interpretieren. Fiir das abgeschlossene System (Punktladungen
plus Felder) ist dann der Gesamtimpuls, der sich additiv aus Teilchen-
und Feldimpuls zusammensetzt, eine Erhaltungsgrofe.

Fall 2 : Allgemeines Volumen

Da das Volumen V in (8.27) beliebig ist, finden wir fiir (D = Tim
die differentielle Impulserhaltung
O0Ttm . OTTF
V-T=0 8.31
ot ot =" (8:31)

wobei wir Gl. (8.16) fiir die mechanische Impulsdichte VM = pE +
j X B verwendet haben.

Fall 3 : V endlich

Wir formen die rechte Seite in (8.27) mit dem Gaufischen Gesetz um:

d = = IR
FPuA P = | @x[v-1) = —¢ [af- 1],

3
= —#ﬁ Y Taudfy = —45 df[n-T]_,
oV ] Y

(8.32)

wobei df = ndf das gerichtete Oberflichen-Element und 0V die die
Oberflache von V sind. Da auf der linken Seite von (8.32) nach Newton
eine Kraft steht, kénnen wir n - T als Druck des Feldes (Strahlungs-
druck) interpretieren. Das elektrorﬁagnetische Feld iibertragt auf einen
Absorber also nicht nur Energie, sondern auch Impuls.

Der Strahlungsdruck des Lichts wurde von Lebedev und Hull direkt an
einer Drehwaage nachgewiesen. An den Balkenenden angebrachte Me-
tallplattchen wurden im Takt der Eigenschwingung jeweils belichtet;
es wurden in Resonanz gut beobachtbare Ausschlige erhalten.

Der Strahlungsdruck wird auch bei den Sonnensegeln der Satelliten
ausgenutzt; die Solarkonstante betragt 1370 W/ m?; das entspricht ei-
nem Solar-Strahlungsdruck von 4.6 uPa bei Absorption bzw. dem dop-
pelten Wert bei Totalreflexion. Mit diesem Druck auf die Sonnensegel
ldsst sich die Lage von Satelliten stabilisieren.
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Bemerkung

Die Tatsache, dass die sich die Impulsdichte 7tr und die Energiestromdichte
S nur um einen konstanten Faktor unterscheiden,

T = €0},L()S = g S, (8.33)
ist kein Zufall, sondern ergibt sich zwangsldufig im Rahmen der relativis-
tischen Formulierung.

8.3 Drehimpuls

Die Anderung des Drehimpulses einer Punktladung q im elektromagneti-
schen Feld ist durch

dlm _ 3 dpm

dt dt
gegeben. Entsprechend gilt fiir N Punktladungen, die durch p und ; cha-
rakterisiert seien, im Volumen V:

dL R oo
—M:J dgxxx{pEwL(ij)}. (8.35)
a -y

=

:qQX[E+Wx§ﬂ (8.34)

N

Eliminiert man p und j und symmetrisiert man das Resultat bzgl. E und
B, so erhélt man analog Abschnitt 8.2

dL . .o L R
=M J d3x x x {eoE(V-E)+—B(V-B)+—(VxB) x B
dt % Ho Ho
- - d -~ -
—eo(Ex (VX E)— eoa(E X B)} .
Interpretation

Falll:V — o0

Fallen die Felder asymptotisch rasch genug ab, d.h. stiarker als 1/R,
so bleibt fiir V — oo:

d R R
— (L L) =0 8.36
dt( m + Lf) : (8.36)
mit
I = e J dxx x (E x B) (8.37)
\%

97



als Drehimpuls des Feldes. Die Summe aus dem mechanischen Dre-
himpuls Ly, und dem des Feldes Ly ist eine Erhaltungsgrofie:

Ly + Lr = const. (8.38)

Fall 2 : Allgemeines Volumen

Fiir ein beliebiges Volumen finden wir auch eine differentielle Form
der Drehimpulserhaltung:

Am | OAF | -
W—FF—FXX(V'I):O, (8.39)

wobei die Drehimpulsdichten

N

XMzix{pE+(fxB)} und ?\F:eoix(ExB)

N RN

verwendet sind.

8.4 Zusammenfassung

Bei Abwesenheit anderer Kréfte gelten fiir das abgeschlossene System (Punkt-
ladungen plus Feld) die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehim-
puls. Da sich Energie, Impuls und Drehimpuls der Punktladungen zeitlich
andern, miissen wir dem Feld selbst Energie, Impuls und Drehimpuls zu-
ordnen, um die Erhaltungssétze fiir das Gesamtsystem zu garantieren. Die

Grundgrofien
Energiedichte
€02 L 5o
= —E"+—B 8.40
F= + g (8.40)
Impulsdichte
7ir = eo(E x B) (8.41)

und Drehimpulsdichte
?\F = €07?, X (E X E) =X X 7?(]: (8.42)

findet man aus den jeweiligen Bilanzen unter Verwendung der Maxwell-
Gleichungen. Die Tatsache, dass man dem Maxwell-Feld mechanische Grofien
wie Energie, Impuls und Drehimpuls zuordnen kann, bietet die Grundlage
fiir die im atomaren Bereich benutzte Beschreibung elektromagnetischer
Phénomene durch Teilchen, die als Photonen bezeichnet werden.
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Teil IV

Elektromagnetische Strahlung im
Vakuum
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9. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

9.1 Homogene Wellengleichungen

Im Vakuum (p = 0; ; = 0) lauten die Maxwell-Gleichungen

_ - - 0B _ JF
-E =0; -B =0; E=——; B = —. (9.1
\Y4 ; Vv ; V X ot V x GOLL()at (9 )
Zur Entkopplung von E und B bilden wir
- . JF d_ -
Vx(VxB)=V(V-B)—AB =¢gupV x — = egup=—V x E
Y ot ot
. 9°B
— oMo 6t2 .

9.2)

wobei wir drei der vier homogenen Maxwellgleichungen (9.1) verwendet
haben. Das Resultat ist eine homogene Wellengleichung

1 02\ = 1
(A— ——) B=0 ; ? = €oHyo- (9.3)

Analog verfdhrt man mit dem E-Feld:

—

= = = 0B 0 =
Vx(VxE)= =V (V-E)—AE = —an: —anB
=0 (9.4)
_ . 0*E
- Olloatg .
Mit der Abkiirzung
1 02
O=A——=— .
c20t? (9:5)
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fiir den d’Alembert-Operator ] erhélt man dann anstelle von (9.1)

OB= 0, V-B=0
I IR (9.6)
OE = 0; V-E=0
Fiir die zugehorigen Potentiale findet man nach Kapitel 7:
OA =0, V-A=0 (9.7)
O =0 (9.8)
in der Coulomb-FEichung.
Wir haben also Differentialgleichungen vom Typ
Of(x,t) =0 (9.9)

zu 16sen, wobei f fiir irgendeine Komponente von ﬁ, B oder /?\ steht. Die
Losungen fiir E, B und A sind dann noch der Nebenbedingung unterworfen,
dass die Divergenz verschwindet (Transversalitdtsbedingung).

9.2 Ebene Wellen

Ebene Wellen in z-Richtung

Zur Vereinfachung nehmen wir zunéchst an, dass die Felder E und B nur in
einer Raumrichtung, z.B. in z-Richtung, variieren, d.h. f = f(z,t). Dann
lautet die Wellengleichung (9.9)

02 1 9?

— — —— |f(z,t) =0. 9.10

Wir suchen Losungen dieser Gleichung, indem wir die Substitution
&E=z—ct n=z+ct

vornehmen, d.h.

z=%m+a) t=§jn—a-

Damit lauten die Ableitungen
0 0z0 ot 0 1
9 0E0z | dEot ﬂ
0 0z20 oto 1/90 10
= onae * ovat 33 * o)

LRV NS
9fon 4\ 0z2 c20t2
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Damit l&sst sich die Wellengleichung also als
62
0&0n

schreiben. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

f=1.(& +f-(n)

und nach Riicktransformation auf die alten Variablen z und t

f=20

f(z,t) =fi(z—ct) + f_(z+ct)

worin . und f_ beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen sind. Die
Losung f(z,t) = f, (z—ct) bedeutet, dass ein beliebiger, zur Zeit t = 0 vor-
gegebener Funktionsverlauf f, (&) sich mit Geschwindigkeit ¢ in positiver
z-Richtung verschiebt (oder bei f_(z + ct) in negativer z-Richtung). We-
gen der Linearitat der Wellengleichung lassen sich die Losungen iiberlagern.
Das Argument zF ct heifit die Phase der Losung der Wellengleichung. Den
Punkten z gleicher Phase sind dieselben Werte der Funktion f,(z — ct)
(oder f_(z+ ct)), d.h. dieselben physikalischen Feldzusténde, zugeordnet.
Die Punkte gleicher Phase liegen auf den Ebenen z = =ct, die senk-
recht auf dem Basisvektor e, stehen und sich mit Geschwindigkeit £c in
Richtung e, bewegen. Solche Losungen der Wellengleichung heifien ebene
Wellen. Beispiel:

.f
fr(zF ct) = 9 exp

(z F ct)?
=

b2 ] . fo = const.

Das ist eine Welle in Form einer Gau3kurve der Breite b.

Allgemeine ebene Wellen

Die ebenen Wellen, die sich in z-Richtung bewegen, lassen sich leicht zu
dem allgemeinen wichtigen Losungstyp von (9.9) verallgemeinern:

f(x,t) = f(n-x T ct) (9.11)

fiir beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktionen f und dem
Einheitsvektor n in einer beliebigen Raumrichtung, mit [n| = 1. Um zu
zeigen, dass Gl. (9.11) eine Losung der Wellengleichung ist, verwenden wir
die Abkiirzung

E=n-xFct (9.12)
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und bilden:

of  of _df o A2 A
g = — = —Ty f=n—: Af =n?— = —.
Ve =5 g™ ™ V=g "ag T e
of _Of . _10f df 10 &
ot oL T Teot  dE o agr
(9.13)
und somit
1 92f
Af — Sap =0 (9.14)
Damit ist
B = By f(x,t) (9.15)

Losung von Gl. (9.3); analog fir E und A.

Eigenschaften der Lésungen

i) Ebene Wellen

Funktionen vom Typ (9.11) beschreiben ebene Wellen, deren Wellen-
fronten Ebenen sind: Die Punkte X, in denen f(x,t) zu einer festen
Zeit t den gleichen Wert annimmt, liegen auf einer Ebene (Hesse’sche
Normalform)

n-Xx = const , (9.16)

die senkrecht zu 1 steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (9.11) erhélt
man Wellen, die in +n-Richtung laufen.

ii) Transversalitiat der elektromagnetischen Wellen
AusV-B=0 folgt mit GI. (9.15) B — l§0 f(x,t)
of of of

B = 0B + 09By+ 93B3 = Byj—mn; + Bgo—119 + Boa—
\Y% 1B1 +09B9 + 03B3 01a£T117L 026£n2+ 03aan3,
also
-~ N df
B - >_:0 9.17
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d.h. da 0f/0¢& im allgemeinen nicht null ist,
B-n=0; (9.18)

Entsprechende Orthogonalitét zur Ausbreitungsrichtung n der Welle
findet man fiir E und A, wenn man V - E = 0 (im Vakuum) und
V - A =0 (wegen der Coulombeichung) berticksichtigt.

iii) Orthogonalitét von E und B

Aus dem Induktionsgesetz

- 0B
VXE=—F— 9.19
X T (9.19)
folgt fiir die ebenen Wellenlésungen
E=FEyf(R-x—ct); B=DByg(n x—-ct) (9.20)
wegen
= of . = of
(VX E), = expyOpky = CapyBoygzne = (n x EO)aa—a
die Beziehung
~ = df =~ dg
E )— e 9.21
<n x Eg iz C 03t (9.21)

also E L B mit GL. (9.18). E, B und 1 bilden also ein orthogonales
Dreibein (siehe Fig. 9.1).

Abbildung 9.1: E,
B und n bilden ein
Rechtssystem.

AITI[,

Bemerkungen
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1.) Aufler ebenen Wellen sind z.B. auch Kugelwellen Lésungen von Gl. (9.9);
sie haben die Form:

f(r —ct)

—, (9.22)

wobei f eine beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktion
ist. Der Beweis verlauft analog zu (9.13) in Kugelkoordinaten.

2.) Die Existenz von elektromagnetischen Wellen (z.B. Lichtwellen, Ra-
diowellen, Mikrowellen, y-Strahlung etc.) beweist die Richtigkeit der
Relation V x B = egup0E/0t im Vakuum, die entscheidend in die
Herleitung der Wellengleichungen eingegangen ist. Sie stellt die expe-
rimentelle Bestatigung fiir das Maxwell-Ampere-Gesetz (6.29) dar.

9.3 Monochromatische ebene Wellen

Eine spezielle Form der ebenen Welle ist die Wahl
os;
f(&) = exp (1—<i>
C
mit der man z.B. die elektrische Feldstiarke in der Form
E = E() exp(i (k X F wt)) (9.23)
erhalt. Dabei ist
k = kn, (9.24)

und w und k héngen iiber die Dispersionsrelation

= k*c? (9.25)

zusammen, wie man durch Einsetzen von Gl. (9.23) in die Wellengleichung
(9.6) sofort sieht. Eine ebene Welle vom Typ (9.23) nennt man mono-
chromatisch, da sie nur eine (Kreis-)Frequenz w enthélt. Entsprechende

Losungen findet man fiir A und B.

Komplexe versus reelle Felder

E, A und B sind als Messgroflen reelle Vektorfelder. Die komplexe Schreib-
weise in Gleichung (9.23) ist verabredungsgemif so zu verstehen, dass das
physikalische Vektorfeld durch den Realteil von (9.23) beschrieben wird.

105



Die komplexe Schreibweise ist oft (z.B. beim Differenzieren) bequemer als
die reelle; sie ist problemlos, solange nur lineare Operationen durchgefiihrt
werden.

Bei der Berechnung physikalischer Gréflen wie etwa der Energiestromdich-
te treten Produkte von Vektorfeldern auf. Bei diesen Problemen muss man
von Anfang an reell rechnen. Zeitliche Mittelwerte (... ) solcher Produkte
kann man in komplexer Schreibweise wie folgt berechnen: Fiir zwei Vek-
torfelder

N N

a(x,t) = do(X) exp(—iwt);  b(X,t) = by(x) exp(—iwt) (9.26)

gilt fiir den zeitlichen Mittelwert des Produktes

—

((Red) - (Reb)) = %Re(a B (9.27)

denn in

- - 1, N = =
(Rea) - (Reb) = Z(ao exp(—iwt) + q; exp(iwt)) (bo exp(—iwt) + by eXp(iwt))

1 = = = =
= Z(aobz‘, + agbg + dobg exp(—2iwt) + agby exp(2iwt))
(9.28)

verschwinden die gemischten Terme mit den Zeitfaktoren exp(=£2iwt) nach
Zeitmittelung und es bleibt

~ - 1 . = ., 1 N
((Rea) - (Reb)) = Z(a -b*+a"-b) = ERe(a -b*) . (9.29)
Terminologie
Wellenvektor k B
Wellenzahl k k = K|
Kreisfrequenz w w=ck
Frequenz v v = w/(2m)
Wellenlinge A A= (2m)/k =c/v
Schwingungsdauer T T=02n)/w=1/v

Anhand von GI. (9.23) sieht man, dass T die zeitliche Periodizitdt der Welle
bei festgehaltenem Ort x beschreibt,

exp(iw(t+T)) = exp(iwt + 271) = exp(iwt); (9.30)
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analog gibt die Wellenlédnge A die rdumliche Periodizitit an:
exp(ik(z + A)) = exp(ikz 4 27i) = exp(ikz) (9.31)
fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.

Phasengeschwindigkeit
Die Grofie

b=k x—wt (9.32)

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit vy, ver-
steht man die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorge-
gebener fester Phase bewegt. Um v, zu bestimmen, betrachten wir wie-
der eine ebene Welle in z-Richtung und bilden das totale Differential von

d(z,t):

dp = kdz — wdt. (9.33)
Fiir ¢ = const. folgt dann:
vh=Z oL (9.34)
L T '

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

Energiedichte

Streng genommen ist eine ebene Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
unendlich ausgedehnt; jede praktisch realisierbare Welle dagegen begrenzt.
Die ebene Welle ist jedoch eine sinnvolle Approximation, wenn die Aus-
dehnung der realen Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung grof3 ist im
Vergleich zu irgendwelchen Hindernissen (z.B. Spalte), durch die sie gestirt
werden kann.

Fiir monochromatische ebene Wellen gehen die Beziehungen

B=VxA E= - (9.3
(wegen der Coulombeichung ist ® = 0) wegen
(VX A)_ = €apyOpAy = €apyAoyikp eikrTit _ i(kx A),
in der komplexen Darstellung iiber in
B=1i(k x A); E =iwA. (9.36)
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Mit Gl. (9.36) und (9.27) lassen sich Energie und Impuls der Welle leicht
ausrechnen. Der zeitliche Mittelwert der Energiedichte (reelle Darstellung)

1st:
1 T
(wp> = —J wr dt | (9.37)
T Jo
wobei die Energiedichte wr (mit poeg = 1/c?) durch
€r2 , 1 no €02 9no
= —E°"+—B"=—(E B 9.38
W = &7 F 2110 2 (E°+c"BY) (9.38)

gegeben ist. Mit R k= 0, d.h. R L E, finden wir:

(wp) = 2 ((E-E) + (B B))

T o B} L (9.39
_ %RG((UQA SAY C2k2 A - A*) = %w2|AO‘2 — %“:—0‘2 . ( )

=w?
Energiestromdichte

Entsprechend zu Gl. (9.39) gilt (mit n = ]2/ \El) fiir die Energiestromdichte
(8.14)

~ 1 - = R kK[Eo2 Kk |Egf? =
<S> _ —<E % B> _ i‘AOP K — w | OL _ | Ol _ €OC‘EO‘2 n

Ho 21 21y w 21y ck 2
(9.40)

und direkt tiber Gl. (8.33) fiir die Impulsdichte

= —|E = —(S) . 9.41
(e) = U A = 5 (8) (9.41)
Vergleicht man Gl. (9.39) mit (9.40), so findet man

(S) = clws): (7)) = (ws).

Die Gleichung linker Hand zeigt, dass Energie des elektromagnetischen
Feldes mit der Geschwindigkeit ¢ transportiert wird, da es sich bei S um
eine Energiestromdichte handelt, also dem Produkt einer Dichte und der
Geschwindigkeit einer stromenden ,,Substanz®. Die Gleichung rechter Hand
weist aufgrund der relativistischen Energie-Impuls Beziehung

E= \/mgc4 + p2cy, (E=cP) o

auf Ruhemassen-lose Teilchen (Photonen) hin.

108



9.4 Polarisation

Wegen der Transversalitdt und der Orthogonalitat von E und B kénnen wir
eine monochromatische ebene Welle der Form (9.23) beschreiben durch:

E=eEpexpli(k-x—wt)); B =esByexp(i(k-x—wt)) (9.42)
mit

-6 =05y € -k=0. (9.43)
Eine solche Welle nennt man linear polarisiert. Eine zu (9.42) gleichberech-
tigte, linear unabhéngige ebene Welle zu gleichem Wellenvektor k erhélt
man, indem man E in es-Richtung und B in e;-Richtung wahlt. Der allge-
meine Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen Welle ergibt
sich dann nach dem Superpositionsprinzip, z.B. fiir das elektrische Feld:

E = (€1E1 + €2E2> exp (1(12 X — wt)) (9.44)

mit E; (1 = 1,2) als beliebigen komplexen Zahlen E; = |Ei|exp(idy). Das
reelle physikalische Feld ist dann

E, = |E4] cos(ro?— wt + c])l) E, = |Ey cos(ro?— wt + Cl)z) (9.45)

Gleichung (9.44) bzw. (9.45) beschreibt alle moglichen Polarisationszusténde,
die nach der relativen Phase ¢1 — ¢9 und den Betrigen |E{| und |Es
unterschieden werden kénnen. Auflerdem lésst sich Gleichung (9.44) als
Uberlagerung zweier linearer polarisierter Wellen auffassen; das zeigt, dass
sich jede beliebig polarisierte Welle als Uberlagerung zweier linear polari-
sierter Wellen auffassen lésst.

1.) Lineare Polarisation liegt vor, wenn

$1— P2 =0 oder =+ (9.46)
Das Feld ist dann
E = ([Es/€1 + [Eafés) cos(kx — wt + 1), (9.47)

mit einem orts- und zeitunabhingigen Koeffizienten; E schwingt in
einer festen Richtung relativ zur Ausbreitungsrichtung. Richtung und
Betrag von E sind gegeben durch (siehe Fig. 9.2)

|Eo

¥ = arctan (j:E); E = /|E1]2 +|Es2 (9.48)
1
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Abbildung 9.2: Richtung des

elektrischen Feldes bei linearer A’ ! 4>
Polarisation. | E 1 | e 1
2.) Zirkulare Polarisation:
7T
[EBil =[Eal = Eog; P1— o= + 5 (9.49)
dann wird namlich
E = kg (El + ‘LEQ) eXp(i(E -x — wt + d)l))7 (9.50)

oder in reeller Darstellung
E = Ey [COS(E§ —wt+ (])1)51 F Sin(%_c\ — wt+ d)l)Eg] . (9.51)

Der Ausdruck in der Klammer stellt fiir festgehaltenen Ort x die Pa-
rameterdarstellung des Einheitskreises dar. Der Drehsinn ist durch die
Wahl des Vorzeichens in Gl. (9.50) festgelegt; man erhélt rechts- bzw.
links-zirkulare Polarisation (vgl. Fig. 9.3).

&
o =T1/2 Y E
>
Abbildung 9.3: Drehsinn bei €4
recbts— (links—). zirkula.mrer Polari- 5 _ _ A\
sation, Ausbreitungsrichtung aus
der Papierebene heraus.
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3.) Elliptische Polarisation tritt auf fiir

[B1| # [Eal; &1 — b2 # 0. (9.52)

E beschreibt dann fiir festes X eine Ellipsenbahn, deren Lage relativ
zu e; durch ¢ — P9 und deren Hauptachsenverhéltnis durch |E;|/|Es|
bestimmt ist.
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10. Wellenpakete im Vakuum

10.1 Informationsiibertragung durch elektromagnetische Wellen

Ein wichtiger Anwendungsbereich elektromagnetischer Strahlung ist die
Informationsiibertragung. Monochromatische ebene Wellen sind dazu un-
geeignet, da sie praktisch keine Information aufler ihrer Periode (w) ver-
mitteln kénnen. Man kann monochromatische ebene Wellen jedoch modu-
lieren und so Information iibertragen. Im einfachsten Fall bildet man eine
Uberlagerung aus 2 monochromatischen Wellen:

f(t) = focos(wit) + fpcos(wat) . (10.1)

Alternativ kann Gl. (10.1) als amplituden-modulierte Schwingung darge-
stellt werden:

f(t) = 2fg cos(wmt) cos(wopt) (10.2)
mit

Wy = u; wy = w, (10.3)
denn
2 cos (% — %) COS (% + %)

w1 Wo . W1 . W2 w1 W2 . W1 . o
:2 COS—COS——l—Sln—Sln— COS — COS — — S1Inn —— S1n ——
2 2 2 2 2 2 2

2
w w w w
— 2 cos? —10082 =z 2 sin’ —151n2 =2
2 2 2
_ 1+ coswi 1+ coswsy 21—cosw1 1 — cos wqy
B 2 2 2 2

= COS W1 + Cos Wy .

Wenn w; ~ wy gewihlt wird, dann ist Gl. (10.2) eine fast harmonische
Schwingung der Frequenz wq ( Trdagerfrequenz), deren Amplitude sich mit
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A
/\n %/\ {\(\t Abbildung 10.1:

Uberlagerung zweier mo-

I
|
nochromatischer Wellen,
) die eine Schwebung mit

K )) (O Tréagerfrequenz wqg mit
w\ p J) Modulationsfrequenz wn,

bilden.

der Modulationsfrequenz wy, &ndert. Man erhélt das Bild einer Schwebung
(siche Abb. 10.1).

Kompliziertere Schwingungsformen und damit mehr Moglichkeiten zur In-
formationsiibertragung ergeben sich durch Uberlagerung mehrerer Schwin-
gungen verschiedener Frequenzen.

10.2 Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Ausgehend von einer Grundfrequenz w = 27t/T bildet man

f(t) = Z frexp(—iwnt) W, = NW. (10.4)

Die Fourier-Reihe (10.4) konvergiert gleichméfig (und damit auch punkt-
weise), wenn f(t) periodisch mit der Periode T und stiickweise glatt ist.
Die (schwéchere) Forderung der Konvergenz im quadratischen Mittel ist
erfiillt fiir periodische, in [0, T] stetige Funktionen f(t).

Fourier-Koeffizienten

Die Fourier-Koeffizienten f, sind durch

1 T/2
LI
gegeben. Fiir den Beweis verwenden wir die Orthonormalitatsrelation

1 (772
TJ s dt exp(iw(m —n)t) = dmn (10.6)
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und finden

T/2
J dtf(t) exp(iwmt) =T ) fubmn =T fim. (10.7)
~T/2 .

Fourier-Integrale

Nicht-periodische Funktionen lassen sich i.a. durch Fourier-Integrale dar-
stellen, die sich aus Gl. (10.4) im Limes T — oo ergeben, d.h. das Periodi-
zitatsintervall ist [—T/2, T/2l1 o, und damit muss die Summe iiber wy
durch ein Integral {iber w ersetzt werden.

Sei Aw = 27t/T der Abstand benachbarter Frequenzen wy,, so ist

Aw >

f(t) = % o fexp(—iant) = n:Z_OO Aw f(wy) exp(—iwnt) (10.8)
mit
- . i L T
flon = i (5) = (526 09
Also kann man Gl. (10.8) als Riemann-Summe des Fourier-Integrals
f(t) = J dw f(w) exp(—iwt) (10.10)

auffassen. Fiir die Umkehrung von GIl. (10.10) zeigt der Vergleich von
Gl. (10.5) und (10.9):

flw) = %TJOO dt f(t) exp(iwt) |. (10.11)

—00

f(w) heiBt die Fourier-Transformierte zu f(t). Sie existiert und (10.10)
konvergiert im quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrablen Funktionen
f(t), fir die

ro dt|f(t)? < oo: (10.12)

f(w) ist dann auch quadratintegrabel.

Beispiel: Rechteckimpuls
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f f 1 ven

-1/2 /2

Abbildung 10.2: Rechteckfunktion und ihre Fouriertransformierte.

T T
f(t) =1 fir — 5 <t ot f(t) =0 sonst. (10.13)
Dann wird
. 1 (V2 1 iwt) |2 in(wTt/2
flw) = —J dt expliwt) — ——SXPUWH T sin(wt/2)
270 ) _1p9 TTW 21 1/ W
(10.14)
Die Breite Aw von f(w) schiitzt man aus obiger Figur ab zu:
27
Aw = g oder AwAt ~ 27 (10.15)

Je schmaler (breiter) das Signal f(t) werden soll, desto breiter (schmaler)
ist das Frequenzspektrum, das man benotigt. Diese Unschdrferelation ist
nicht an das Beispiel (10.13) gebunden, sondern ist ein charakteristisches
Merkmal der Fourier-Transformation.

Bemerkung

Oft wird die Fourier-Transformation in der symmetrischen Form

f(t) = \/%T LO dw f(w) exp(—iwt) (10.16)
mit
flw) = LJOO dt f(t) exp(iwt) (10.17)
V2] o
benutzt.
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10.3 6-Distribution

Die Fourier-Transformation (10.10), (10.11) fithrt auf das folgende mathe-
matische Problem: Setzt man Gl. (10.11) in (10.10) ein, so muss (nach
Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

f(t) = %T J_OO dt’ f(t') Lo dw exp(—iw(t—t)) = LO dt’ f(t))5(t—t')
(10.18)
mit
/ I . /
S(t—1t") = %J dw exp(—iw(t—1')) (10.19)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingefiihrte
GroBe d(t — t’) ist offensichtlich keine gewohnliche Funktion, sondern ei-
ne Distribution, die streng genommen nicht fiir sich alleine stehen darf,
sondern nur in Verbindung mit der Integration in (10.18) erklart ist.

Darstellungen

Die 8-Distribution, als deren Definition wir im folgenden GI. (10.18) be-
trachten wollen, kann durch jede Folge stetiger Funktionen 0., fiir die

lim JOO dt’' f(t")on(t —t') = (1) (10.20)

—
n—oo J_

gilt, dargestellt werden. Beispiele:

1.) Rechteck

1
on(t) =m  fir |t < o don(t) =0 sonst. (10.21)

2.) GauB-Funktion (,,Glockenkurve®)

on(t) = nexp(—mt®n?). (10.22)

3.) Die Darstellung

1 sin(nt 1 ™
onlt) =2 (t):%J

dw exp(iwt) (10.23)

-1

fithrt gerade auf die Schreibweise (10.19).
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Vorsicht: Die Gleichungen (10.20) - (10.23) sind so zu verstehen, dass die
t’-Integration vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln

1.) 8(t) = §(—t)

2.) 8(at) = L5(t)

~ a

3)8(t2—a?) = MHQ)QL?H_Q); a#0.

10.4 Uberlagerung monochromatischer ebenen Wellen

Wir l6sen die Wellengleichung

. 1 92 \=

durch Fouriertransformation, in dem wir den Ansatz

—
—

E(x,t) = Jd3k J dw E(k, w)etlxot (10.25)

machen, d.h. E(x,t) durch seine Fouriertransformierte in Raum und Zeit
darstellen. In der Fouriertransformation ist k die zu x und w die zu t
konjugierte Variable, physikalisch bedeuten k den Wellenzahlvektor und
w die Kreisfrequenz. Statt einfach den Realteil dieses Ansatzes als die

physikalische Losung zu definieren, verfahren wir hier so, dass wir fordern,
dass E*(x,t) = E(x, t):

JEEN

£* (2’ t) = JdSkJ' dw E*(E7 w)ei(k?—wt) _ Jd?)kj dw E*(_§7 _w)ei(k.f_wt)

wobei wir im letzten Schritt k — —k und w — —w ersetzt haben (vertau-
schen von Integrationsgrenzen und Vorzeichen der Integrationsdifferenzia-
le kompensiert sich gegenseitig). Damit folgt die Realitétsbedingung (z.B.
durch Umkehren der Fouriertransformation)

BN —

Ef(—k.—w) = E(k.w):  Ef(k w) = E(—k,—w)

el
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Einsetzen von Gl. (10.25) in die Wellengleichung ergibt:

—

DE(;(\, t) = J dskj dw E(E) w)Dei(k;—wt)

~ N w2 NN (1026)
- J dSkJ dw E(k7 (l)) ( — k2 + ?) el(k"‘_“’t) =0
wegen
Veiﬁ? — ﬂ?elﬁ;, Aeii\-; — VQeiE\.)_c\ _ (IE)261E; _ _E2 eiz'; |

Wir finden also, dass die Fourierdarstellung einer Funktion null sein soll;
dann muss die Fouriertransformierte selbst identisch null sein:

XN

(w? — K?)E(k, w) =

d.h. E(Tc, w) = 0 falls nicht w? — c2k? = 0. Der allgemeinste Ausdruck
dafiir ist:

—

(k. w) = E4(K)5(w — ck) + Eo(K)5(w + ck)

T2

Einsetzen in die Fourierdarstellung ergibt:

N

E*(x,t) = Jd3k (f: (k)e(k" ckt) +E (

K‘

) i(k- x—i—ckt))

N

mit ELQ(E) = E(E, +ck). Die Realitiatsbedingung wird jetzt zu

—

Ej(k) = Es(—k) baw. Ej(k) = E4(—K)

™

Leichtes Umformen der Losung ergibt

E(x, t) = Jd?’k(El(k) iffex—ckt) 4 ET(_E)ei(k%Lckt))
N (10.27)
Jd3k<E1(k) kx ckt) +E*(k) —1(k~X—th))

Diese Losung ist jetzt offensichtlich reell und lisst sich sinngeméfl auf l§,
A und @ iibertragen.
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10.5 Wellenpakete, Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Zur Vereinfachung betrachten wir jetzt zunéchst ein Wellenpaket, das sich
nur in einer Koordinatenrichtung, z.B. in z-Richtung ausbreitet. u(z, t) sei
eine Komponente von E oder B,

Wie oben folgt aus [Ju = 0 die Darstellung

u(z,t) = JOO dk {a(k)ei(kz—“’(k)t) +a*(k)e—i(kz—w(k“)} (10.28)

—00

mit w(k) = ck fiir elektromagnetische Wellen. Da aber das folgende im
Prinzip auch fiir Wellen mit anderer Dispersion w(k) gilt, bleiben wir
zunichst bei der Schreibweise w(k). Wir nehmen jetzt an, dass die auf-
tretenden Wellenzahlen aus einem Band, d.h. einem begrenzten Bereich in
der Nahe der Wellenzahl ky stammen. Wir wahlen als Amplitudenfunktion
1(k) eine GauBifunktion

_o W (k —ko)?
u(k) = \/5-[0' exp (— T)

mit Maximum k = ko und Breite o, die auf [ dk (k) = up normiert ist.
Das bedeutet auch, dass
u(k)

lim —— = &(k — k) .
o—0 Uy

—

Wir setzen 1(k) in das erste Integral von Gl. (10.28) ein und substituieren
dabei k = (k — kg)/0, d.h. dk = dk/o und k = ko + ok:

Jjo dkﬁ(k)ei(kz—w(k)t) — \/;L_:w Jjo dk exp [_ % + i(kz _ w(k)t)]

00 2
U K . .

= d — — +i(kg + — ko + t|.
\/2_J_ Kexp[ 2 'L( 0 GK)Z 1(1)( 0 GK)]

Hier kommen wir ohne Kenntnis von w(k) nicht weiter; aber fiir eine hin-
reichend schmale Gaulkurve (fiir kleines o) kénnen wir w(ky 4+ ok) nach
oKk entwickeln und mit der linearen Ndherung arbeiten:

dw(k
w(ko + ok) ~ w(ky) + vok mit v:< Wl ))
dk /i,
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Fiir elektromagnetische Wellen ist w(k) = ck linear, und diese Niherung
wird exakt. Einsetzen ergibt

oo

J_OO dkﬁ(k)ei(kz_w(k)t) - \;J'_zo_ﬂei(kol—w(ko)t) J_Oo
2

= uoei(koz_w(k())t) exp [ — %(z — vt)2]

2
dk exp [ Y +1io(z — \)t)K]

(10.29)
wegen
K Leo v2 o 2 2 L o 2
— +io(z—vt)k = 5{(1K) + 2i0(z — vt)k + 07 (z — vt)*} — 50 (z —vt)
— %(K + o(z — vt))2 — %0‘2(2 —vt)?
(10.30)
und
Joo dk exp B (ik + G(z—vt))2] = V2m (10.31)

Der zweite Teil von Gl. (10.28) liefert das konjugierte Komplexe davon.
Endergebnis:

2
u(z,t) = 2ugcoslkgz — w(kg)t] exp [ — %(z — vt)2] (10.32)

Abb. 10.3 zeigt die z-Abhéngigkeit der Losung fiir eine feste Zeit t.
Die Welle

o cos[kpz — w(ko)t] = cos [ko(z —

bewegt sich mit Phasengeschwindigkeit

w (ko)
ko

in z-Richtung. Sie wird begrenzt durch den z-abhéngigen Amplitudenfaktor
2
o
+ exp [ — 7(2 — vt)2]
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u(z,t)

dung 10.3:
Momentaufnahme
des Wellenpa-
kets fiir eine

feste Zeit t.

i

der Breite 1/0, der sich mit der Gruppengeschwindigkeit

oy dw(k)
s dk /iy,

in z-Richtung bewegt. Der Amplitudenfaktor formt das Wellenpaket. Im
Allgemeinen sind Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit ver-
schieden; dann gleitet die Welle durch das Wellenpaket hindurch. Im Fall
elektromagnetischer Wellen jedoch sind beide gleich der Lichtgeschwindig-
keit:

k
Phasengeschwindigkeit vy, = M =cC
k (10.33)
e ow (k)
Gruppengeschwindigkeit vg, = K C

Welle und Wellenpaket sind hier also starr verbunden. Die Verallgemeine-
rung auf eine allgemeine Ausbreitungsrichtung k ist unproblematisch; das
Wellenpaket wird dann durch

u(x, t) = de’)ka(i)ei(k?‘“’(k”) (10.34)

dargestellt, und man erhélt fiir das Wellenpaket die Gleichung

— JEEN

Rew(X,t) = cos [koX — w(ko)t] J Ak f(k—Ko) cos [(k—Ko) (X —vt)]
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(10.35)

RN N RN

mit einer um EO zentrierten Amplitudenfunktion (k) = f(k — ko).

Fourierdarstellung des Vektorpotentials

Signale endlicher Energie erhédlt man nur fiir raum-zeitlich begrenzte Fel-
der (Wellenpakete), die wir aus monochromatischen ebenen Wellen durch
Superposition aufbauen konnen. Fiir das Vektorpotential erhalten wir:

A (3 1 AN A () a—tkx—
A(x,t) :Wjd?’k [A(k) etlkx—wt) L Ax (1) o k@t 1 (70 36)

Hierbei haben wir wieder die beiden Basislosungen exp(i(i X F wt) so

addiert, dass A(x,t) reell ist. Wegen w = c|k| kommen in (10.36) alle
Frequenzen w vor. Fiir die Fouriertransformation ist hier die symmetrische
Schreibweise gewiihlt. Gleichzeitig stellt Gl. (10.36) die allgemeine Losung
der homogenen Wellengleichung (9.8) dar. Die Coulomb-Eichung verlangt

k-A(k) =0. (10.37)

Photonen-Addition der Erhaltungsgrossen

Wichtig fiir den Aufbau der Quantenmechanik, die das elektromagnetische
Feld durch Photonen beschreibt, ist die Eigenschaft, dass Energie, Impuls
und Drehimpuls des Feldes sich additiv aus den Beitrigen der monochro-
matischen ebenen Wellen zusammensetzen. Wir demonstrieren dies fiir den
Fall der Energie. Dazu schreiben wir (10.36) noch einmal um,

1 oo N

mit den Abkiirzungen

[N LGN — — — —

Alk,t) = A(k) exp(—iwt); Af(—k,t) = A*(—k) exp(iwt). (10.39)

Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir hier die Tilde bei den Fou-
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riertransformierten weg. Damit wird nach (8.10) die Feldenergie zu

A\ 2
=0 (a—A) + L (VxA)

W = Jd?’xwpz Jd3x —
2 ot 2},L0

- J d3xJ d?’kJ @K il
4(2m)3

€0 = = =

[?{ —iwA(K, 1) + 1WA (k) | - { — i A(K, ) +iw'AT (K1) }

1 ¢~ - = L I L
+ ﬂ{ik % Ak, t) + ik x A*(—k,t)} - {ik’ « A(K' 1) + ik’ x A*(—k’,t)}] |
0

(10.40)

wobei wir

0 - = .= 0>, = L e,

aA(k,t) = —iwA(k,t) aA (—k,t) =iwA*(—k,t) (10.41)
und

V x Ak, t) exp(ik - X) = i(k x A(k, 1)) exp(ik - X) (10.42)
benutzt haben.
Nach Ausfiihren der Integration f d3x erhalten wir wegen

1 I L

2 J d3x exp [i(k + k') - X} = 85(k+ k') (10.43)

und 6(?) = 8(ky)d(ky)d(k,) nur Beitrége fiir K = —k und mit w = C[d

auch nur fiir w’ = w. Wegen der Coulomb-Eichung V-R(k) —0istk L A,
und in der allgemeinen Vektoridentitét

— — —~

(Axb)-(cxd) =(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)

entfallt durch diese Orthogonalitat der zweite Summand, und wir haben

— — —

(k x A(K)) - (k x A(=k)) = k> A(Kk) - A(—k).
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2

Wir verwenden noch €gpg = ¢ “ und finden:

— — —

W= % J a3k [(iw)Z{fx(E, t) — R*(—E,t)}
_ (ikc)2{A(E, t) + A*(—k, t)}

RGN — —

— % J a3k w? [A(k) AR (K) + A*(—K) -
e RGN N N

- ?Ojd?’k w? {A(k) -A*(k)} |
(10.44)
Gleichung (10.44) beschreibt die Feldenergie als Summe (Integral) der Ein-
zelbeitrige (wr) = (€9/2)w?|Ag|? aus Gl. (9.39) der beteiligten monochro-
matischen Wellen. Sie stellt zusammen mit den entsprechenden Gleichun-
gen fiir Impuls und Drehimpuls die Grundlage fiir die Beschreibung des

elektromagnetischen Feldes durch unabhéngige Teilchen (Photonen) dar.
W ist selbst zeitunabhéingig in Einklang mit der Energieerhaltung.
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Teil V

Quellen elektromagnetischer
Strahlung
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11. Losungen der inhomogenen Wellenglei-
chungen

11.1 Problemstellung

Bei Anwesenheit von Ladungen haben wir die inhomogenen Gleichungen
(vgl. (7.14), (7.15))

Mo LO A (11.1)
C2 at2 — HOL :
1 02 o

AD — ——O = — — 11.2
c2 0t2 €0 (11.2)

mit der Nebenbedingung (Lorenz-Eichung)
-~ 100

V-A+—=—=0 11.3

i c? ot (11.3)

zu 16sen. Das Problem ist also die Losung einer inhomogenen Wellenglei-
chung

OY(r,t) = —y(r,1), (11.4)
wo ¥ fiir @, A; und 7y fiir p/€g, Upji steht.

Greensche Funktion

Die allgemeine Losung von Gl. (11.4) setzt sich aus der (in Abschnitt 10
diskutierten) allgemeinen Losung der homogenen Wellengleichung (9.11)
und einer speziellen Losung der inhomogenen Wellengleichung zusammen.
Zur Konstruktion einer speziellen Losung von (11.4) benutzen wir die Me-
thode der Greenschen Funktionen.

Wir nehmen an, dass die Felder den ganzen Raum fiillen kénnen, sodass wir

als Randbedingung das Verschwinden der Losung im Unendlichen fordern:
Y(x,t) =0 fir |x] — oco.
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Um die Gleichungen (11.1) und (11.2) zu losen, stellen wir die Losung
W(x,t) und die Inhomogenitét y(x,t) durch ihre Fouriertransformierten
dar:

Y(x, t) = Jd?’kjdwe Hlx—wth (o)

(11.5)
v(x, t) = Jd3dewe ifkx—awt) 1y (k, w)
Wir benétigen auch die Umkehrung

~ 1 N
Yk, w) = o 4Jd3xjdte iflox- WYy (x 1)

R ) (11.6)
~ o 3 kx (<
v(k, w) (271)4Jd dete Yy (x, 1)

Wir bestimmen jetzt die Form der Losung, indem wir die Entwicklung
(11.5) in die Wellengleichung [(0W(x,t) = —y(x,t) einsetzen, unter Ver-
wendung von

. 2\ - 2\ -
Oeilex—wt) _ (A 1 0% pilki-wt) _ (2= Y0 il
c2 0t2 2

und erhalten den Zusammenhang

Jd?’kj dw [(18 = w—2)111(12, w) —y(k, w)] ell%—wt — o (11.7)

c2

Wir schlieflen wie in Kap. 10.4 aus dem Verschwinden der Fourierdarstel-
lung auf das Verschwinden der Fouriertransformierten:

2\ _ R . y(k

(k2 - %)W(k, W) —ykw) =0 Wk w) = L&D gy
Einsetzen in die Fouriertransformation (11.5) unter Verwendung der Um-
kehrung (11.6) fir y(k, w) ergibt:

ei(f-?—wt) 1

< _ 3 3/ kx—wt) =)
‘P(x,t)—Jd dew 3 DT dejdt e v(x',t")

(11.9)
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Wir vertauschen die x’, t’-Integration mit der k, w-Integration und erhal-
ten das Ergebnis in der Form

Y(x,t) = J d3x’ J dt' G(x —x',t —t/)y(x,t))

L 1 ot (G5 —w(t-t)) (11.10)
G(x —x,t—t) = Jd?’kjdw _
(2m) 2

w?2

C2
Dies erinnert an die Losung der Poissongleichung mit W(x) = ®(x) und
v(x) = p(x)/eo:

1 1
4rtx — x|

—

AY(x) = —y(x); Y(x) = Jd?’x’G()?—)?’)y(i’), G(x—x') =

oder anders ausgedriickt, die Greensche Funktion 16st die Gleichung

AG(x —x') = —§(x —X)

sodass man die Losung von A¥(x) = —y(x) durch Uberlagerung angeben
kann. Nach GI. (11.10) ist G(x—x',t—1') also als Greensche Funktion der
Wellengleichung OW(x, t) = —y(x,t) zu interpretieren. Um die Analogie

zu vervollstandigen, berechnen wir LG:

- ] . (I (XX - (t—t"))
OG(X—xX,t—t) = Jd?’kjdw ¢
(2m0)4

- (2;)4 J d3kJ dew ot (KEX-w(t-t)) (11.11)

= —§(x—x")o(t —t")

11.2 Berechnung der Greenschen Funktion

Die k- und w-Integrationen in Gl. (11.10) laufen jeweils von —oo bis +o0:

Jd?’kjdw---:J dklj deJ dng dw. ..

Es gibt jedoch im Nenner des Integranden Nullstellen bei w? = c2k?2 bzw.
w = c|k|, sodass die Integrationen iiber Singularititen laufen; es handelt
sich um uneigentliche Integrale. Diese Divergenzen kann man vermeiden,
indem man den Integranden auf die komplexe Frequenzebene erweitert
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und den Integrationsweg an den Divergenzen vorbeifithrt. Die Integrale
werden dann mit dem Residuensatz ausgewertet. Wir werden sehen, dass
die Interpretation von Gl. (11.10) als

o 1 Footie ei(k(?—?)—w(t—t'))
Gx—x",t—t') = 4Jd3kj dw —~ : €e>0
(27-[) —oo+ie k2 — &

(11.12)

zu physikalischen, d.h. kausalen Ergebnissen fiihrt. Der Integrationsweg soll
also in der Halbebene Im w > 0 im Abstand € zur reellen Achse verlaufen
(siche Fig. 11.1).

Imw
A

Abbildung 11.1:
Integrationswege
zur Berechnung
von G(x—x', t—t’)
in der komplexen

Frequenzebene.
Wir berechnen zunéchst das Frequenzintegral
+oo+ie e lwt
g(k,T):= J dw = (11.13)
—oo+ie k2 — %’—22

mithilfe des Residuensatzes. Dazu schliefen wir den Integrationsweg in der
komplexen Frequenzebene durch einen Halbkreis mit Radius R, den wir
spater gegen oo gehen lassen, entweder in der oberen komplexen w-Ebene
Im w > 0 oder in der unteren komplexen w-Ebene Im w < 0. Zwischen
den beiden Moglichkeiten miissen wir so auswéhlen, dass der Beitrag der
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Halbkreise im Grenzwert R — oo nach Jordans Lemma verschwindet. Dazu
miissen wir das Argument der Exponentialfunktion in GIl. (11.13) untersu-
chen:

—1wTt=—1(Rew+ilmw)T = —itTRew + TIm w

Damit also der Realteil TIm w zu einer fiir R = |w| — oo verschwindenden
Exponentialfunktion im Integranden fiithrt, muss TIm w — —oo fiir R —
oo gelten:

T>0= Imw <0, Kontour C” in unterer Halbebene

<. (11.14)
T<0= Imw >0, Kontour C* in oberer Halbebene
Der Residuensatz lautet
TF dzf(z) = 2mi ) Res{f(z)} (11.15)
0G

zi€G

Hier ist G ein Gebiet in der komplexen Ebene, begrenzt von 0G. Die In-
tegration auf der linken Seite muss im mathematisch positiven Sinne, d.h.
gegen den Uhrzeigersinn verlaufen. Auf der rechten Seite wird die Summe
iiber alle Pole z; von f(z) in G ausgefiihrt. Res{f (Zl)} ist das Residuum
von f(z) bei zi; wenn die Laurentreihe von f(z) bei z; die Form

hat, dann ist a_; = Res{f (Zi)}. Fiir einen einfachen Pol bei zy berechnet
man das Residuum als

Res{f(zo)} = lim (z — z¢)f(z)

Z—2Z)

Alternativ, wenn f(z) = p(z)/q(z) ist und q(z) bei z = z( eine einfache

Nullstelle hat:
p(zo)

q’(zo)

Res{f(zo)} —

Fiir einen Pol mit Ordnung m > 1 gilt

m—1
Res{f(z9)} = (m; lim { d [(z—zo)mf(z)]}

— 1) 2>z | dzm1

Insbesondere fiir m = 2 bedeutet das

Res{f(zo)} = lim {di[(Z—ZOJQf(Z)]}

Z—Z0 Z

130



Wir beginnen jetzt die Berechnung des Integrals (11.13) mit dem

Fall 1: T <0

Der Integrationsweg muss nach der Fallunterscheidung (11.14) in der Halb-
ebene Im w > 0 geschlossen werden, was zur Kontour C< in Abb. 11.1

fithrt. Der Weg 0G = C= umschliefit keinen Pol des Integranden. Nach
dem Residuensatz verschwindet also das Integral:

g(k,t) =0 fir t <0
Also ist die Greensche Funktion
Gx—x,t—t)=0 firt—t' <0

Damit folgt fiir die Losung der Wellengleichung
t
Y(x,t) = J d3x’J dt' G(x —x', t —t')y(x',t) (11.16)
—00

Das Integral iiber t’, das von —oo bis 4+00 ging, reduziert sich auf den
Bereich von t' = —oo bis t' = t. Das macht physikalisch Sinn, wenn
wir W(x,t) als Wirkung der Ursache y(g,t) interpretieren. W(x,t) steht
fir Komponenten des Vektorpotentials ﬁ(?,t) bzw. fiir @ (x,1t); v(x,t)
steht fiir Komponenten der Stromdichte j(x, t) oder fiir die Ladungsdichte
p(x,t). Die Wellengleichung beschreibt also, wie sich die Potentiale und
mit ihnen die Felder E(x,t) und B(x,t) als Wirkung, d.h. durch elektro-
magnetische Ausstrahlung, aus der gegebenen Strom- und Ladungsdichte
als Ursache ergeben. Die Reduktion der Integration auf t’ < t ist Ausdruck
der Kausalitdt: Die Wirkung kann der Ursache zeitlich nur folgen, kann ihr
nicht vorauseilen.

Allerdings héatten wir durch Wahl von € < 0 beim Umgehen der Singu-
laritdten bei w = *c|k| die anti-kausale Losung erhalten, die der Ursa-
che vorauseilt und auch eine formal korrekte Losung der Wellengleichung
darstellt. Die formale Gleichberechtigung der beiden Losungen hat ihre
Ursache in der Invarianz der Maxwellgleichungen bei Zeitumkehr.

Fall 2: T> 0

Wir schliefen den Integrationsweg bei der Berechnung von g(k, T) diesmal
in der unteren Halbebene Im w < 0, was zur Kontour C~ in Abb. 11.1
fiihrt. Die beiden Pole bei w = #£ck liegen im Inneren des geschlossenen
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Weges C~, der aber im mathematisch negativen Sinne orientiert ist, also
ein negatives Vorzeichen beitragt. Wegen

w2

1
k2 — ? = —g(w —Ck)(w ‘|‘Ck)
ergibt der Residuensatz

—iwT
(S

w — ck)(w + ck)

—1lwT
e

Z Res —
) (w —ck)(w + ck) 11.17)

27.[ic2 r y e—iw’r N . e—in
— 11m 11m
| w—tck \ w + ck w——ck \ w — ck

o [ eiekT N elckt sin(ckT)
ock  —2ck|

gk, T) = —c2£> dw(

= (—2mi)(—c?)

= 27T1C

Damit folgt fiir die Greensche Funktion (11.12)

-, c 5 iesin(ckT)
G(s,T) = (271)3Jd ke —

s=x—x", T=t—t' >0 (11.18)

Das E—Integral berechnen wir in Kugelkoordinaten und messen den Winkel
9 beziiglich der s-Richtung. Dann ist

&k = kK2dksin9ddde, k-s=kscosd, s=]sl.

Die @-Integration liefert einen Faktor 27t; damit folgt

Tt

J dkksin(ck’r)J dd sin detkscos? (11.19)
0 0

G(s,T) =

(271)?
Mit der Substitution & = cosd, d& = — sin¥dV wird das O-Integral zu

ks _ g—iks _ 2sin(ks)

T 1
J d9 Sinﬁeikscosﬁ — J d(i eiksg _ e
-1

0 iks ks
und damit
G(s.1) = —° dk sin(ckt) sin(ks)
(271)2s Jo

= (272;):23 ::) dk { COS [Ck (T — z)] — Cos [Ck(’t + z)] }
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wegen 2 sin oacsin 3 = cos(ox— ) —cos(ax+ ). Mit der Substitution k = ck
und ¢ =T F s/c folgt

JOO dk cos(ck() = lro dk cos(k() = 2_1(:J dk cos(k()

0 CJo —00
1 (% , , T
. ik( —ikC) _
—EJ_OO dk (e +e ) —Eé(C)

Einsetzen in G ergibt

G(s,T) :4—71“[6<T—§> —5<T—|—§>] (11.20)

Da fir T=t—1t' > 0 immer T+ s/c > 0 gilt, trigt die zweite d-Funktion
nichts bei. Das Endergebnis lautet daher:

1 ;x| . /

0 fir t <t’

(11.21)

Diskussion

Aus Griinden der raumlichen Isotropie hingt G nur von |x — x’| ab. Die
Greensche Funktion erfiillt nicht nur die Forderung der Kausalitit, G(x —
x',t —t') =0 fiir t < t’, sondern es ist dariiber hinaus

L x —x'
Gx—x',t—t)=0 fiirt<t’—|—‘ |

. (11.22)

Diese Eigenschaft driickt die Retardierung aus. Die Wirkung ist gegeniiber
der Ursache um die Zeit [x — Xx’|/c verzogert. Dies ist gerade die Laufzeit
des Signals, das mit der Geschwindigkeit ¢ vom Ort x’ der Ursache zum
Ort x der Wirkung lauft.

Die Greensche Funktion hat jedoch dariiber hinaus die Eigenschaft

x — x|

Gix—x",t—t)#0 nurfirt=t"+ (11.23)

c

d.h. die Wirkung tritt scharf zur retardierten Zeit t = t’ + |[x — x'|/c ein,
nicht nur nicht vorher, sondern auch nicht nachher. Dies ist eine Besonder-
heit des dreidimensionalen Raums; in zwei Dimensionen hétte die Ursache
einen unendlich langen Nachhall.
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Interpretation als Kugelwelle

Die Inhomogenitit in Gl. (11.11) OG(x—x/,t—t') = —=§(x —x/)d(t —t’)
stellt eine punktformige Quelle dar, die zur Zeit t” am Ort x’ fiir eine
(infinitesimal) kurze Zeit angeschaltet wird. Die von dieser Quelle hervor-
gerufene Storung breitet sich als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit ¢ aus.
Es muss also gelten:

i) Die Kugelwelle G muss fiir t < t’ nach dem Kausalititsprinzip ver-
schwinden.

ii) Sie muss am Ort x zur Zeit t = t’ + [x — X’|/c ankommen, da elek-
tromagnetische Wellen sich mit der (endlichen) Lichtgeschwindigkeit
¢ im Vakuum ausbreiten.

iii) Da die Energie der Welle auf einer Kugeloberfliche verteilt ist, sollte
G asymptotisch wie R™! = [x — X' verschwinden.

Die retardierte Greensche Funktion (11.21) erfiillt genau diese Forderungen.
Gleichung (11;10) zeigt, wie man die Potentiale A, @ zu gegebener Quellen-
Verteilung p,j aus den Beitragen fiir punktférmige Quellen aufbauen kann.

11.3 Retardierte Potentiale

Durch Einsetzen der Greenschen Funktionen in die Losung der Wellenglei-
chung erhalten wir

Y(x,t) = J d3x’ J dt'G(x —x/,t —t)y(x,t))

1 ¢ x —x'I\ v(x',t)
— — | &%’ dt’s(t—t' — S i
47{.} J—oo Cc |X—X/‘ (1124)
) . |?—?'>
:i d3X/Y<X; _ ¢
47T | X — x/|

Dieses Ergebnis lisst sich so deuten, dass der Ort x’ den ganzen Raum
abtastet und die Wirkung von y jeweils zur retardierten Zeit t — [x —x'|/c
eintritt. Die Wirkung fillt mit 1/[x—x’| mit der Entfernung von der Ursache
ab. Je nach Problemstellung werden wir W(x,t) in der Form der zweiten
oder der dritten Zeile von Gl. (11.24) verwenden. Wenn wir jetzt ¥ durch @
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bzw. A und 7y durch p/€eg bzw. u())? ersetzen, erhalten wir die retardierten

Potentiale:
. 1 t p(x',t')3 (t —t' = —|x_cx/>
D(x,t) = —Jd3x’J dt’ A . (11.25)
47te) o Ix — x/|
und
EYE x|
L I R (=
AX, 1) = ZLTOch3X/J dt’ FReT A (11.26)
o x — X/l

Sie sind ebenso wie die avancierten Potentiale mit den Maxwellgleichungen
vereinbar, da diese keine Zeitrichtung auszeichnen. Der Unterschied zu den
statischen Potentialen besteht darin, dass sich eine Anderung von p und j
bei x erst nach der Zeit [x — x’|/c auf das Feld an der Stelle X auswirkt.
Gl. (11.24) ist eine spezielle Losung der inhomogenen Wellengleichung, die
man noch zur allgemeinen Losung der homogenen Wellengleichung addie-
ren muss, um die allgemeine Losung der inhomogenen Wellengleichung zu
erhalten; fiir die Potentiale erhalten wir

(5 pe—x'|
L i )<X’,t——) < - < L=l
A(X,t) = ZL_;_)[ dSX/ S c +Jd3k(A1(k)el(k.x—ckt) T Aik(k)e_l(k.x_ckt))

- \?—x
1 [ P (X/7 t— ) “ s T ~ = LT
d3X/ _ _ c 4+ J dSk <(D1 (k) el(k.x—ckt) T q)>:1< (k) el(k-kat))

D(x, 1) =7 ,
TEQ | Ix — x/|

(11.27)

Die Losungen (11.25) und (11.26) sind iiber die Lorenz-Eichung GI. (11.3)

bzw. die Ladungserhaltung Gl. (6.3) miteinander verkniipft. Die Ausfiihrung
der Integrationen in Gl. (11.25) und (11.26) wollen wir anhand von zwei

praktisch wichtigen Spezialfdllen untersuchen; dabei werden wir besonders

auf die im Argument der d-Distribution enthaltene Retardierung achten.

Quasistationire Felder
Vernachléssigt man die Retardierung in (11.25) und (11.26),

x —x'
6(t—t’—’ - ’) —  S(t—1t), (11.28)
so erhdlt man quasistationdre Felder:
. 1 X't
D(x,t) = —Jd?’x’pj ;) : (11.29)
471t€ Ix — x|
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A= . Ho 3 /;(ilvt)
A(x,t) = E{Jd X X%’ (11.30)

die in der Theorie elektrischer Netzwerke und Maschinen auftreten. Die
Néaherung (11.28) ist gerechtfertigt, wenn p und j sich wiahrend der Zeit, die
eine elektromagnetische Welle braucht, um die Distanz [x—x'| zuriickzulegen,
(praktisch) nicht dndert.

Beispiel 1: Zeitlich periodische Quellen-Verteilungen

p = p(x)exp(—iwt);  j =j(x)exp(—iwt). (11.31)
Dann folgt aus Gl. (11.25):

—

SR (=)

N 1
D(x,t) = dSX’Jdt/ — ‘
47teg | Ix — x|
_ ! ﬂd?’x’ f(xl) e_iw <t_|xcx>
41teq | Ix — x|
_e J FEMALLOIt S
47t€) R — 7?/‘ ’
und analog fiir GL. (11.26); damit ist
D = O(X) exp(—iwt); A = A(X) exp(—iwt) (11.32)
mit (k = w/c)
B 1 X/ etkx—x'|
D(x) = Jd?’x’ Pl J —— (11.33)
41te Ix — x|
- SAPLE: x|
AX) =2 J iy 10T (11.34)
ATt X — x/|

Die zugehérigen Differentialgleichungen ergeben sich aus Gl. (11.1), (11.2),
(11.31) und (11.32) zu:

~ 102 x) . R .
AD(X,t) — ?wd)(x,t) = — @ew’t mit O(x,t) = O(x)e "
0
2 —_
~ e—ith(D()?) + w_zeiwtq)()?) - Me—iwt
Cc €0
~ (B R)oE) = X
0



und damit gilt fiir die Potentiale
(A +K)Y(x) = —v(x), (11.35)

wo W fir @, A; und 7y fir p/eg, Woji steht. Die Losungen (11.33) und
(11.34) konnen wir dann mit der zu (11.35) gehdrenden Greenschen Funk-

tion
L eik\?—m
KX = e (11.30
als
Y(x) = Jdi%x'y(z') G(%.%"K) (1137)

schreiben. Die Diskussion der Integrale (11.33), (11.34) werden wir in Ka-
pitel 12 wieder aufgreifen.

Beispiel 2: Felder bewegter Punktladungen

Fiir eine sich auf der Bahn x(t) bewegende Punktladung q kénnen wir
p=ad(x—x(t)); j=qv(t)d(x—x(t)) (11.38)
schreiben. Dann kann in (11.25) die x’ - Integration ausgefiihrt werden:

M?—iﬁméﬁ_tu;%ﬁ)

D(x,t) = a4 J d3x’Jdt’ —— (11.39)
471t€) Ix — x/|
e ()]
-9 Jdt’ 6(t ' : )
41t€) x — x(t')] ’
analog
Ao Hod / ¢
Alx,t) =——1[dt —— 11.40
w0 =2 (0] A0
Um die t'-Integration auszufiihren, substituieren wir
x — x(t' R(t/
by KRR
C C
mit R(t)) = x — x(t'), d.h. R(t)) = [R(t/)] = [x — x(t")]. Dann gilt
d da . . L . RMH)
@R(t/) = @\X—X(t/)\ = —v(t')-Vrlx—x(t')] = _v(t/)'R(t’) = —v(t')n(t)
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wobei wir mit n(t’) den Einheitsvektor in ﬁ(t’ )-Richtung abkiirzen. Au-
Berdem gilt

g 1., R(t) v(t) .
— =1—--v(t) - =1— . t
dt’ ATy o M)
und damit
dt’ dt’ d&

Einsetzen in Gl. (11.39) ergibt

o q [ 0eE)  q [T 5(&)
Pl t) = 4mteg J_oo at R(t/)  4meg J_oo daR(t’) —15(17) - R(t)
und damit
. 1
O(x,t) = P [R(t,) " L) Tz(t')] . (11.41)

wobei der Index “ret” bedeutet, dass der Ausdruck in Klammern fiir £ = 0,
d.h. fiir die Losung der Gleichung

R (tret )
C

tret =t —

(11.42)

auszuwerten ist. Das analoge Ergebnis fiir das Vektorpotential lautet

~ v(t’
Ax 1) = 20 G (11.43)

AT R(t) — To(t/) - R(t') =ty

Diese beiden Beziehungen (11.41) und (11.43) heiBen Liénard- Wiechert-
Potentiale. Sie sind fiir komplizierte Teilchenbahnen wegen Gl. (11.42)
nicht einfach auszuwerten. Die Zeit t,¢¢ trdgt der endlichen Laufzeit der
elektromagnetischen Welle vom momentanen Aufenthaltspunkt x(t) zum
Beobachtungspunkt x Rechnung (siehe Abb. 11.2).
Der Grenzfall v — 0 ergibt das Coulomb-Potential:

Py o q
A —0; D(x,t .
— Ui (X7 ) - 47[€0R

(11.44)
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X(tret)
q
X(t) Abbildung 11.2:
Geometrie fiir die
N retardierte Wir-
N R(t t) kung einer beweg-
X ‘i’ © ten Punktladung.

11.4 Elektromagnetische Strahlung bewegter Punktladungen

Von Abstrahlung elektromagnetischer Wellen durch lokalisierte Ladungs-
und Strom-Verteilungen sprechen wir, wenn der Energiefluss durch die un-
endlich ferne Oberflache nicht verschwindet,

R—oo

lim Jd?@ £ 0. (11.45)

Das bedeutet, dass die Felder E, B nicht stirker als R™! abfallen diirfen, da
die Oberfliche wie R? anwichst. Solche Felder nennt man Strahlungsfelder,
im Gegensatz zu den statischen Feldern, die mit R~2 abfallen.
Wir wollen nun zeigen, dass beschleunigte Punktladungen strahlen; dazu
miissen wir die zu (11.41) und (11.43) gehorenden Felder iiber

B=VxA; E=-—VO—— (11.46)

berechnen, wobei wir fiir @, A die Form (11.39), (11.40) benutzen wollen.
Mit den Abkiirzungen

VER) =i—; 1= R(t) =x — x(t) (11.47)

_of R = = -
OR’ R

erhalt man:

(11.48)

() (o, R
“awo® (V)]



Wj')—ﬁ(t’) R(t)
TR 5( )}

Dabei bedeutet 8'(t’ —t+ R(t')/c) die Ableitung der 6-Distribution nach
ihrem Argument & =t/ —t + R(t/)/c:

(11.50)

def(x)é(“)(x) — (—)“def(“)(x)é(x) : (11.51)

d.h. die 6-Distribution ist (beliebig oft) differenzierbar, vorausgesetzt, dass
f (beliebig oft) differenzierbar ist. Die Ableitung wird von der Deltafunk-
tion also abgewilzt auf die Funktion f(x), mit der die Deltafunktion unter
dem Integral steht.

Analog:

B(x.t) = uoqjdt (vt )Xﬁ(t,)){%5<t’—t—l—mt,))—l—

47t

_|_

cR(t/)

Zur Ausfiihrung der t’ - Integration benutzen wir (§ =t —t + R(t')/c):

s =028 A s = i@(t'—urw) (11.53)

dt/ dt/ k(t/) dt’ c
mit dE, St
v -
/ —1_ ) t/
() = 5o (),
und die allgemeine Beziehung
t!)
at' g(t) s(f(t)) = 3 Sk 11.54
Jatsiw st = 3 e (11.5)
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wobei die t{ die (einfachen) Nullstellen von f(t) sind. Mit Gl. (11.51) sowie
(11.41) und (11.43) wird dann:

E(x,1) d Jdt’{—ﬁ(t/) 6(t’—t—|— R(t/)>+

~ Ameg R2(t)
t

q [ AR 1 d (YA
 4meg [K(t’)R2(t’) okt dt’ \ ek(t)R(Y) ]

Ebenso findet man

S g [v(t) x n(t) 1 d /vt xn(t)
Bixt) =2 [ CER() | k(t) at ( cx(tIR(t) )L,_tet'

Um die Differentiation nach t’ auszufiihren bilden wir

dn d x—x'(t) R . _ v 1, . .
= E X Ry - L= S ((\-V)R—Y) (1L
&~ awr—ww) eV T g =gl vin=v) (1156
und
d d R-v\ v . . R,. -
JES— R - — R—— = - — . -_— M 11.
dt’(K ) dt’( C ) C ey c( b> (11.57)

mit der Beschleunigung der Punktladung b= dv/dt’. Hierbei haben wir
R =(—=1/R)R-v = —n -V verwendet.

Entwicklung nach grossen Entfernungen

Setzen wir Gl. (11.56) und (11.57) in (11.55) ein und ordnen nach Potenzen
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E(X,1)

von R7!, so erhalten wir (unter Weglassung des Argumentes t’):

g [s <RE — k(- V)i —v) + (2=1) (V- i—% + B b))
 4me | kR2 (kc)(k2R2)
B T S N (S
 4meg [kRZ exkPRZ\ ¢ c c?
R~ . .. V. R . -
+<Mm-bjv—(n v)n+v—n——(n b)n)]
c c C /=ty
1 = ISy L=l
__d —kb— (R D)~ + (- b +0(R),
47teq | c2k3R C et
und damit
= q 1 N AR = 9
E(x,t) = -b(——)—b O(R2). (11.58
(x, 1) preo [C2K3R((n )(n ) K >]t’—tret+ (R™). ( )

Die Terme mit R™2 und noch hheren Potenzen von 1/R sind im Hinblick
auf die Ausstrahlungsbedingung (11.45) uninteressant. Entsprechend gilt
fiir B:

- 1 o= N N N B
B(x,t) = ZLT?[&K?’R((TL'M(VX“) — KC (n><b)>L/_t + O(R?).

(11.59)

Zur Berechnung der Energiestromdichte benutzen wir die Identitét

— —

ﬁx((ﬁ_g)xﬁ) _ (ﬁ-B)(ﬁ—§> _B(ﬁ2_VTﬁ) — (1) (1) b,
(11.60)

wobei wir x X (Y X z) = (x - z)y — (x - y)z benutzt haben. Ferner gilt die
Relation
1

die fiir den asymptotischen Bereich direkt aus Gl. (11.58), (11.59) folgt,

sich jedoch auch fiir die R™2-Terme beweisen ldsst, die uns im folgenden
nicht interessieren. Wir finden dann fiir den Poynting-Vektor
ExB Ex(mxE 1 /. N n

_ _ExinxE)_ (RE-E(R-F)) = -F%, (11.62)
Ho HoC HoC HoC
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da T -E =0 im Fernfeld. Mit Gl (11.58) und (11.60) erhalten wir:

2 = 2

= q°n . .oV, =

S = { — = b} . 11.63
167%€c3KkOR? (n x| c) . ) ( )

Da [S| ~ R72, ist die Ausstrahlungsbedingung (11.45) erfiillbar und wir ha-
ben das Ergebnis, dass beschleunigte Punktladungen, b # 0, strahlen. Dass
geradlinig und gleichférmig bewegte Punktladungen (b = 0) nicht strahlen,
folgt ohne jede Rechnung aus dem Relativitédtsprinzip: Das Ruhe-System
der Punktladung ist dann ein Inertialsystem, in dem das elektrische Feld

das Coulomb-Feld ist und das magnetische Feld, per Definition, verschwin-
det, so dass S = 0 wird.

Beispiele:

1.) Bremsstrahlung:

Wenn ein geladenes Teilchen (z.B. Elektron) in einem &duferen Feld
abgebremst wird (z.B. beim Aufprall auf ein Target), dann entsteht
Bremsstrahlung. Daraus resultiert das kontinuierliche Rdntgenspektrum.

2.) Synchrotron-Strahlung:

Die Bewegung geladener Teilchen auf Kreisbahnen ist auch eine be-
schleunigte Bewegung. Die dabei entstehende Strahlung ist ein wesent-
liches Problem bei zyklischen Teilchenbeschleunigern (Synchrotron);
ein Teil der zugefithrten Energie geht durch Strahlung verloren. Aller-
dings wird das Synchroton auch als Strahlungsquelle verwendet.

3.) Strahlungsddampfung:

Im klassischen Atommodell bewegen sich die gebundenen Elektronen
auf Kreis- bzw. Ellipsenbahnen um den Atomkern. Dabei strahlen sie
als beschleunigte Ladungen kontinuierlich elektromagnetische Wellen
ab. Der resultierende Energieverlust fiihrt zu instabilen Bahnen und
schliellich zum Kollaps des Atoms im klassischen Modell. Dieser Wi-
derspruch zur experimentellen Beobachtung wird erst in der Quanten-
theorie bzw. Quantenelektrodynamik (QED) aufgelost.
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12. Multipolstrahlung

Wir betrachten jetzt eine Ladungs- und Stromverteilung im Gebiet x| <
d. Wir haben in Kap. 1.5 bzw. 5.4 festgestellt, dass die E- und B-Felder im
statischen Fall fiir 1 — oo mindestens mit T2 abfallen. Wir werden jetzt
schen, dass die Retardierung im zeitabhingigen Fall bewirkt, dass E und
B nur wie ! abfallen. Dabei gehen wir von einer harmonisch oszillieren-
den Quelle aus, was aber die Giiltigkeit der folgenden Multipolentwicklung
nicht einschrankt.

12.1 Langwellen-Niherung

Fiir eine Quellen-Verteilung der Form

p=p(x)e ™ =j(x)e (12.1)
hatten wir in Abschnitt 11.3

D= O(x)e @ A =A(x)e @t (12.2)
gefunden, sowie (mit k = w/c)

5 L J gy PR
X -~ =
x—x

Y

(12.3)

. 3% etkx—x'|
A(X) _ E J d3xl )(XA) _

x — x|

Bei der Diskussion von Gl. (12.3) kénnen wir uns im folgenden auf R()?) be-
schrinken, da A und @ direkt iiber die Lorenz-Eichung zusammenhéngen:
Aus

-~ 100
A+ 55— = 12.4
V-A+ 2ot 0 (12.4)

folgt mit G1. (12.2)

R c?

O(x) == V- AX). (12.5)
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Langwellen - Nidherung

Zur weiteren Behandlung von GIl. (12.3) machen wir die Langwellen -
Naherung

2
d < A= % (12.6)

wobei d den Radius einer Kugel angibt, die die Ladungs- und Stromver-
teilung umfasst.

Beispiele

Fiir die optische Strahlung von Atomen ist d ~ 1 A = 1070 m, A
500 nm = 5 - 107" m; analog fiir die y-Strahlung von Atomkernen: d
1fm=10""m, A~ 1074 nm = 1075 m.

Bei der Diskussion von Gl. (12.3) sind nun die Lingen d,A und r = [X|
wesentlich. Wir untersuchen folgende Félle:

Q

Fall 1 : d <1 < A (Nahzone)

Dann ist

N 27T . .
kjx — x| :T\X—X/\ < 1 (12.7)

und wir erhalten:

o) = L [at 2

B 47'[6() R — 7?/‘ ’ (12 8)
A(X) = &Jd?)x’ i)
ATt x — x|

Der Ortsanteil der Potentiale zeigt nach Gl. (12.8) die gleiche Struktur
wie in Elektro- und Magnetostatik. Angesichts der Zeitabhéngigkeit
(12.2) spricht man von quasistatischen Feldern, fiir die E, B wie R™2
abfallen, so dass die Ausstrahlungsbedingung (11.45) nicht erfiillt ist.

Fall 2 : d < A < 1 (Fernzone)

Wegen
27T
Kr = Tr > 1 (12.9)

kénnen wir dann die Taylor-Reihe in (x/T)

N e x - x' x - x'
x—x'| = Z (n3 x" V)™ ~ r— :r<1— ) (12.10)

n
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in Gl. (12.3) benutzen:

—

A(X) = Ap(x) + Ay(x) + - -
exp {ikr( —%)}

~ Jdgxl ;(7?') —
r(l -5 )

B AV A
:ﬂjd?’x/j(x/)—exp{—ik }(1— 5 )
T T T

47t
1 — ke 14 5
eikr ¢ N x-x x.x! X %")2
_ B i (11— 4 _ )
A | T T2 3
eikr " L
~B0E @3y 5(x) <1—1—(e x’))
4t v
(12.11)
mit k = w/c und dem Richtungsvektor
X
e = —. 12.12
- (1212
Dabei haben wir die beiden Reihenentwicklungen
eX:ZE fiir alle x ; l_X:Zx“ fiir x| <1
n=0 n=0
verwendet.
12.2 Elektrische Dipol-Strahlung
Im ersten Term in Gl (12.11)
L eikr -
Ag(x) = 20 Jd3x’ (%) (12.13)
At T

konnen wir wegen

V/(x4) = ja + x4 (VX))
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wie folgt umformen:

J AP/ jo = J &X' V' (xL) —J &X' %L (V' -5)
\% \% \%
= Jav df’ - (x.j) _Jv Ex' %L (V') = —iw Jv d®x'xp(x')

=0
(12.14)

da die Ladungs- und Stromverteilung rdumlich begrenzt sind sowie unter
Ausnutzung der Kontinuitétsgleichung

V.j—iwp =0. (12.15)

Mit der Definition des elektrischen Dipolmoments a = IV d3x xp(x) wird
Ao(x) dann zu

d. (12.16)

Fiir die Felder folgt mit

eikr R eikr ) 1 XB 1 XB
x

ikr | ikrA R ikré R
d=1ik—(ex d) — —-(ex d)
T T T

NV X

wenn man Gl. (12.9) beachtet und sich auf Terme ~ 17! beschrinkt:

~ . Lo eikr L
Bo(x) =V x Ag = — w?’— (e x d). (12.17)
47tC T
Mit
2 N ikr N
Dy(x) = ,C—v CAp(x) = ] (e-d) (12.18)
1w 47t T
folgt aus Gl. (7.5) fiir das E-Feld:
o A kr L I
Eo(x) = —VDy(x) _ S0 _ B2 e—(d—e(e-d)) =c (Byxe),
ot 47t T

(12.19)
wenn man (e X a) xe=d— e(e- E) ausnutzt.
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Energiestromdichte

Wir sind nun in der Lage, die Energiestromdichte

ExB L P
:0 _ i(go % &) x By = i(egg — Bo(Bo - e)) (12.20)

zu berechnen. Wir benutzen die Realteile von Gl. (12.17) und (12.19) und
finden mit Gl. (12.2) sowie

((exd)xe)x(éxd)=(d—e(e-d))x (¢xa)
—e(d—(e-d))-d(e-d—e-d)

—0
= §(d2 — (dcos%)2) = ed?sin®d

S —

und erhalten

o Ho

cos?(kr — wt) _
So

= w*d? sin? 9 e
)
167t2¢ T2

(12.21)

wobei 9 der von e und d eingeschlossene Winkel ist. Fiir den zeitlichen
Mittelwert folgt:

.2
= . HO 4 19 S111 19 N
(So) = = 572 e. (12.22)
d
J 7

Abbildung 12.1: €
Charakteristische
Winkelabhéngigkeit

der Dipolstrahlung.

Der Dipol strahlt also nicht in Richtung von d (U = 0), sondern maximal
senkrecht zu d (9 = 90°). Die sin?d - Abhiingigkeit ist charakteristisch fiir
Dipolstrahlung.

Bemerkungen

1.) Charakteristisch fiir Strahlungsfelder ist ihre Eigenschaft, dass E,g
und S ein orthogonales Dreibein bilden (vgl. Abschnitt 9.3 ).
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2.) Ein (mit der Frequenz w) oszillierender Dipol ist nur durch beschleu-
nigte Punktladungen realisierbar. Gl. (12.22) ist also konform mit der
allgemeinen Aussage (11.63).

3.) Die Strahlung niedrigster Multipolaritéit ist Dipol-Strahlung (l=1),
nicht Monopol-Strahlung (1=0)! In der Quantentheorie wird gezeigt,
wie die Multipolaritdt der Strahlung und der Drehimpuls der Pho-
tonen zusammenhéngen. Da Photonen einen Eigendrehimpuls haben
(Spin 1), gibt es keine drehimpuls-freie Strahlung, d.h. Monopol-Strahlung.
Der Spin der Photonen ist direkt mit der Tatsache verkniipft, dass
Strahlungsfelder Vektor-Felder sind.

12.3 Magnetische Dipol-Strahlung

Der 2. Term der Entwicklung (12.11) lautet

ikr
—~ sy

Rl(i) = —iwﬂe Jd?’x’)( )(e x) (12.23)

das verbleibende Integral ist bestimmt durch das magnetische Dipolmo-
ment und den elektrischen Quadrupoltensor. Um dies zu sehen, benutzen
wir R R R
ex (x'xj)=(e-j)x'—(e-x)j

und erhalten die Identitat

N 1,., = - 1, o =

(e- ’)) = Q(x' xj) x e+ 5{( ')) + (e -J)X'} (12.24)
die den Integranden in Gl. (12.23) in zwei charakteristische Summanden
zerlegt. Mit der Definition

1

Tﬁ:§Jvd3 (xx)( )

(sieche Gl. (4.46)) des magnetischen Dipolmoments wird der erste (bzgl.
x' <> X antisymmetrische) Anteil:

AME) = — i (mxe). (12.25)

Der magnetische Dipol-Anteil des Vektorpotentials geht formal in den elek-
trischen Dipol-Anteil (12.16) iiber, wenn man

Yimxe) —d (12.26)
C
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ersetzt. Damit kann man durch die umgekehrte Ersetzung aus Gl. (12.17)
und (12.19) fiir die Feldstérken sofort ablesen:

BIM(x) = 10 w2em(é x (M x €)) (12.27)
Ac? T
und
E™(x) =c (B™ x &) (12.28)

Analog zu Gl. (12.22) findet man fiir die im Zeitmittel abgestrahlte Energie:

= sin? 9 _
<S(1m)> = 16;2(:3(1)41112 55 © (12.29)
wo 9 jetzt der Winkel zwischen m und e ist. Der Vergleich von Gl. (12.29)
und (12.22) zeigt, dass sich elektrische und magnetische Dipol-Strahlung in
ihrer Frequenz- und Winkelabhéngigkeit nicht unterscheiden. Der einzige
Unterschied liegt in der Polarisation: fiir einen elektrischen Dipol liegt der
Vektor des elektrischen Feldes in der von e und d aufgespannten Ebene,

fiir einen magnetischen Dipol senkrecht zu der von e und m aufgespannten
Ebene.

12.4 Elektrische Quadrupol-Strahlung

Wir befassen uns nun mit dem 2. Term in Gl. (12.24), der auf

S T L
A(x) = —ilw— d’x {)(e-x)—l—x (e-])} (12.30)

fithrt. Das Integral in Gl. (12.30) kann nun auf den in Abschnitt 1.5 ein-
gefiihrten elektrischen Quadrupoltensor zuriickgefiihrt werden. Analog zu
Gl. (12.14) suchen wir eine Bezichung zu den Momenten der Quellenver-
teilung:

0 = Jd?’x’V’ xi(e X))

— J ax [ (6 )i + J &’ (- %)j(E) V.,
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wobei die erste Indentitdt wegen der raumlichen Beschriankung von ;(7?’ )
gilt. Es gilt dann weiter

Jdg (e x)jalx) = = Jd?’x’x&[(a?’)v’?(i’)+f(>?’)-V’(a.z')

A @ (@ R+ 36 )] =~ [ @R (6 X)pl)
(12.32)

wobei wieder die Ladungserhaltung in der Form (12.15) benutzt wurde.
Also kénnen wir Gl. (12.30) schreiben als:

AR = - Mo e e Jde’ (6. %)% p(x). (12.33)
47c 2r

Fiir die Felder folgt bei Beachtung von GI. (12.9)

BI(x) = V x Al (%) = ik (¢ x AF(%)) (12.34)
und

T Y o) =y L =

E; " (x) = 15 VxB;'(x)=c <B1 (x) x e) , (12.35)
da im ladungsfreien Raum

~ 109E
VXB=—-— 12.36
c? ot ( )

gilt. Mit Hilfe des Quadrupoltensors, gegeben durch seine Komponenten
Qup = J d’x" p(x") {3x\xp — T"%0ap} (12.37)

erhalten wir fiir Ble den Ausdruck:

BY(x) = — it 3 e (x Q (12.38)
1 B 47tc? 6T ’ '

wobei der Vektor é die Komponenten

3
Q=) Qupep €= (e, e e3) (12.39)
p=1
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hat. Man beachte, dass der 2. Term in Gl. (12.37) zu Gl. (12.38) keinen
Beitrag liefert (denn d4peq = €p)!

Energiestromdichte

Wie oben berechnen wir nun die Energiestromdichte

1 - - - . -
S(le) = — (ReE(le) X ReB(le)> - (ReB(le) X e) X ReB(le), (12.40)
Ho Ho
woraus mit
(@xb)xc=(d-c)b—(b-c)a (12.41)
folgt

167t2c3 3612
Nach Zeitmittelung wird Gl. (12.42) zu

. 2 Kr—wt) . <,
steh = . <RB ) e Mook —wt) oS . (12.42)
0

6

cle) Ho w
glely _

S1) = Tom2c8 a2
Der Unterschied zur Dipolstrahlung in der Frequenzabhéngigkeit ist offen-
sichtlich.

(e x Q)%e. (12.43)

Axialsymmetrie

Zur Diskussion der Winkelabhéngigkeit betrachten wir den Fall der Axial-
symmetrie (vgl. Abschnitt 1.5 )

Qup =0 fir a7 B Qu=Qu=——7=—=" (1244)
In

(exQ)P?=Q*— (e Q) (12.45)
wird dann

Q? = QO (el +e3) + Q0 g = %0 (sin® 9 + 4 cos® D) (12.46)
sowie

e- Q = exQuuex = — %sinQS + %Qo cos® 9 (12.47)
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also

L= 4
(ex Q) = §Q% sin®  cos? 9 . (12.48)
Ergebnis:
6 2
cle) Bo  w” 4Qp . o 29 2
(%) = 6203 7972 g St dcos D e. (12.49)

Die elektrische Quadrupolstrahlung unterscheidet sich von der elektrischen
und magnetischen Dipolstrahlung sowohl in der Frequenzabhéngigkeit als
auch in der Winkelverteilung.

Anwendung in der Atom- und Kernphysik

Atome und Kerne konnen unter Emission bzw. Absorption von elektroma-
gnetischer Strahlung ihren Zustand &ndern. Die Multipolentwicklung ist die
fiir diese Situation passende Beschreibung des elektromagnetischen Feldes.
In der Atomphysik dominiert in der Regel die Dipolstrahlung: Der Vergleich
von Gl. (12.22) und (12.49) zeigt, dass elektrische Dipolstrahlung um einen
Faktor der Grofenordnung (kdg) ™2 stirker ist als elektrische Quadrupol-
strahlung. Sie dominiert auch die magnetische Dipolstrahlung, von der sie
sich nach Gl. (12.22) und (12.29) um den Faktor (v/c)? unterscheidet. Die
Verhéltnisse sind in der Kernphysik komplizierter. Eine genaue Diskussion
ist hier nur im Rahmen der Quantentheorie moglich.
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Teil VI

Das elektromagnetische Feld in
Materie
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13. Makroskopische Felder

Im Prinzip erlauben die Maxwell-Gleichungen von Teil III das elektro-
magnetische Feld beliebiger Materieanordnungen zu berechnen, sobald die
Ladungsdichte p(x,t) und die Stromdichte j(x,t) exakt bekannt sind. In
einer solchen mikroskopischen Theorie wird die gesamte Materie in dem
betrachteten Raumbereich in Punktladungen (Elektronen und Atomkerne)
zerlegt, deren Bewegungszustand dann Ladungsdichte p(x,t) und Strom-
dichte j(x,t) definiert. Fiir Materieanordnungen von makroskopischen Di-
mensionen (z.B. Kondensator mit Dielektrikum oder stromdurchflossene
Spule mit Eisenkern) ist eine mikroskopische Rechnung in der Praxis we-
der durchfiihrbar noch erstrebenswert, da experimentell doch nur rdumliche
und zeitliche Mittelwerte der Felder kontrollierbar sind. Wir werden uns
daher im folgenden mit raum-zeitlichen Mittelwerten befassen.

13.1 Makroskopische Mittelwerte

Integrale der Form

(f(x,t)) = ﬁjd?’EJde(i—kz,t—l—T) (13.1)

sind makroskopische Mittelwerte, wobei

(i) AV das Volumen, AT das Zeitintervall angibt, iiber das gemittelt wird,
(i) f fir die Ladungs- oder Stromdichte und die Komponenten der Feldstér-
ken steht.

Wir wollen im folgenden Zusammenhénge zwischen den Mittelwerten (13.1)
fiir Ladungs- und Stromdichte einerseits und den Feldern andererseits her-
stellen. Ausgangspunkt sind die maikroskopischen Maxwell-Gleichungen.

Mikroskopische Maxwell-Gleichungen

Homogene Gleichungen

V-B=0, VXE+ — =0 (13.2)




Inhomogene Gleichungen

~ ~ OF -
V-E=—; VxB-— =i | 13.3
o X €oMo 5 = HoJ (13.3)

Makroskopische Felder

Wenn wir annehmen, dass in Gl. (13.1) Differentiationen nach x und t
unter dem Integral ausgefiithrt werden diirfen,

%<f>:<%>; %<f>:<%>; etc. (13.4)

so erhalten wir aus Gl. (13.2) und (13.3) folgende Gleichungen fiir die
Mittelwerte:

V- (B) = 0; VX<E>+%:O (13.5)
und
V. (E) = % V x (B) — eomo i) = poff). (13.6)

Die homogenen Gleichungen (13.5) bleiben beim Ubergang von den mikro-
skopischen Feldern E, B zu den makroskopischen Feldern

¢ = (E); B = (B) (13.7)

erhalten. In den inhomogenen Gleichungen (13.6) miissen wir nun (p) und
(j) geeignet aufteilen in Anteile, die wie bisher von freien Ladungstrigern
herrithren und solche Anteile, die auf festen oder induzierten elektrischen
oder magnetischen Dipolen beruhen. Ziel des Umschreibens der Maxwell-
gleichungen ist es, die in einem Material von gebundenen Ladungen oder
Stromen erzeugten elektrischen und magnetischen Felder mit den &ufleren
Felder € und B zusammenzufassen; als Ergebnis werden wir elektrische
und magnetische Hilfsfelder erhalten, die sich nur auf die freien Ladungen
und Strome beziehen.
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13.2 Freie und gebundene Ladungstriger

Wir befassen uns zunéchst in Gl. (13.6) mit dem Zusammenhang von €
und seinen Quellen. Dazu zerlegen wir

(P) =pv + s, (13.8)

wobei pp die im Sinne von GI. (13.1) gemittelte Dichte der gebundenen
Ladungstrager (b steht fiir ‘bound’) darstellt, ps die gemittelte Dichte der
freien Ladungstrager (f steht fiir ‘free’).

Gebundene Ladungstrdgersind z. B. die Gitterbausteine eines Ionen-Kristalls
(wie NaCl mit den Gitterbausteinen Nat und Cl7) oder die Elektronen
von Atomen und Molekiilen. Gebunden bedeutet dabei nicht, dass die
Ladungstrager total unbeweglich sind, sondern nur, dass sie durch star-
ke riicktreibende Kréfte an bestimmte Gleichgewichtslagen gebunden sind,
um die herum kleine Schwingungen moglich sind.

Freir bewegliche Ladungstrdger sind z.B. Leitungselektronen in Metallen,
Ionen in Gasen oder Elektrolyten. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie
unter dem Einfluss eines dufleren Feldes einen makroskopischen Strom bil-
den.

Polarisations-Ladungen

pf ist im Gegensatz zu pp eine makroskopische, im Experiment direkt kon-
trollierbare Grofle. Die Ladungen auf den Platten eines Kondensators z.B.
kéonnen von auflen vorgegeben werden. Sie erzeugen ein elektrisches Feld,
das in einem Dielektrikum zwischen den Platten elektrische Dipole erzeu-
gen oder ausrichten kann. Der Effekt fiir den Beobachter sind Polarisati-
onsladungen auf den Oberflichen des Dielektrikums, die von den speziellen
Gegebenheiten (Art des Dielektrikums, Temperatur der Umgebung, Stérke

des E-Feldes) abhéngen.

Dielektrische Polarisation

Es liegt daher nahe, das von den (gebundenen) Polarisationsladungen resul-
tierende zusédtzliche elektrische Feld mit dem Feld zusammenzufassen, das
von den Ladungen ps auf den Platten herriihrt. Das Zusatzfeld P wahlen
wir so, dass:

V- i) = — Py (13.9)

und

P =0 wenn P =0. (13.10)
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Dielektrikum

Abbildung 13.1: Induzierte Polarisati-
onsladungen auf der Oberflache des Di-
elektrikums im Kondensator erzeugen ein
zusatzliches elektrisches Feld.

+++++++++++++
I 1 1 1P 161110 11
+++++++++++

r 1 1 1151610 10 10 11 11

Mit der letzten Beziehung wird P erst eindeutig, denn nach Gl. (13.9)

konnte man zu P noch ein beliebiges Wirbelfeld V x Q(x) addieren, ohne
dass sich an der Gleichung etwas éndert. Dann wird mit Gl. (13.6)

V- (e0€) =po+pr=—V-P+ps.

also
V- (en€ + P) =p; (13.11)
oder nach Einfiihrung der dielektrischen Verschiebung, @,
D = eo + P (13.12)
V-D=ps . (13.13)

Wir werden weiter unten zeigen, dass das Hilfsfeld P gerade die Dichte
des (makroskopischen) Dipolmoments des betrachteten Dielektrikums ist
(dielektrische Polarisation). Gleichung (13.13) zeigt, dass die dielektrische
Verschiebung D nur von den freien Ladungstriagern, d.h. den Uberschuss-
ladungen pr erzeugt und damit unabhéngig von den Spezifika des Materi-
als ist; diese gehen iiber € = (D — P)/€g, d-h. durch P in die elektrische
Feldstérke € ein. Zwei elektrostatische Felder gleicher Geometrie mit den-
selben Uberschussladungen ps haben dasselbe D-Feld.

13.3 Mikroskopische Stréome

Wir wollen nun noch die zweite inhomogene Gleichung in Gl. (13.6) um-
formen. Analog zu Gl. (13.8) teilen wir auf:

() =it +db,  mit o =jr + jm. (13.14)
Dabei ist:
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)t

die

von der Bewegung der freien Ladungstrager herrithrende, geméafl

Gl. (13.1) gemittelte, Stromdichte.

die

von der Bewegung der gebundenen Ladungstréger herriihrende

—

(gemittelte) Stromdichte. Es ist zweckméBig jp nochmals aufzuteilen:

jp

: Nach Gl. (13.6) (Ampere-Maxwellsches Gesetz) erzeugt ein zeit-
lich verénderliches makroskopisches elektrisches Feld einen Strom,
nach Gl. (13.13) auch die dielektrische Verschiebung D bzw. P:

]?P = = (13.15)

Oder anders ausgedriickt: Die Polarisation fT’()?) bewirkt nach

[N

Gl. (13.9) eine Polarisationsladungsdichte —V - P = py, = pp,
die der Kontinuitétsgleichung

op(X) + V - jp(X) = 0

geniigt, woraus wieder Gl. (13.15) folgt.

M

: Molekulare Kreisstrome, d.h. solche die magnetische Dipole

erzeugen. Wir diskutieren diesen Anteil spéter.

Magnetfeld und magnetische Induktion

Mit Gl (13.12), (13.14) und (13.15) entwickeln wir jetzt die Form der
zweiten inhomogene Gleichung (13.6) in Anwesenheit von Materie. Dazu
betrachten wir:

- - - d -
B weD= VxB— py—
V X Mo .VX Hoat(eogl-l-ﬂb)
o (13.16)

= Ho(;f + TP + ;M) - HOTP = HO(;f + ;M) '

Fiir die weitere Umformung von GI. (13.16) nutzen wir die Kontinuitéts-
gleichung fiir die freien Ladungstrager aus:

-9
Vo4 =0, (13.17)

ot
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Unter Verwendung von Gl. (13.13) und (13.17) betrachten wir jetzt die
GroBe

D - 9D 9 d -
v.<—+jf> :v-——ﬁ:—(v-ﬂa—pf):o, (13.18)

so dass der Vektor 6@ /ot +;f sich als Rotation eines Vektors darstellen
lasst, dem makroskopischem Magnetfeld I :

—

VxH = — + 3 |. 13.19
% ot (13.19)

Mit Gl. (13.16) finden wir den Zusammenhang von B und f(, indem wir
betrachten:

N

- . . 3D - .
Vx(B—pmwH)=VxB-— HO(E +j¢) = Hoim. (13.20)

=po(jr +im)

Analog zur dielektischen Verschiebung P fithren wir hier die Magnetisie-
rung M ein:

oM =B — o |, (13.21)

so dass entsprechend Gl. (13.9) V - P = —Pb:

RN

VxM=im: M=0 wenn jy =0. (13.22)

M lisst sich also konsistent als Dichte des (makroskopischen) magnetischen
Dipolmoments (Magnetisierung) interpretieren, erzeugt durch die mikro-

skopischen Kreisstrome jp.

Bemerkungen

1.) Ein mikroskopisches ALlalogOIL besitzen nur die Felder g, @, namlich

E,B (vgl. Gl. (13.7)). D und H sind nur Hilfsfelder, die wir einfiihren,
um komplizierte elektrische und magnetische Eigenschaften der Ma-
terie pauschal zu erfassen.
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2.) Eine makroskopische Polarisation (oder Magnetisierung) kann dadurch
zustande kommen, dass vorhandene elektrische (oder magnetische) Di-
pole im Feld ausgerichtet werden oder dass Dipole vom Feld induziert
werden. Ohne dufleres Feld sind permanente Dipole statistisch verteilt
und ergeben nach Mittelung iiber ein makroskopisches Volumen keine
Polarisation (oder Magnetisierung).

3.) Aus der Linearitéit der Kontinuitétsgleichung V-f+p = 0 und der (pos-
tulierten) Kontinuitatsgleichung (13.18) fiir die freien Ladungstriger
gilt auch die fiir die gebundenen Ladungstréiger:

= 0Py

G 4+ =2 = 0.
V- jp + "

Makroskopischen Feldgleichungen

Homogene Gleichungen

V-B=0, VxE&+—=0 (13.23)

Inhomogene Gleichungen

- -~ 3D -
Verkniipfungen
N N N N 1 N N
D=e€l +P; H= EB — M | (13.25)

Die Gleichungen (13.23), (13.24) haben formal die gleiche Struktur wie
Gl (13.2), (13.3). Sie konnen daher mit den gleichen Methoden gelost
werden.

Materialgleichungen

Die Gleichungen (13.23), (13.24) reichen jedoch noch nicht aus, um - bei
gegebem py, jf - die vier Felder &, D, B, H eindeutig zu bestimmen. Dazu
miissen wir die formalen Verkniipfungen (13.25) mit Hilfe spezieller Model-
le fiir die betrachtete Materie in explizite Materialgleichungen umwandeln.
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13.4 Polarisation und Magnetisierung

Zur Interpretation von Polarisation P und Magnetisierung M fithren wir
durch
. V|
B =V xA; E=—-VO — — (13.26)
ot
das makroskopische skalare Potential @ und Vektor-Potential ;[ ein. Fiir
sie gelten in Lorenz-Eichung die inhomogenen Wellengleichungen

1 R
00 = e—o(pf _Vv. ﬂ>> | (13.27)
wegen V - P — —pPp und
R R _ 9P
—OA =y | Jr+ VxM+ = | (13.28)

wegen V X 3\7[ = ;M und P = ;p. Sie haben als spezielle Losungen die
retardierten Potentiale (vgl. Abschnitt 11.3 )

D4 = — {Jdi’)x’—pf(x’t) = Jdi”x’v '?(X’t)} (13.29)

47t x — x| x — x|

mit der retardierten Zeit t’ =t + |x — x'|/c. Ebenso:

- AP(x’ ') ~
. X/t LLALAELD V' x M(x/,t'
A(X, t) = E JdSX/M + Jdgx/% + JdSX/ — (:( )
47t X — x/| Ix — x/| x — x/|
(13.30)

Elektrische Dipol-Dichte

Den uns interessierenden Term in GIl. (13.29) formen wir mit partieller
Integration um:

—
RN

Jd?’x'v/'i)()?’t) _ Jdgx, (x—x) P 1)

x—x X —

, (13.31)

wobei wir der Einfachheit halber die Retardierung vernachlissigen (t = t').
Fiir endlich ausgedehnte Materie tritt kein Oberflichenterm bei der par-
tiellen Integration auf. Der Vergleich mit Abschnitt 12.2 oder Gl. (1.31)
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zeigt, dass P die Bedeutung der Dichte des makroskopischen elektrischen
Dipolmoments zukommt, wie oben schon behauptet.

Magnetische Dipol-Dichte

Ganz entsprechend wird bei Vernachlidssigung der Retardierung (t = t/)
aus dem letzten Term in Gl. (13.30):

Jd?’x’vl x M(x', t) Jd?’x’ (x —x') x M(?’,t).

X —x x— %P

(13.32)

Der Vergleich mit Abschnitt 12.3 oder Gl. (5.32) zeigt, dass M(x,t) die
Dichte des makroskopischen magnetischen Dipolmoments zukommt. Es
entsteht dadurch, dass entweder permanente magnetische Dipole im Feld
ausgerichtet werden oder durch das Feld induziert werden, wie im Fall der
elektrischen Dipole.
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14. Energie, Impuls und Drehimpuls des ma-
kroskopischen Feldes

In Kap. 8 haben wir Energie, Impuls und Drehimpuls des mikroskopischen
Feldes eingefiihrt und dieses Konzept in Teil IV auf das Strahlungsfeld im
Vakuum angewendet. Wir wollen im folgenden die Betrachtungen von Kap.
8 auf das makroskopische Feld {ibertragen.

14.1 Energie

Ausgangspunkt fiir die Energiebilanz in Kap. 8 war die von einem (mi-
kroskopischen) Feld (E,B) an einem System geladener Massenpunkte pro
Zeiteinheit geleistete Arbeit

dWnm 3 T =
m J j (14.1)
Grundlage von Gl. (14.1) ist die Lorentz-Kraft, z.B. fiir eine Punktladung

q:

K = q(E + (v x E)) , (14.2)
deren magnetischer Anteil zu Gl. (14.1) keinen Beitrag liefert. Aus Gl. (14.2)
erhélt man mit Gl. (13.1) fiir die vom makroskopischen Feld (&, B) auf ei-

ne mit der Geschwindigkeit v bewegte Probeladung ¢ ausgeiibte (mittlere)
Kraft:

—

K = q(E + (v x @)) . (14.3)

Arbeit der freien Ladungen

Die an den freien Ladungen der Dichte pf vom makroskopischen Feld pro
Zeiteinheit geleistete Arbeit ist dann analog Gl. (14.1):

dWm [ 3.5 2
T Jd xjf- €. (14.4)
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Die rechte Seite von Gl. (14.4) kénnen wir mit Gl. (13.24) zu

AWm [ (2 ~ = 9D

umformen. Wie in Kap. 8 kénnen wir Gl. (14.5) symmetrisieren, mit Hilfe
der Identitét

RN

V-(@dxb)=b-(Vxa)—a-(Vxb) (14.6)
und GI. (13.23),

- 0B
E = — 14.7
V X ™ ( )
Man erhalt:
dWnm ; - = 20D - 0B

Der Vergleich mit Gl. (8.7) zeigt, dass

S=ExX (14.9)

als Energiestromdichte des makroskopischen Feldes (Poynting-Vektor) zu
deuten ist.

Lineare, isotrope Medien

Zur Interpretation der restlichen Terme betrachten wir die Ndherung li-
nearer, isotroper Medien:

RN N

D=¢c& B=npl (14.10)

Nur in diesem einfachen Fall lassen sich die Terme als Zeitableitung einer
Energiedichte schreiben:

-~ D -~ B 10

& == }c-—:——(g-@ :f{-@) 14.11
ot i ot 20t i ( )
und wir kénnen analog Gl. (8.10) die Grofle
1/ = N N
5(5-1>+9{-3) (14.12)

als Energiedichte des makroskopischen Feldes interpretieren.
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14.2 Impuls, Drehimpuls

Nach Gl. (14.3) ist

dpP -

M q(S + (v x B)) (14.13)
dt

die Anderung des Impulses der Probeladung q im Feld (g,@) Fir die

Impulsédnderung eines Systems freier Ladungen, beschrieben durch ps,j¢
im Feld (&, B) folgt:

dp s s s

ot = | @x (or€ + Girx B)) (14.14)
dt

Analog zu Abschnitt 8.2 formen wir Gl. (14.14) mit

- . 3D -

uim zu

b L N
dd_L\A—JdSX{E(V-D)+(V><i]—()><3—aa—t><3}. (14.16)

Wir symmetrisieren Gl. (14.16) mit Hilfe von

V.Bo0 Vxé— 2D (14.17)
ot

P (0 (o o o

—— = [dXx(EV - D)+ H(V-B)+ (VxH)xB

dt
; (14.18)

+ (VXS)X@——(@XB)}.
ot
Wie in Kap. 8 ldsst sich dann
D x B (14.19)

als Impulsdichte des makroskopischen elektromagnetischen Feldes interpre-
tieren (vgl. Gl. (8.41)). Die Ubertragung von Gl. (8.42), der Drehimpuls-
dichte, auf den Fall des makroskopischen Feldes ist dann trivial.
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14.3 Die Kirchhoffschen Regeln

Die Theorie der elektrischen Schaltkreise beruht auf folgenden Regeln:

1. Kirchhoffscher Satz (Knotenregel)
An einer Stromverzweigung gilt fiir stationdre und quasistationire Strome

N
Y Li=o. (14.20)

i=1

Beweis
Fiir stationdre und quasistationdre Strome darf in Gl. (13.19)

. D -
VXH=—4]
ot + )i
der Term 0D /0t vernachlissigt werden. Damit gilt

V.jr=0. (14.21)
Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes folgt

N
J df jr= > TLi=0. (14.22)
F

i=1

Abbildung 14.1: [ _‘l>
Mlustration der Inte- ‘\ 7
grationsoberfliche F \ /!
bei der Kirchhoffschen | / i

2 >/~ - -
Knotenregel.

2. Kirchhoffsche Regel (Maschenregel)
Die Summe der Spannungsabfille ldngs eines geschlossenen Weges in einem

Schaltkreis (Masche) verschwindet,

> U=o. (14.23)
j

Dabei kann Uj fiir eine Batteriespannung stehen, oder fiir
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i) Ohmschen Spannungsabfall ( Widerstand R)

Ug = IR, (14.24)
ii) Kondensatorspannung (Kapazitit C)

1
Ue =5 J dtl, (14.25)

iii) induzierte Spannung (Induktivitit L)

dI
U =L—. 14.26
=L (14.26)
Beweis
Aus
- 0B
E= —— 14.27
V X o ( )
folgt mit dem Stokesschen Integralsatz
- N R 0 N
de-(VxE):§ dx~8:——J df - B. (14.28)
F oF ot Jr

Die rechte Seite von Gl. (14.28) verschwindet, wenn durch die Masche kein
zeitlich verénderliches Magnetfeld dringt.

Bemerkung

Grundlage der 2. Kirchhoffschen Regel ist das Induktionsgesetz oder der
Energiesatz. Fiihrt man ndmlich eine Ladung q auf einem geschlossenen
Weg durch den Schaltkreis, so ist Gl. (14.23) nach Multiplikation mit ¢
gerade die Energiebilanz.
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15. Verhalten des elektromagnetischen Feldes
an Grenzflichen

15.1 Allgemeine Stetigkeitsbedingungen

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich eine Reihe
von Konsequenzen fiir das Verhalten der Felder an der Grenzfliche zwi-
schen zwei Medien mit verschiedenen elektrischen und magnetischen Eigen-
schaften. Im Allgemeinen sind die Felder €, D, B und H an Grenzflichen
unstetig. Stetigkeitsbedingungen folgen aber fiir bestimmte Komponenten
unter der Annahme, dass die Felder und die zeitlichen Ableitungen be-
schrankt sind. Der Einfachheit halber sei im folgenden angenommen, dass
die Grenzflache eben sei.

Abbildung 15.1:

Volumen zur Anwen-
dung des Divergenzsat- h :
zes an der Grenzflache
zwischen zwei Medien.

1.) Normalkomponenten von B und D
Wir betrachten

V-B =0 (15.1)

und wenden den Gauflschen Integralsatz auf das symmetrisch an der Grenz-
flsiche angebrachtes Volumen (siehe Fig. 15.1) an: Die Deckflichen FV) und
F(2) eines Kistchen (Zylinders) mit Volumen V und Oberfliche 9V mogen
symmetrisch zur Grenzflache liegen; Gréfle und Gestalt der Deckflachen
seien beliebig. Mit dem Divergenzsatz finden wir

J d3xv-@zj dF-@:J dF-@JrJ df-B+0O(h) =0 (15.2)
A% oV F(1) F(2)
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wobei die letzte Gleichheit aus Gl. (15.1) folgt. Der Term O(h) beschreibt
den Beitrag von der Mantelfliche des Zylinders. Macht man die Hohe h
des Késtchen beliebig klein, so verschwinden im Grenzwert h — 0 die

Mantelbeitrige, und die Stirnflichen FY, F2) gehen gegen die Grenzfliche
F:

J af - (BY) — B — J afii- (B —B2) = 0. (15.3)
F F

Das Vorzeichen kommt ins Spiel, weil die Flachennormalen der oberen und
unteren Stirnflichen entgegengesetzt sind: n) =n = —n®. B und
B2 sind die B-Felder unmittelbar oberhalb und unterhalb der Grenz-
fliche F. Da die Schnittfliche F beliebig gewéhlt werden kann, muss fiir
den Integranden selbst gelten:

—

n- (BM—32) =0 (15.4)

Diese Gleichung besagt, dass die Normalkomponente von B stetig durch
die Grenzflache hindurchgehen muss; da es nur eine Normalkomponente
gibt, ldsst sich diese Gleichung auch als BE} ) — Bﬁ? ) schreiben.

Analog folgt aus
V-D = ps (15.5)

mit dem Divergenzsatz

J dBXV-@:J dF-@:J dF-@JrJ dF-@JrO(h):J d3x oy
\4 oV F(2) Y%

F(D)

und im Grenzwert h — 0 wird
J d’x pr — J dfye,
Vv F

wobei y¢ die freie Ladung pro Flache auf der Grenzflache ist. Wenn die
raumliche Ladungsdichte pf der Ladung iiberall stetig ist, wird y¢f = 0.
Ein v¢ # 0 kann nur auftreten, wenn pf auf der Grenzflache singulér ist
und dort einen endlichen Wert pro Fldache besitzt. Fiir die dielektrische
Verschiebung gilt also

N

n- (25(1) — @(2)) = V¢ (15.7)
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oder auch DE} ) —AD%Q ) = Y¢. Fiir Dielektrika mit y¢ = 0 ist die Normal-
komponente von D stetig; dagegen springt .- D beim Ubergang von Leiter
zu Nichtleiter um y¢f um den Wert der Ladung pro Grenzfliache.

2.) Tangentialkomponenten von € und H

Wir benutzen die Maxwellgleichungen
= 0B - D -
VXx&&=——; VXxH=—+jf. 15.8

Wir verwenden jetzt eine andere Version des Gauflschen Satzes, die wir
auf dasselbe Zylindervolumen von Fig. 15.1 anwenden kénnen. Man findet
diese Version wie folgt; es gilt

J BxV - b(x) :J af - b(x)
A\ oV

mit \iolumen V., Oberfliche 0V und differenzierbarem Vektorfeld B()?) Sei
nun b(x) = ¢ x a(x) mit beliebigem konstantem Vektor c:

J PxV - © x d(%) = jﬁ af - ¢ x Q(x) (15.9)
Vv oV

Im Integranden der linken Seite ist (mit Summenkonvention)

N

V-cxalx) = aaeaﬁycﬁay( X) = — Cp€payOualy(X)
= —c-(Vxa(x))

Auf der rechten Seite von Gl. (15.9) hingegen gilt fiir das Spatprodukt
df - ¢ x a(x) = c(()xdf) E-(d?xa(i))
Einsetzen in Gl. (15.9) ergibt

—

E.J d*xV x d(x) = ¢ - 3@ df x a(x)

\% oV

und weil ¢ beliebig gewiihlt werden kann, folgt
J d*xV x a(x) = fﬁ af x a(x) (15.10)
vV ov

Mit dieser Form des Gauflschen Integralsatzes erhalten wir aus Gl. (15.8)
und mit dem Grenzwert h — 0

N

j VxE = J dfx & = J af x (EV—E@) — j af i x (£ —£2)
\% oV F F
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(15.11)

Wir nehmen an, dass das B-Feld und seine zeitliche Ableitung auf der
Grenzflache beschrankt ist, sodass

J d%c@ 29, 0,
v ot

und damit

J df i x (€W —¢g?) =o.
F

Da die Schnittflache F beliebig gewahlt werden kann, folgt

ix (EW—e@) =g (15.12)

d.h. die Tangentialkomponente von € beziiglich der Schnittflache ist stetig.
Bei der zweiten Gleichung von (15.8) tritt zusétzlich fv d3xjs auf. Wie-
derum verschwindet das Integral, wenn die Flussdichte auf der Grenzflache
stetig ist; die Grenzflache kann aber eine singulére Flachenstromdichte tra-
gen; dann schreiben wir d>x = dfdz mit der z-Koordinate in Normalen-
richtung, und damit

N h/2 N h/2 N
J dSXjf = J de dzjs h——>O>J dfﬁf mit ﬁf = limJ dzijs
\% F —h/2 F h—0J_p/2

Nr ist dadurch definiert, dass dQ = n¢|dl,dt die Ladung ist, die wihrend
der Zeit dt innerhalb der Grenzfliche in N¢-Richtung durch ein Linienele-
ment dl,, senkrecht zu 1 transportiert wird.
Unter Annahme der Beschranktheit von 0D /0t an der Grenzflache erhal-
ten wir

[N N

n x (HY —H?) =n; (15.13)

d.h. die Tangentialkomponente von H springt an der Grenzfliche um die
Flichenstromdichte 1¢ in der Grenzfliche senkrecht zu 1 x JH.

15.2 Lineare, isotrope Medien

In linearen, isotropen Medien gibt es einen linearen Zusammenhang zwi-
schen H und B sowie zwischen € und D:

—

B=pH; D=ck (15.14)
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Dann findet man aus (15.4), (15.12), (15.7) und (15.13):

n-(BY=82) =0 ~ |1 (mHY — K@) =0 | (15.15)

n- (ZT)(” — @(2)) =vi N | N (elgm — €2§(2)) =vi | (15.16)
L . /D P

nx (EM—-¢eP)=0 nx( — ):o (15.17)
€1 €9

L . R /B BE R

n X (}C(” — %(2)) =Mf N | X (— — —) = 1N¢ (15.18)

Hi1 H2
Grenzfliche zwischen Metallen
Gilt das Ohmsche Gesetz,

j; = o€, (15.19)
mit Leitfihigkeit o, so folgt aus Gl. (15.12) fiir die Tangentialkomponente
von jf:

]f(l) )?(2)
n x (f— — f—) =0 | (15.20)
01 09
Fiir die Normalkomponente folgt iiber die Kontinuitatsgleichung:
>, 0ps
V- — =0 15.21
)+ 5t ( )

bei Anwendung des Gauflschen Integralsatzes (wie unter 1.)

- = = = 0
J d3x V- = J df-js = J df-ijrJ df-js+0(h) = —J dgxﬁ
\% oV F(1) F(2) v ot

und damit im Grenzwert h — 0

I 2
J afn- GV —j1) = _J af =t
F F

Wegen freier Wahl von F folgt

21 S %
n- (i =3) = ~ ot (15.22)
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Speziell fiir stationédre Strome folgt aus
Vi =0 (15.23)
die Stetigkeit der Normalkomponenten

— /(1 <2
-Gy =37 =o. (15.24)

Ubergang Leiter - Nichtleiter

Wir betrachen ein leitfahiges Medium auf Seite (1) und ein nichtleitendes
auf Seite (2). Da im Nichtleiter kein Strom flieen kann, gilt mit Gl. (15.24)

n- W =) =o, (15.25)
und iiber das Ohmsche Gesetz Gl. (15.19) folgt, dass
n-eW=o, (15.26)
da o7 # 0. Dagegen folgt fiir n - €2 aus Gl. (15.16):

eon- £ = — ;. (15.27)
Insbesondere fiir die Elektrostatik ist, wegen ff = 0, auch

nx & =0; (15.28)
dann fordert (15.12)

nxe? =y, (15.29)

also steht das g—Feld senkrecht zur Leiteroberfliche; es ist null innerhalb
des Leiters.

15.3 Reflexion und Brechung von Licht

In Abwesenheit freier Ladungen ps = 0, )ic = 0 lauten die makroskopischen
Maxwell-Gleichungen:

V-B=0; V-D=0 (15.30)
und
R 0B ~ 3D
_ _ 95 _ 97 15.31
V x €& e V xH o (15.31)



Sie vereinfachen sich mit der Annahme linearer, isotroper Medien

B=pul; D=ek, (15.32)
ZUu
V-H=0 V-&=0 (15.33)
und
R oK . ¢

Wie in Kap. 9 lassen sich die Gleichungen (15.34) unter Beachtung von
(15.33) entkoppeln, z.B.

R L & d_ - 92
— CH) —AK = A o ey—
Vx(VxH) = V(V-H) —AKH erat eathé’ euatQ}C,
—0
(15.35)
und man erhélt die Wellengleichungen
5 1 0% -1 9% -

wobei ¢’ die Phasengeschwindigkeit im Medium ist (vgl. Abschnitt 9.3 ):

1

Ebene Wellen

Da wir im folgenden das Verhalten des elektromagnetischen Feldes an ebe-
nen Grenzflachen untersuchen wollen, betrachten wir Losungen von (15.36)
in Form ebener Wellen, z.B.:

—
—

g = gpetlrwt) (15.38)

wobei zwischen w und k die Beziehung

k
VER

w=c'k=

(15.39)
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gelten muss. Wie in Kap. 9 findet man, dass g, ff und K senkrecht zuein-
ander stehen; aus V - &€ = 0 folgt &y - k = 0, und es gilt

R K . R
VXE= —pu— n kx & =nwé
ot
und damit
— 1 -~ = 1 . = I w .
H=—kx&=—ex€& mit k=—e.
HLw uc’ c’

Gleichung (15.39) unterscheidet sich von (9.25) dadurch, dass dort c eine
Konstante ist, wihrend ¢’ von w abhingt, da im Allgemeinen € = e€(w).
Die Komponenten verschiedener Frequenz w in einem Wellenpaket laufen
also mit verschiedener Geschwindigkeit ¢/ = ¢/(w), das Wellenpaket behilt
seine Form im Laufe der Zeit nicht bei (Zerflieffen von Wellenpaketen; vgl.
hierzu Abschnitt 10.3 ).

Phasen- versus Gruppengeschwindigkeit

Je nach Verlauf von e(w) kann ¢’ > ¢ werden. Dies bedeutet keinen Wi-
derspruch zur Relativititstheorie, da die Phasengeschwindigkeit vpn = ¢’
nicht identisch ist mit der Gruppengeschwindigkeit

dw
— | == 15.40
= (%) 1540

eines Wellenpaketes, dessen Amplitude auf die Umgebung der Wellenzahl
ko konzentriert ist; der Energietransport in einem solchen Wellenpaket ist
durch vy und nicht durch vpy, bestimmt.

Randbedingungen fiir jede stetige Komponente von g und JjC

Wir untersuchen nun das Verhalten einer Lichtwelle, beschrieben durch
(15.38), an einer ebenen Grenzflache (siehe Fig. 15.2). O.B.d.A. wahlen
wir den Ursprung des Koordinatensystems in der Grenzfliche, und wir
orientieren das Koordinatensystem, dass der Einfalls-Wellenvektor k. mit
der Grenzflichennormale 1 die xy-Ebene definiert. Die Grenzfliche F ist
dann also die xz-Ebene. Fiir eine beliebige stetige Komponente, die wir A
nennen, muss beim Ubertritt von Medium 1 nach Medium 2 die Stetigkeit
zwischen Welle oberhalb und Welle unterhalb der Grenze gelten, und zwar
fiir alle Zeiten t:

— —
— —

Ageileer=wt) 1 A pilkei=wt) — A eilkax—wt) (15.41)
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Abbildung 15.2: Ebene

Welle mit Wellenvektor ke
wird an einer Grenzfliche
(xz-Ebene) reflektiert und
gebrochen.

wobei X fiir einen beliebigen Punkt in der Grenzfliche steht. A, A, und
Aq sind die Amplituden der einfallenden, reflektierten und durchgehenden
Wellenkomponente.

Da GI. (15.41) insbesonder auch fiir t = 0 gelten muss, folgt die Forderung
der Phasengleichheit

Ke X =k X =kqX (15.42)

fiir jeden Punkt x aus der Grenzfliche, ohne die Gl. (15.41) nicht erfiillbar
wére. Diese Beziehung besagt, dass alle drei Wellenvektoren dieselbe Pro-
jektion auf die Grenzfliche F haben. W&hlt man t = 0 und x = 0, so folgt
aus Gl. (15.41) fiir die Amplituden

Ac+ A, = Aq. (15.43)

Schlieflich kann man Gl. (15.41) auch fiir x = 0, t # 0 betrachten; daraus
folgt die Erhaltung der Frequenz

We = Wy = Wy . (15.44)

Die Frequenz (Farbe) des Lichts dndert sich also bei Reflexion und Bre-
chung nicht.
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Koplanaritét

Gl. (15.42) bedeutet, dass die drei Wellenvektoren ke, k, und kq in einer
Ebene N senkrecht zur Grenzflache F liegen; das ist die Einfallsebene, gebil-
det aus ke und fl, im gewéahlten System die xy-Ebene. Diese Koplanaritdt
von Ke, k; und kq macht man sich klar, indem man speziell X = Xg in der
Grenzfliiche so wiihlt, dass ke - Xg = 0; dann miissen geméB Gl. (15.42) die

3 Vektoren ke, k; und kq senkrecht zu X( sein, was nur moglich ist, wenn
ke, ky und kq in einer Ebene liegen (koplanar sind).

Reflexionsgesetz

AuBlerdem folgt aus der Gleichheit der Projektionen der Wellenvektoren
auf die Grenzflache, Gl. (15.42)

kesinte = k;sind; = kgsindy . (15.45)

Wegen der Gleichheit der Frequenzen (15.44) w, = w; gilt c1ke = ¢k,
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢; im Medium 1. Also ist ke = Kk, und es
folgt das Reflexionsgesetz:

9 =9, (15.46)

Die Welle wird im selben Winkel reflektiert, in dem sie eingefallen ist.

Brechungsgesetz
Aus (15.44) ergibt sich
k k 1 1
& w 4 mit of= i =

v/ E1H1 - vV €212 ST B €ty

also

Ke _ven m (15.47)
ka /€My Ny’ '

mit Brechungsindizes Ny = ¢,/€1; und n9 = ¢,/€so der beiden Medien.
Mit Gl. (15.45), also ke sin ¥, = kq sindq, folgt das Brechungsgesetz

sinde Mo

— ) 15.48
sindg 1y ( )

Man kann jetzt von der einen stetigen Komponente A zu den kompletten
Beziehungen fiir beliebige elektromagnetische Wellen gelangen, indem man
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zwei Polarisationsfille betrachtet:
a) Transversales elektrisches Feld € L N (mit Einfallsebene N); dann hat

N

€ nur einen z-Komponente, die wegen 1 X (g(l) — E(Q)) = 0 an der Grenz-
flache stetig sein muss. R R
b) Transversales magnetisches Feld H{ L N; dann hat J{ nur einen z-

Komponente, die wegen n X (J‘C(l) — J‘C(Q)) = (0 (Dielektrikum, ¢ = 0)
stetig sein muss.

Der allgemeine Fall ldsst sich aus diesen beiden Polarisationen zusammen-
setzen.

Wertet man dann die Beziehung (15.43) fiir die Amplituden €, und I,
aus, so erhélt man die Fresnelschen Formeln, das Brewstersche Gesetz (Er-
zeugung linear polarisierten Lichts) und die Totalrefliexion (Faser-Optik).

Bemerkung

Die Dielektrizitdtskonstante €(w) im allgemeinen komplex, also auch k
komplex. Eine elektromagnetische Welle wird also im Medium geschwécht
(Absorption).

15.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in leitendem Material

Wir betrachten einen Ohmschen Leiter mit ebener Grenzfliche und Leitfahigkeit

0. Dafiir lauten die makroskopischen Maxwell-Gleichungen (13.23) und
(13.24):

RN

0H

V-€ = 0 V><§+u¥:0 (15.49)
VR =0 VxHoed—oE=0

Solange kein Ladungsstau auftritt, ist pf = 0 (vgl. Abschnitt 4.2 ) und es
exisitiert eine stationédre Stromverteilung

jt=0€ % 0. (15.50)
Als Losung von Gl. (15.49) setzen wir

€ — gyetllrat (15.51)
an, mit k-& =0 (folgt aus V - €= 0). Mit einem analogen Ansatz fiir 28

T = Feyelleret (15.52)

180



finden wir aus Gl. (15.49):

N 1 N N N N N N
}C:u—w(kxéi); Uk xH)+iew & —0c€ =0. (15.53)
Benutzt man ]2 X (E X g) = Tc (E . g) —ET@ = —E E2 und eliminiert man
im letzten Ausdruck von Gl. (15.53) € oder ﬁ, so erhédlt man:
—ik?
Hw

+iew — 0=0, ~ k= w’ue +ipwo. (15.54)

Komplexe Wellenzahlen

Setzt man den Wellenvektor komplex an (mit reellen «, [3)
k=o+if; k2= — B2 + 2ixp, (15.55)

so kann man o« und 3 durch u, €, w und o ausdriicken; Koeffizientenver-
gleich zwischen Gl. (15.54) und (15.55) ergibt:

«? — B2 = pew?; 20 = pwo. (15.56)

Eliminiert man in der ersten Gleichung o« mit Hilfe der zweiten Gleichung,
d.h. mit &® = (pwo)?/(4pB?), so entsteht:

1

Rt — Z(uwo)2 + Biuew? =0. (15.57)
Da {3 reell sein soll, kommt als Losung nur
2
EW o
R? = s ( 14+ (—)% — 1) (15.58)
2 EW

in Frage (fiir die andere Losung wire 32 < 0). Analog:

ol — ”62“’2 <\/1 + (%)2 + 1) . (15.59)

Fiir verschwindende Leitfahigkeit 0 — 0, also im Grenzfall Nichtleiter
(Dielektrikum), folgt:

B — 0 «? — pew?, (15.60)

also k = \/pew in Einklang mit Gl. (15.39). Da pwo > 0, miissen o und
B nach Gl. (15.56) gleiches Vorzeichen haben. Fiir 3 # 0 (d.h. 0 # 0) wird
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eine auf eine Metalloberfliche einfallende Lichtwelle im Metall exponenti-
ell gedampft; fiir eine in positiver x-Richtung laufende ebene Welle wird
namlich

ilcwt) _ pilox—wt) o—px (15.61)

e
wobei mit & > 0 auch 3 > 0 sein muss.

Grenzfille

1.) Bei hoher Leitfdhigkeit (0 — oo) wird die Lichtwelle praktisch total
reflektiert, da die Eindringtiefe d ~ B! ~ 0~ %/? verschwindet.

2.) Fiir hohe Frequenzen (w — o0) ist zu beachten, dass o frequenz-
abhingig ist: o wird fiir w — oo rein imaginér, also k? in Gl. (15.54)
reell; das Material wird durchsichtig. Diesen Effekt kann man mit har-
ter Rontgenstrahlung nachweisen.

Skin-Effekt

Als Folge der Dampfung 3 kénnen wegen GI. (15.50) Wechselstréme nur
in einer Oberflichenschicht des Leiters flieBen, deren Dicke durch B! be-
stimmt ist (Skin-Effekt).
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Teil VII

Relativistische Formulierung der
Elektrodynamik
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16. Lorentz-invariante Formulierung der Max-
well-Gleichungen

16.0 Die spezielle Relativitidtstheorie

Die spezielle Relativitédtstheorie wurde 1905 von Albert Einstein veroffentlicht.
Sie ist heute ein Eckpfeiler der Physik, wie die Newtonsche Mechanik, die
Maxwellgleichungen der Elektrodynamik und die Schrédingergleichung der
Quantenmechanik. Thre Urspriinge liegen in der Elektrodynamik. Die Max-
wellgleichungen mit ihrer Vereinigung von Elektrizitat, Magnetismus und
Optik fithren geradezu zwingend zur speziellen Relativitédtstheorie. Diese
beruht auf Pionierleistungen von Lorentz und Poincaré, aber die Verall-
gemeinerung und die Anwendung des Prinzips der Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit auf alle Phdnomene der Physik sind das Verdienst Einsteins.
Zur Zeit Einsteins gab es keine experimentellen Beweise fiir die spezielle
Relativitatstheorie; diese ist aber inzwischen vielféltig {iberpriift, und es
gibt keine Anhaltspunkte, dass sie falsch sein konnte.

Sinn der Lorentztransformation

Die Maxwellgleichungen beschreiben elektromagnetische Wellen. Wellen
breiten sich {iblicherweise in einem Medium aus (zum Beispiel Wasser bei
Wasserwellen, Luft bei Schallwellen usw.). Daher lag es vor der Formulie-
rung der speziellen Relativititstheorie nahe, den sogenannten “Ather” als
Medium fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen zu postulie-
ren.

Dabei tritt jedoch folgendes Problem mit der Galileiinvarianz auf: Es ist
bekannt, dass die Gesetze der klassischen Mechanik invariant unter Gali-
leitransformationen sind, d.h. man kann ein Koordinatensystem X durch
ein gleichformig gegeniiber £ bewegtes System X’ ersetzen, ohne dass sich
die Form z.B. der Bewegungsgleichungen &ndert:

x'=x—vt t'=t
bei geeigneter Wahl der Urspriinge der Koordinatensysteme. Allerdings
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zeigt man leicht, dass die Wellengleichung nicht Galileiinvariant ist: Sei
Cu =0

fiir eine Auslenkung u eines mechanischen Systems oder eine Komponente
u von E oder B. Im transformierten Koordinatensystem X’ erfiillt daher w

die Gleichung
y 0> 1 97 L0
ox> crot?)

i

Unter Verwendung der Transformationsgleichungen wird diese Gleichung
im System X aber zu

> 19> 2. _0 1. _.
(; »?  2ap CQv-Vat C2v-Vv-V)u =0.
Die Form der Wellengleichung ist also unter Galileitransformationen nicht
invariant. Das ist fiir Wellen, die in einem Medium propagieren, kein Pro-
blem, denn durch das Medium gibt es ein ausgezeichnetes Bezugssystem,
und zwar das System, in dem das Medium ruht (z.B. die Luft fiir Schall).
In diesem System gilt dann die iibliche Form der Wellengleichung [Ju = 0.
Fiir elektromagnetische Wellen ist das jedoch problematisch: Das hypothe-
tische Medium Ather miisste dann das bevorzugte Bezugssystem festlegen
als dasjenige, in dem der Ather ruht. Die Versuche, die Bewegung der Erde
oder bewegter Bezugssysteme relativ zum Ather zu messen (insbesonde-
re das Michelson-Morley-Experiment), misslangen. Lorentz und Poincaré
zeigten, dass die Maxwellgleichungen und die Wellengleichung unter Lor-
entztransformationen (siehe unten) invariant sind.
Diese unbefriedigende Atherhypothese war fiir Einstein der Anstof zur Er-
kenntnis, dass die Forderung der Forminvarianz der Gleichungen der Phy-
sik unter Galileitransformationen problematisch war. Er schlug stattdessen
vor, dass alle Gesetze der Physik der speziellen Relativitédtstheorie geniigen
miissen, die auf den folgende Postulaten basiert:
1. Relativitatsprinzip: Die Naturgesetze sind unabhéngig vom Koor-
dinatensystem. Insbesondere haben alle Naturgesetze die gleiche Form in
Koordinatensystemen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit relativ zu-
einander bewegen (in Inertialsystemen).
2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ist
unabhéngig von der Geschwindigkeit ihrer Quelle, d.h. Licht hat dieselbe
Geschwindigkeit in allen Inertialsystemen.
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16.1 Das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, einen Formalismus zu entwickeln,
mit dessen Hilfe die Gesetze der Physik auf eine Weise geschrieben werden
konnen, die ihre Invarianz gegen die Lorentztransformation evident macht.
Der erste Schritt fithrt dabei iiber die Einfithrung der Viererschreibweise.

Ko- und Kontravariante Tensoren

Seien ct, x, Yy und z Koordinaten im Minkowski-Raum. Man definiert

XLL = (X07X17X27X3) - (Ct7 —X, _y,_Z), H:O,1,2,3

0,1 2

x* = (X % x) = (et x, v, 2)

als kovariante (x,) bzw. kontravariante (x*) Vierervektoren. Allerdings ist
nicht jedes 4-Tupel ein Vierervektor; nur wenn sich die Komponenten unter
Lorentztransformation wie Koordinatendifferenzen verhalten,

x™ =TH x"

handelt es sich um einen Vierervektor. Per Konvention steht ein griechi-
scher Index fiir 0...3, ein lateinischer fiir 1...3. Die Einstein-Konvention,
wie wir sie bisher verwendeten, wird nun eingeschrinkt: summiert wird

nur noch iiber gleichnamige Indizien, wenn sie auf verschiedenen Ebenen
stehen, d.h.

3 3
_ _ 2 iy, _ i
xMx, = E xtxy, = 87, XX = E XX .
u=0 i=1

Die Beschaffenheit, d.h. die Geometrie eines Raumes ist durch seine Metrik
und damit durch sein Linienelement eindeutig festgelegt. Es gilt

ds? = g,y dx"dx". (16.1)

Metrischer Tensor

Im euklidischen vierdimensionalen Raum lautet die Metrik

100 0
0100
v = loo01 0]
000 1
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Im Minkowski-Raum hat man dagegen

1 0 0 O
0O —1 0 O

O = 00 —1 0 (16.2)
0O 0 0 —1

Mit dieser Metrik ist es moglich, Indizes zu heben bzw. zu senken und damit
kovariante in kontravariante Vektoren zu verwandeln und umgekehrt. Es
gilt

Xy = gwXx' ~ und  x*=g"x,,

wobei g"V die zu g, inverse Metrik darstellt. Es gilt g*¥ = g,v und

0 w#A
wv _oSH

Transformationseigenschaften

Wie transformieren sich nun allgemeine Vektoren beim Ubergang in ein an-
deres Koordinatensystem? Was macht iiberhaupt einen kovarianten Vektor
aus? Man betrachte die ko- bzw. kontravarianten Vierervektoren

A, = (A" Al —A% —AY)
AF = (AD Al AZ A3).

Das Vektorfeld A, hinge von den Kontinuumskoordinaten ab: A* = A*(x#).
Durch eine Lorentztransformation werde nun der Ubergang zu neuen Ko-
ordinaten x’* vermittelt. Die ko- bzw. kontravariante Eigenschaft eines
Vektors ist nun durch sein Transformationsverhalten in das neue System
festgelegt

ox'H
kontravarianter Vektor : A" = AY
oxY
oxY
: . , —
kovarianter Vektor : Bu = 3nov

Invarianz des Skalarproduktes

187



Eine zentrale Forderung unseres Formalismus soll die Invarianz des Skalar-
produktes B, A" gegen Lorentztransformation sein. Dies ist wegen

oxY ox'H
ox/* oxA
erfiillt (die Stellung der Indizes am Kroneckersymbol wird spéter noch

klar). Die Motivation fiir diese Forderung ist offensichtlich: Minkowski-
Absténde sollen unabhéngig vom Koordinatensystem sein.

B/A™M = —B,A" = 8",B,A" = B,A"

Transformation von Ableitungen

Den néchsten Schritt bildet die Untersuchung des Transformationsverhal-
tens von Ableitungen. Nach der Kettenregel gilt

0 ox¥ 0

Ox/™  Ox/moxV’

also lasst sich folgende allgemeine Regel aufstellen:

Die Ableitungen nach ko/kontra-varianten Koordinaten
transformieren sich wie kontra/ko-variante Vektoren.

Fiir die Formulierung von Ableitungen hat sich in der speziellen Relati-
vitétstheorie eine abkiirzende Schreibweise durchgesetzt:

0 = pu = (o V), mit Vo= (550, 55)

oxH

o = = (. -V), mit -V = (Xixixi).

00Xy 0xq’

Im folgenden werden wir Vektorpfeile nur noch auf Vektoren im euklidi-
schen Raum R3 schreiben; x und x* bedeuten einen Vierervektor.

Wellengleichung

Nun ist es moglich, die Viererdivergenz zu definieren:

0AY (Al A2 A%\  10A"
QAT =0 = 5 F (6x1 T T ax3> ot

- + V- A6.3)

Durch zweimalige Anwendung dieses Operators bekommt man eine elegan-
te Schreibweise fiir den d’Alembert-Operator:

GR 1 92
] = aua” aXO2 — A = ?ﬁ — A

Damit ist die Wellengleichung Lorentz-invariant.
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Raum- und zeitartige Abstédnde

Ereignisse x(t) werden durch Vektoren im Minkowski-Raum beschrieben.
Zwei Ereignisse

0123)
Y

XHZ(X,X,X,X UH:(anylﬂJQaUB)

nennt man reumartig, wenn sie sich nicht durch ein Lichtsignal verbinden
lassen oder zeitartig, wenn sie sich durch ein Lichtsignal verbinden lassen,

(X” B y“) (Xu B Uu) _ {< 0: raumartig

also

>0: zeitartig

Ausgeschrieben ist der Zusammenhang mit der Laufzeit des Lichtsignals
klarer:

raumartig c(t
c?(t

zeitartig — 2= (x"—y")? > (x' =y + (2 — )P+ (P

mit ct = x" und ct’ = y°. Zwei ‘gleichzeitige’ Ereignisse (im Laborsystem)
mit x =y sind also raumartig. Wegen der Invarianz des Skalarproduktes
ist die Raum- bzw. die Zeitartigkeit unabhéingig vom Bezugssystem (nicht
jedoch die ‘Gleichzeitigkeit’).

Die Vierergeschwindigkeit

Aufgrund der Zeitdilatation ist es nicht so einfach, einen Ausdruck fiir
eine Geschwindigkeit hinzuschreiben - nach welcher Zeit soll die Bahnli-
nie abgeleitet werden? Von besonderer Bedeutung ist hier der Begriff der
Figenzeit. Sie bezeichnet die Zeit T, die eine Uhr anzeigt, die mit dem be-
wegten Korper fest verbunden ist, d.h. mit ihm bewegt wird. Mit T benennt
man die Zeit im Ruhesystem des Beobachters. Es gilt dT = dty/1 — 2,
also

2
dt? = dt’(1—p?) = é (c dt)? — dx? — dy® — dzﬂ - i—‘z, (16.4)
und damit ist die Eigenzeit invariant unter Lorentztransformation, genau
wie das Lorentz-invariante Linienelement ds. Man hat also eine Zeit, die
zur Definition eines Geschwindigkeitbegriffes geeignet ist. Somit definiert
man die Vierergeschwindigkeit ut als

dx* 1 .
- W= (e, 9),

_dv | VI-p
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also

o d(ct) C 1 dxdt 1

e dr  /1—p? YT atar VX\/l—BT oo (162)
Es ist dann
1 ds\?
uut = ey {c2 —v2 —vi —vz} = (d_’t> =c’. (16.6)

Die Viererbeschleunigung

Analog zur Vierergeschwindigkeit definiert man die Viererbeschleunigung

i dut  d*xM
Todr 0 dr?

Zwischen Vierergeschwindigkeit und -beschleunigung besteht ein besonde-
rer Zusammenhang. Es ist ndmlich nach Gl. (16.6)

d du du# duwY
0 = — B — _H H _— =
(u,ut) - ut +uy, Iy e

uf + u, b¥ =2u,b",

also b_Lu beziiglich der Minkowski-Metrik. Ein Teilchen bewege sich nun
entlang der x-Richtung. Dann ist
uwW ¢ cdt

ul v, dx
was bedeutet, dass der Vektor der Vierergeschwindigkeit immer tangential
an der Weltlinie (der Kurve im R?, die jede Ebene x" = konst nur einmal
schneidet) liegt und damit zeitartig ist. Hingegen ist im Ruhesystem des
Teilchens

o — du’ d 1

_— = ——:0
dt CdT,/l_BQ ’

also ist b" ein raumartiger Vektor.

16.2 Lorentz-Transformation im Viererraum: Rotation und Boosts

Im letzten Abschnitt wurde der Ubergang zu den Koordinaten eines neu-
en Inertialsystems x'* vollzogen. Wie findet man aber die x’*, wenn man
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die Relativgeschwindigkeit der Koordinatensysteme kennt? Die volle Dar-
stellung der Transformationsmatrix L', als Funktion von sechs Parame-
tern (drei Rotationswinkeln, drei Relativgeschwindigkeiten) ist in Kap. 8
der “Theoretischen Mechanik” dargestellt; hier wiederholen wir nur eini-
ge Gesichtspunkte. Die allgemeinste lineare Transformation in ein anderes
Koordinatensystem wird durch

x™ =T1H x"

vermittelt. Wir suchen die Bedingungen, denen LY, geniigt. Wegen der
Invarianz des Minkowski-Abstandes unter Lorentztransformation ist

2 12 iy, 1V v o o
§7=15" = g x"x" = g [ LYoxPx” = gpexPx?,

also

Jpo = gm/I—uvam Jpo = (LT)upgm/Lyc . (16-7)

Hier erkennt man deutlich die Ahnlichkeit zu orthogonalen Transformatio-
nen. Weiterhin gilt

_ T _
@ = dtht detg detL = detL = £1.
=— —=detL

Man nennt Tranformationen mit

+1 eigentliche Lorentztransformation
detlL =

—1 uneigentliche Lorentztransformation .

Wir untersuchen im folgenden zwei konkrete Beispiele fiir LY.

Rotationen
Man setzt L8 =1, L? = L}) = 0:
1000
0
o
Ly = 0 R
0

Die Untermatrix R beschreibt dabei eine Rotation, also eine orthogona-
le Transformation im euklidischen dreidimensionalen Unterraum. Wie ge-
wohnt redet man bei

detL = detR =1 eigentlichen Rotati
detL = —1 von uneigentlichen oraionen.
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Boosts

Die speziellen Lorentztransformationen werden auch als Boost bezeichnet.
Die durch LY, vermittelte Transformation soll in ein mit der Geschwindig-
keit v z.B. in x-Richtung bewegtes Inertialsystem fiihren. Laut den Glei-
chungen der Lorentztransformation ist

X/0 — Y(XO_ Bxl)v X/1 — Y(Xl_ on)v X/2 — X2, X/3 — X3,
(16.8)
mit
p= y= S
c V1— B2
was 7Zu
Y =By 00
" —pBy v 00
L+ 0 010 (16.9)
0 001

fithrt. Was ein solcher Boost bedeutet, macht man sich wie folgt klar: Der
Ursprung von £’ (d.h. der Punkt mit x = 0, x> = 0, x’*> = 0) hat im
Inertialsystem X die Koordinaten

xlzﬁxozvt, x>=0, x*=0,

d.h. die Lorentztransformation bildet auf ein mit Relativgeschwindigkeit v
in x!'-Richtung bewegtes Koordinatensystem X’ ab.

Im Grenzwert ¢ — oo gehen die speziellen Lorentztransformationen in
Galileitransformationen iiber; z.B. fiir Gl. (16.8):

t'=t, xT=x—vt, x?=x%, x®=x3.

Fiir kovariante Ortsvektoren lautet das Transformationsgesetz

X, = L%y, mit LY = 9wl g™,
was zZu
Y By 00
Ly = B}; ”6 (i) 8 , (16.10)
0 001
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fithrt. Drei Rotationen um und drei Boosts entlang der Raumachsen er-

geben sechs unabhéngige Parameter fiir die eindeutige Bestimmung einer

Lorentztransformation. Man sieht das auch auf eine alternative Weise. Die

16 Transformationsgleichungen

Juw = 0 pGI—puLGy

sind nicht alle unabhéngig. Wegen der Symmetrie von ¢, hat man nur
zehn unabhéangige Gleichungen und damit sechs freie Parameter.

Gruppeneigenschaften

Einige weitere FEigenschaften der Lorentztransformation sind die folgenden:

1.)

2.)

3.)

Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe

Bei der Hintereinanderausfiihrung zweier Lorentztransformationen er-
gibt sich wieder eine Lorentztransformation. Diese Gruppe ist aber
nicht kommutativ, da es sich ja um Matrix-Multiplikationen handelt.
Die nachsten beiden Eigenschaften sind Folgen dieser Gruppen-Eigen-
schaft.

Die Identitdt ist eine Lorentztransformation

Das ist klar, da sich ein Boost fiir § = 0 in die Identitit verwandelt.

Zu jeder Lorentztransformation existiert eine Inverse

Die Hintereinanderausfithrung einer Lorentztransformation und ihrer
Inversen fiihrt also zur Identitdt. Man kann die Inverse direkt angeben.
Wie oben gezeigt, gilt

gm/ o ng‘I—puLO-’V .
Damit ist

67\\/ - g)\Hgm/ = g)\ugpﬁl—ap va — LO‘)\LG’V'

=L

Die gesuchte (Inverse)' lautet also L) = g™ gpel, .

16.3 Gauflsches cgs-System

Fiir die relativistische Formulierung ist es vorteilhaft, nicht das bisher ver-

wendete SI-System fiir die elektromagnetischen Einheiten zu benutzen, son-
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dern das Gaufische cgs-System. Die Maxwell-Gleichungen haben im Gauf3-
schen cgs-System (im Vakuum) die Form:

V- E = dmp V-B=0 (16.11)
~  4m- 10E ~  10B

VXB=—j+-— E+-——=0. 16.12

% c)+cat VX Jr(:at ( )

Die Lorentz-Kraft lautet im Gaufischen cgs-System: ¢ (E + %G x B )

Aus den Potentialen A und ¢ gewinnt man die physikalischen Felder im
cgs-System via

R " -~ 10A
B = A E=——— 16.1
V XA, rw Vo, (16.13)

die Lorenz-Eichung hat die Form
VA+Li24 =y (16.14)
cot’ '

16.4 Strome, Dichten, Potentiale

Der in den letzten Abschnitten entwickelte Formalismus stellt eine extrem
leistungsfahige Methode zur Formulierung der Elektrodynamik dar. Im fol-
genden werden die Gleichungen der Elektrodynamik so geschrieben, dass
sie unter Lorentztransformation forminvariant bleiben.

1.) Die Kontinuititsgleichung
Die Viererdivergenz (16.3) legt einen Zusammenhang mit der Konti-
nuitatsgleichung nahe. Setzt man

it = (cp,j),

fiir die Viererstromdichte, so wird die Kontinuitétsgleichung einfach
zu

3" =0 |, (16.15)

Da dies einen Skalar darstellt, ist die Gleichung Lorentz-invariant.
Man unterscheide zwischen Forminvarianz unter Lorentztransforma-
tion (das ist das eigentliche Ziel der kovarianten Formulierung) und
Lorentz-Invarianten, die ihren Wert unter Lorentztransformation bei-
behalten, so wie die linke Seite von GIl. (16.15). Hier ist das beides
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2.)

aufgrund der skalaren Eigenschaft von 0,j" der Fall. Eine Lorentz-
transformation, z.B. ein Boost, mischt die Ladungs- und Stromdich-
ten.

Diese Eigenschaft ist von nun an fiir jede physikalische Gleichung zu
fordern. Die Frage ist hier speziell, ob j* wirklich ein Vierervektor ist.
Dazu muss sich seine nullte Komponente cp als zeitartige Variable
transformieren. Die im Volumenelement d3x eingeschlossene Ladung
ist pd®x. Das Minkowski-Volumenelement d*x transformiert sich auf
folgende Weise:

5(X/O, Xll, X/Q, X/4)
0(x0, x1, x2, x4)

=|detL=1

d4xl —

d*x = d*x,

\ .

also ist d*x eine Lorentz-Invariante. Dabei ist die Jakobideterminante

aXIO axll aXIQ axl3

x0 x0 x0 x0

0 1l 12 4 ox0  ox/t ax? ox’?
‘a(x 7X 7X 7X ) . ;:1 ::l ;(1 ::l
1 2 4 — |ox© oxt ax? ox”3

a(XO7X 7X 7X ) X2 X2 X2 X2
ox0  oaxt ox? ox’?

x3 x3 x3 x3

gerade die Determinante der Transformationmatrix L der Lorentz-
transformation.

Andererseits ist wegen der Invarianz der elektrischen Ladung
o/ d®x' = pd®x. (16.16)

Damit ist gezeigt, dass p eine zeitartige Variable ist: Sie transformiert
sich wie dxV.

Die Lorenz-Eichung

Die Lorenz-Eichbedingung lautet

-~ 10
AL = 0.
\Y +Catd) 0

Mit der Definition des Viererpotentials

A¥ = (qp, 7\) (16.17)
wird dies zu
E)HAPL =0. (16.18)
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Auch das ist als Skalar wieder invariant unter Lorentztransjormation.
Das gilt offensichtlich nicht fiir die Coulomb-Eichung V - A = 0.

3.) Vektor- und Skalarpotential in Lorenz-Eichung

Die Feldgleichungen fiir die Potentiale ¢ und A konnen nun kompakt
hingeschrieben werden. Sie lauten zusammen einfach

i
OAH = %tj“ . (16.19)

4.) Die E- und B-Felder
Mit o¥ = (1i —V) ergibt sich beispielsweise fiir die x-Komponenten

cot’
E,=—= — T — (Al —3'A 16.20
c ot 0x ( ) ( )
dA., 0A
B, = —=— —Y —_(3%2A% — 03A2 16.21
3y 3, ( ) ( )

16.5 Maxwell-Gleichungen in Vakuum und Materie

Wir definieren zunéchst den antisymmetrischen Feldstdarketensor (auch Feld-
tensor)

0 —E, —E, —E,
E. 0 —B, B,

WY _ QRAY _ AVAH
Y = oHA 0'A E, B, 0 B, (16.22)
E, —By B« 0
Seine kovariante Form erhalt man durch
0 Ex Ey E,
—E 0 —B B
Fiv = 9uoFPgn = _E;‘ B. 0 _B (16.23)

—E, -B, B, 0

Aus diesem gewinnt man den sogenannten dualen Feldstarketensor FHY
iber

0 —B, —B, —B,
B, 0 E, —F,
B, ~E, 0 E,
B, E, —E, 0

1
FHY = WM, —

5 (16.24)



Analog zum dreidimensionalen Fall ist hier

+1 falls w,v,A,p zyklisch
e — ¢ —1 falls u,v,\ p antizyklisch . (16.25)
0 sonst

Man sieht, dass man von F* direkt nach F*V gelangt, wenn man B fiir
E und —E fiir B einsetzt. Mit diesen Definitionen konnen die Maxwell-
Gleichungen &duflerst kompakt aufgeschrieben werden. Wir trennen in in-
homogene und homogene Gleichungen.

1.) Die inhomogenen Gleichungen
Sie lauten unter Verwendung des Feldstérketensors einfach

0P = 5", (16.26)

und diese Formulierung ist, wie man leicht zeigen kann, Lorentz-invari-
ant. Also gilt in jedem anderen Inertialsystem K’ die Gleichung

41t
I TV . /v
0, F* = " i,
2.) Die homogenen Gleichungen

Sie haben die Form

0.7 =01, (16.27)

wobei F*Y hier der duale Feldstéirketensor ist. Wie sich zeigen lésst,
kann man die homogenen Gleichungen auch mit Hilfe des Feldstéarketen-
sors F*Y schreiben:

MFA 4 VM + MW = 0. (16.28)

Diese Gleichung heifit auch Jacobi-Identitit (der Beweis erfolgt einfach
durch das FEinsetzen der Definition (16.22)). Da aber die Null auf
der rechten Seite ganz automatisch allein durch die Definition von
F*Y herauskommt, sind die homogenen Gleichungen ohne jede weitere
Annahme automatisch erfiillt!

Mit anderen Worten: Schreibt man Gl. (16.22) hin, so
sind die homogenen Gleichungen bereits impliziert und
damit triviall
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Beispielsweise bekommt man dann fiir £ =0, v =1 und A = 2 die
z-Komponente der Induktionsgleichung wieder:

10 0 0 10= =
cot 0x y oy [cat VX ]

z
Fir u=1,v =2, und A = 3 ergibt sich

0 0 0 =
_BX _B _BZ — 'B — O
ax x Tt oy ’ Ly v

16.6 Transformation der Felder

Wenn man schon die Elektrodynamik kovariant formuliert, dann stellt sich
die Frage, wie sich elektrische und magnetische Felder bzw. der Feldstéarketen-
sor unter Lorentz-Transformationen verhalten. Die universelle Transforma-
tionsvorschrift fiir Tensoren zweiter Stufe lautet

v v A
FWY = LY PV

Das gestrichene System bewege sich mit der Geschwindigkeit v entlang
der x-Richtung. Die zwischen K und K’ vermittelnde Transformation ist
ein Boost der Form (16.9) und bewirkt, dass im gestrichenen System die
Felder folgende Form annehmen:

E; = EX, B; — Bx
E, = (E,—BB.)/V1—B% B = (By+BE.)/\/1—p2.
E, = (E.+BBy)/V1—B% B, = (B,—BEy)/v/1—p>?

(16.29)

Spéatestens hier wird klar, dass elektrisches und magnetisches Feld untrenn-
bar verkniipft sind. Der Feldstarketensor F*V, nicht die getrennten Felder
E und B, liefert die relativistisch konsequente Beschreibung des elektro-
magnetischen Feldes. Die korrekte Verallgemeinerung von Gl. (16.29) fir
allgemeine Geschwindigkeiten v lautet

B — yﬁ_y_l(ﬁ.v)v_l(vxﬁ)

V2 C
N N _1 =\ . . N
B = yE—y2 (E-v)V—FX(\)XE)
Vv C
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mit
o 1

Zu beachten ist, dass zu einer Transformation in ein neues Bezugssystem
immer auch eine Transformation der Raumzeit-Koordinaten gehort, denn
andere Koordinaten hat der dortige Beobachter ja nicht zur Verfiigung.
In K’ miissen also die Felder als E/ = E’(x’,t’) und B’ = B'(Xx’,t') aus-
gedriickt werden. In den Formeln (16.29) wird diese Tatsache noch nicht
beriicksichtigt. Die obigen Formeln machen deutlich, dass beispielsweise
ein in einem bestimmten Inertialsystem rein magnetisches Feld nicht in
allen anderen Inertialsystemen auch rein magnetisch zu sein braucht. Bei
der Transformation treten plotzlich elektrische Feldkomponenten auf! Das
darf aber nicht zu der Annahme verfithren, die Lorentz-Kraft

N 64\ RN
FLZ—\)XB
C

erwachse rein aus der Transformation des Magnetfeldes in das Bezugssys-
tem eines bewegten Teilchens. Wie man sich mit Hilfe von Gl. (16.29) leicht
iberzeugt, gilt diese Aussage nur in niedrigster Ordnung in v/c.
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