Teil IV

Elektromagnetische Strahlung im
Vakuum
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9. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

9.1 Homogene Wellengleichungen

Im Vakuum (p = 0; ; = 0) lauten die Maxwell-Gleichungen

—

_ _ = 0B = JF
-E =0; -B =0; E=——; B = —. (9.1
\Y4 ; Vv ; V X ot V x €()},L()aJc (9 )
Zur Entkopplung von E und B bilden wir
- . JF d_ -
Vx(VxB)=V(V-B)—AB =¢gupV x — = egup=—V x E
Y ot ot
. 9?B
— 0”’0 6t2 .

(9.2)

wobei wir drei der vier homogenen Maxwellgleichungen (9.1) verwendet
haben. Das Resultat ist eine homogene Wellengleichung

1 02\ = 1
(A— ——) B=0 ; ? = €oHyo- (9.3)

Analog verfdhrt man mit dem E-Feld:

—

= = = 0B 0 =
Vx(VxE)= =V (V-E)—AE = —an: —anB
=0 (9.4)
_ . 0*E
- O’J'OatQ .
Mit der Abkiirzung
1 02
O=A——=— :
c20t? (9:5)
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fiir den d’Alembert-Operator [ erhélt man dann anstelle von (9.1)

~ IR (9.6)
LOE = 0; V-E=0
Fiir die zugehorigen Potentiale findet man nach Kapitel 7:
OA =0, V-A=0 (9.7)
O =0 (9.8)

in der Coulomb-FEichung.
Wir haben also Differentialgleichungen vom Typ

Of(x,t) =0 (9.9)

zu 16sen, wobei f fiir irgendeine Komponente von E, B oder R steht. Die
Losungen fiir E, B und A sind dann noch der Nebenbedingung unterworfen,
dass die Divergenz verschwindet (Transversalitdtsbedingung).

9.2 Ebene Wellen

Ebene Wellen in z-Richtung

Zur Vereinfachung nehmen wir zunéchst an, dass die Felder E und B nur in
einer Raumrichtung, z.B. in z-Richtung, variieren, d.h. f = f(z,t). Dann
lautet die Wellengleichung (9.9)

02 1 9?

— — —— |f(z,t) =0. 9.10

(aZQ CW) (2,1) (9.10)

Wir suchen Losungen dieser Gleichung, indem wir die Substitution
&E=z—ct n=z+ct

vornehmen, d.h.

1 1
z=;Mm+¢& 5o —¢&
Damit lauten die Ableitungen
0 _0z0 o0t9 170 109
0§ 080z 0&dt 2\0z cot
0 0z 0 ot 0 1/0 10
on oOnodz oOnot 2\0z cot

SR S S
9fon 4\ 0z2 c20t2



Damit l&sst sich die Wellengleichung also als
62
0&an

schreiben. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

f=1.(& +f-(n)

und nach Riicktransformation auf die alten Variablen z und t

f=20

f(z,t) =fi(z—ct) + f_(z+ct)

worin . und f_ beliebige, zweimal differenzierbare Funktionen sind. Die
Losung f(z,t) = f, (z—ct) bedeutet, dass ein beliebiger, zur Zeit t = 0 vor-
gegebener Funktionsverlauf f, (&) sich mit Geschwindigkeit ¢ in positiver
z-Richtung verschiebt (oder bei f_(z 4 ct) in negativer z-Richtung). We-
gen der Linearitat der Wellengleichung lassen sich die Losungen iiberlagern.
Das Argument zF ct heifit die Phase der Losung der Wellengleichung. Den
Punkten z gleicher Phase sind dieselben Werte der Funktion f,(z — ct)
(oder f_(z+ ct)), d.h. dieselben physikalischen Feldzusténde, zugeordnet.
Die Punkte gleicher Phase liegen auf den Ebenen z = =ct, die senk-
recht auf dem Basisvektor e, stehen und sich mit Geschwindigkeit +c in
Richtung e, bewegen. Solche Losungen der Wellengleichung heifien ebene
Wellen. Beispiel:

f
fi(zFct) = 9 exp

(z F ct)?
=

b2 ] ., fo = const.

Das ist eine Welle in Form einer Gau3kurve der Breite b.

Allgemeine ebene Wellen

Die ebenen Wellen, die sich in z-Richtung bewegen, lassen sich leicht zu
dem allgemeinen wichtigen Losungstyp von (9.9) verallgemeinern:

f(x,t) = f(n-x T ct) (9.11)

fiir beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktionen f und dem
Einheitsvektor n in einer beliebigen Raumrichtung, mit [n| = 1. Um zu
zeigen, dass Gl. (9.11) eine Losung der Wellengleichung ist, verwenden wir
die Abkiirzung

E=n-xFct (9.12)
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und bilden:

of of . df o d3f a3
g = — = —Ty f=n—: Af =n?— = —.
(V1) e aan ~N V ndE n de2 e
of _of L dof_af 1o @
ot o0& teot  dE cPotr  dgr
(9.13)
und somit
1 9%f
Af— 535 =0 (9.14)
Damit ist
B = By f(x,t) (9.15)

Losung von Gl. (9.3); analog fir E und A.

Eigenschaften der Lésungen

i) Ebene Wellen

Funktionen vom Typ (9.11) beschreiben ebene Wellen, deren Wellen-
fronten Ebenen sind: Die Punkte X, in denen f(x,t) zu einer festen
Zeit t den gleichen Wert annimmt, liegen auf einer Ebene (Hesse’sche
Normalform)

N -Xx = const , (9.16)

die senkrecht zu 1 steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (9.11) erhélt
man Wellen, die in +n-Richtung laufen.

ii) Transversalitiat der elektromagnetischen Wellen
AusV-B=0 folgt mit Gl. (9.15) B — l§0 f(x, t)
of of of

B = 3B+ 09By + 93B3s = Byj——1; + Bgy—-Tlp + Bpg—
\Y% 1B1 4+ 09Bo + 03B3 01a£n1+ 026£n2+ 0365113,
also
- .\ df
B, - )—:0 0.17
(Bo-n) g =0 (9.17)
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d.h. da 0f/0¢& im allgemeinen nicht null ist,
B-n=0; (9.18)

Entsprechende Orthogonalitét zur Ausbreitungsrichtung n der Welle
findet man fir E und A, wenn man V - E = 0 (im Vakuum) und

V-A=0 (wegen der Coulombeichung) beriicksichtigt.

iii) Orthogonalitét von E und B

Aus dem Induktionsgesetz

- 0B
E=—+ 9.19
V X T (9.19)
folgt fiir die ebenen Wellenlésungen
E=FEf(R-x—ct); B=Bggn -x—-ct) (9.20)
wegen
= of . = of
(VX E), = eapyOpEy = eapyEorzzne = (0 x Bo) 37
die Beziehung
~ =\ df =~ dg
E )— ) 9.21
(n x Eg iz C 03t (9.21)

also E L B mit GL. (9.18). E, B und 1 bilden also ein orthogonales
Dreibein (siehe Fig. 9.1).

Abbildung 9.1: E,
B und m bilden ein
Rechtssystem.

AITII,

Bemerkungen
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1.) AuBer ebenen Wellen sind z.B. auch Kugelwellen Losungen von Gl. (9.9);
sie haben die Form:

f(r —ct)

—, (9.22)

wobei f eine beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktion
ist. Der Beweis verlauft analog zu (9.13) in Kugelkoordinaten.

2.) Die Existenz von elektromagnetischen Wellen (z.B. Lichtwellen, Ra-
diowellen, Mikrowellen, y-Strahlung etc.) beweist die Richtigkeit der
Relation V x B = egup0E/0t im Vakuum, die entscheidend in die
Herleitung der Wellengleichungen eingegangen ist. Sie stellt die expe-
rimentelle Bestatigung fiir das Maxwell-Ampere-Gesetz (6.29) dar.

9.3 Monochromatische ebene Wellen

Eine spezielle Form der ebenen Welle ist die Wahl
os
f(&) = exp (1—<i>
C
mit der man z.B. die elektrische Feldstiarke in der Form
E = Eo exp(i (k X F wt)) (9.23)
erhalt. Dabei ist
k = kn, (9.24)

und w und k héngen iiber die Dispersionsrelation

= k*c? (9.25)

zusammen, wie man durch Einsetzen von Gl. (9.23) in die Wellengleichung
(9.6) sofort sieht. Eine ebene Welle vom Typ (9.23) nennt man mono-
chromatisch, da sie nur eine (Krels JFrequenz w enthélt. Entsprechende

Losungen findet man fiir A und B.

Komplexe versus reelle Felder

E, A und B sind als Messgrofien reelle Vektorfelder. Die komplexe Schreib-
weise in Gleichung (9.23) ist verabredungsgeméf so zu verstehen, dass das
physikalische Vektorfeld durch den Realteil von (9.23) beschrieben wird.
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Die komplexe Schreibweise ist oft (z.B. beim Differenzieren) bequemer als
die reelle; sie ist problemlos, solange nur lineare Operationen durchgefiihrt
werden.

Bei der Berechnung physikalischer Gréflen wie etwa der Energiestromdich-
te treten Produkte von Vektorfeldern auf. Bei diesen Problemen muss man
von Anfang an reell rechnen. Zeitliche Mittelwerte (... ) solcher Produkte
kann man in komplexer Schreibweise wie folgt berechnen: Fiir zwei Vek-
torfelder

N N

a(x,t) = do(X) exp(—iwt);  b(X,t) = by(x) exp(—iwt) (9.26)

gilt fiir den zeitlichen Mittelwert des Produktes

—

((Rea) - (Reb)) = %Re(a 1), (9.27)

denn in
~ - 1, ~ = -
(Rea) - (Reb) = Z(ao exp(—iwt) + q; eXp(iwt)) (bo exp(—iwt) + by exp(iwt))
1.~ . .
= Z(aobz‘, + agbg + dgbg exp(—2iwt) + agby exp(2iwt))
(9.28)

verschwinden die gemischten Terme mit den Zeitfaktoren exp(£2iwt) nach
Zeitmittelung und es bleibt

N

((Re@) - (Reb)) = i(a B 4+a-b) = %Re(a B . (9.29)

Terminologie

Wellenvektor k B
Wellenzahl k k = |K|
Kreisfrequenz w w=ck
Frequenz v v = w/(2m)
Wellenlinge A A= (2n)/k =c/v
Schwingungsdauer T T=02m)/w=1/v
Anhand von GI. (9.23) sieht man, dass T die zeitliche Periodizitdt der Welle
bei festgehaltenem Ort x beschreibt,

expiw(t+T)) = exp(iwt + 271) = exp(iwt); (9.30)
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analog gibt die Wellenlédnge A die rdumliche Periodizitit an:
exp(ik(z + A)) = exp(ikz 4 2mi) = exp(ikz) (9.31)
fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.

Phasengeschwindigkeit
Die Grofie

b=k x— wt (9.32)

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit vy, ver-
steht man die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorge-
gebener fester Phase bewegt. Um vy, zu bestimmen, betrachten wir wie-
der eine ebene Welle in z-Richtung und bilden das totale Differential von

d(z,t):

dp = kdz — wdt. (9.33)
Fiir ¢ = const. folgt dann:
vph=Z o9 (9.34)
L T '

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

Energiedichte

Streng genommen ist eine ebene Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
unendlich ausgedehnt; jede praktisch realisierbare Welle dagegen begrenzt.
Die ebene Welle ist jedoch eine sinnvolle Approximation, wenn die Aus-
dehnung der realen Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung grof3 ist im
Vergleich zu irgendwelchen Hindernissen (z.B. Spalte), durch die sie gestirt
werden kann.

Fiir monochromatische ebene Wellen gehen die Beziehungen

B=VxA E= - (9.3
(wegen der Coulombeichung ist ® = 0) wegen
(VX A) = €apy@pAy = €apyAnyikpe™ T — i(k x A)
in der komplexen Darstellung iiber in
B=i(kxA); E=iwA. (9.36)
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Mit Gl. (9.36) und (9.27) lassen sich Energie und Impuls der Welle leicht
ausrechnen. Der zeitliche Mittelwert der Energiedichte (reelle Darstellung)

ist:
1 T
<(UF> = —J wr dt | (9.37)
T Jo
wobei die Energiedichte wy (mit ppeg = 1/c2) durch
€02 I o €02, 2po
= —EFE"+—B“"=—(E B 9.38
WF 9 + 210 5 ( +c ) ( )

gegeben ist. Mit A-k= 0, d.h. AL i, finden wir:

(wp) = 2 ((E-E) + (B B))

T - R L (939
_ %Re(wQA AT+ KA AT = %wQ|A0\2 — %|Eo|2 : (939)

=w?
Energiestromdichte

Entsprechend zu Gl. (9.39) gilt (mit n = ]2/ \El) fiir die Energiestromdichte
(8.14)

1= = S o= WK[E? k[ B
§) = (ExB) = Ak = LK K BT _ ey
Ho 2o 2uy w?  2yp ck 2
(9.40)
und direkt tiber Gl. (8.33) fiir die Impulsdichte
= —|E = —(S) . 9.41
) = S L = 5 (5) (9.41)

Vergleicht man Gl. (9.39) mit (9.40), so findet man
() =c(wr); ¢ l{mR)l = (wF).

Die Gleichung linker Hand zeigt, dass Energie des elektromagnetischen
Feldes mit der Geschwindigkeit ¢ transportiert wird, da es sich bei S um
eine Energiestromdichte handelt, also dem Produkt einer Dichte und der
Geschwindigkeit einer stromenden ,,Substanz®. Die Gleichung rechter Hand
weist aufgrund der relativistischen Energie-Impuls Beziehung

E= \/m?,c4 + p2cy, (E=cP) o

auf Ruhemassen-lose Teilchen (Photonen) hin.
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9.4 Polarisation

Wegen der Transversalitdt und der Orthogonalitét von E und B kénnen wir
eine monochromatische ebene Welle der Form (9.23) beschreiben durch:

E=ceEpexpli(k-x—wt)); B =esByexp(i(k-x— wt)) (9.42)
mit

-6 =05y  €-k=0. (9.43)
Eine solche Welle nennt man linear polarisiert. Eine zu (9.42) gleichberech-
tigte, linear unabhéngige ebene Welle zu gleichem Wellenvektor k erhélt
man, indem man E in es-Richtung und B in e;-Richtung wahlt. Der allge-
meine Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen Welle ergibt
sich dann nach dem Superpositionsprinzip, z.B. fiir das elektrische Feld:

E = (€1E1 + éQEQ) exp (1(12 X — wt)) (9.44)

mit E; (1 = 1,2) als beliebigen komplexen Zahlen E; = |Ei|exp(idy). Das
reelle physikalische Feld ist dann

E, = |E4] cos(ro?— wt + c])l) E, = |Ey cos(ro?— wt + CI)Q) (9.45)

Gleichung (9.44) bzw. (9.45) beschreibt alle moglichen Polarisationszusténde,
die nach der relativen Phase ¢1 — ¢9 und den Betrigen |E{| und |Es
unterschieden werden konnen. Auflerdem lésst sich Gleichung (9.44) als
Uberlagerung zweier linearer polarisierter Wellen auffassen; das zeigt, dass
sich jede beliebig polarisierte Welle als Uberlagerung zweier linear polari-
sierter Wellen auffassen lésst.

1.) Lineare Polarisation liegt vor, wenn

G1— P2 =0 oder =+ (9.46)
Das Feld ist dann
E = ([Eilé; + [Ealeés) cos(kX — wt + 1) , (9.47)

mit einem orts- und zeitunabhéngigen Koeffizienten; E schwingt in
einer festen Richtung relativ zur Ausbreitungsrichtung. Richtung und
Betrag von E sind gegeben durch (siehe Fig. 9.2)

|Eo

¥ = arctan (j:E); E=/|E1]2 +|E2 (9.48)
1
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Abbildung 9.2: Richtung des

elektrischen Feldes bei linearer A’ ! 4>
Polarisation. | E 1 | €1
2.) Zirkulare Polarisation:
7T
[Bi| =[Eal = Eog; P1— o= + 5 (9.49)
dann wird namlich
E = EQ (El + ‘LEQ) exp(i(E : 7?, — wt + (I)l)), (9.50)

oder in reeller Darstellung
E = kg [COS(E§ —wt+ (])1)51 F Sin(ii —wt+ d)l)ég] . (9.51)

Der Ausdruck in der Klammer stellt fiir festgehaltenen Ort x die Pa-
rameterdarstellung des Einheitskreises dar. Der Drehsinn ist durch die
Wahl des Vorzeichens in Gl. (9.50) festgelegt; man erhélt rechts- bzw.
links-zirkulare Polarisation (vgl. Fig. 9.3).

&
o =T/2 Y E
>
Abbildung 9.3: Drehsinn bei €4
rechts— (links—). zirkulgrer Polari- & _ __ A\
sation, Ausbreitungsrichtung aus
der Papierebene heraus.
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3.) Elliptische Polarisation tritt auf fiir

[E1l # [Eal; &1 — 2 #0. (9.52)

E beschreibt dann fiir festes X eine Ellipsenbahn, deren Lage relativ
zu e; durch ¢ — do und deren Hauptachsenverhéltnis durch |E;|/|Es|
bestimmt ist.
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