Teil 11

Magnetostatik

o1

4. Ampere’sches Kraftgesetz

4.1 Elektrischer Strom und Ladungserhaltung

Elektrische Stréme werden durch bewegte Ladungstrager hervorgerufen.
Ladungstriager konnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuni-
ger, einem Elektrolyten oder einem Gas, Elektronen in einem Metall etc.
Ursache fiir die Bewegung der Ladungen sind in erster Linie elektrische Fel-
der, es kann sich aber auch um materiellen Transport von Ladungstrigern
handeln. Als elektrische Stromstérke definieren wir diejenige Ladungsmen-
ge, die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flief3t.

Stromdichte

Als einfachsten Fall betrachten wir zunéichst Ladungstriger mit gleicher
Ladung q und Geschwindigkeit v. Es sei a der Vektor senkrecht zum
Querschnitt des leitenden Mediums, dessen Betrag a die Querschnitts-
flache angibt und n die Dichte der Ladungstrager. In der Zeit At passieren
dann die in dem Volumen AV = (a -v)At befindlichen Ladungstriger den
Leiterquerschnitt, ndmlich n(a - v)At Ladungstriger. Damit folgt fiir die
Stromstérke (berechnet als Ladungsdichte mal Volumen pro Zeit)
nqg(a-v)At .o

I(a) = At =nq(a-v). (4.1)
Haben wir allgemein pro Volumeneinheit n; Ladungstriager q; mit der Ge-
schwindigkeit vi, so wird:

I(a)=a- (Z niqivi). (4.2)

Die Gleichungen (4.1) und (4.2) legen es nahe, die Stromdichte (oder elek-
trische Flussdichte) j einzufiihren, als

i= > migi. (4.3)
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Die Stromdichte hat die Dimension

o ladme A (4.4)

~ Flache - Zeit  m?2

Sie lédsst sich fiir g; = q mit der mittleren Geschwindigkeit
. 1 ~
vy = o Z Vi (4.5)
1
verkniipfen:

i =nq{) = p(v). (4.6)

Gleichung (4.6) macht deutlich, dass hohe Absolutgeschwindigkeiten der

Ladungstréger noch keinen hohen Strom bedeuten, da nur der Mittelwert

der Geschwindigkeiten der Ladungstréger wesentlich ist. Sind z.B. die Ge-

schwindigkeiten der Ladungstriger gleichméfig iiber alle Richtungen ver-

teilt, so wird (v) = 0 und damit auch j = 0. Im allgemeinen Fall ist p(x, t)

und (v(x,t)) orts- und zeitabhingig, also
j =

)
i(x,t). (4.7)

Kontinuititsgleichung

Den Erhaltungssatz der Ladung kénnen wir mit den Begriffen der Ladungs-
und Stromdichte wie folgt formulieren: Wir betrachten ein beliebiges endli-
ches Volumen V mit der Oberflache F. Die darin enthaltene Ladungsmenge
sei Q = Q(t). Wenn V nicht von der Zeit abhingt, so ergibt sich fiir die
Anderung der in V enthaltenen Ladungsmenge pro Zeiteinheit:

99 _ [ 200,
\%

dt ot

(4.8)

Da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet werden kann, muss die Abnah-
me (Zunahme) der in V enthaltenen Ladung gleich der (im betrachteten
Zeitraum) durch F hinaus (hinein)-strémenden Ladungsmenge sein:

Q
= iv dI (4.9)

Die dI sind die Stréome durch die Flachenelemente df der Oberfliche oV.
dI > 0 soll bedeuten, dass Strom in Normalenrichtung fliefit, d.h. fiir positi-
ve Ladung nach auflen oder fiir negative Ladung nach innen; entsprechend
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fiir dI < 0. Das begriindet das negative Vorzeichen: Falls Beitrige mit
dl > 0 iiberwiegen, bedeutet das einen Verlust von (positiver) Ladung.
Die rechte Seite ldsst sich durch das Oberflichenintegral der Stromdichte
ausdriicken, das nach dem Gaufischen Integralsatz in ein Volumenintegral
umgeformt werden kann:

3@ dlzﬁ; dF-T:J BxV-j. (4.10)
A% oV \%

Damit lautet die Ladungsbilanz:

d r IR
—J Bx L= | V-] (4.11)
v ooty
oder, da V beliebig gewahlt werden kann, erhalten wir die Kontinuitditsgleichung:
~ dp
Vi4+—=0. 4.12
i+ 5 (4.12)

Wihrend Gl. (4.9) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt,
bedeutet Gl. (4.12) die Ladungserhaltung in differentieller Form.

Spezialfille

(i) Elektrostatik: stationire Ladungen

% R

j= - - 41
ji=0 at0—>pp(X) (4.13)

(ii) Magnetostatik: stationdre Strome

9 _

FE q Vﬁ:O _
j=j(x) un j ~ 3

0. (4.14)
Fiir einen stationdren Strom ist ndmlich V ~]?zcitlich konstant, und
diese Konstante muss iiberall null sein, da Ladung nicht erzeugt oder

vernichtet wird.

4.2 Lorentzkraft und magnetische Induktion

Gegeben sei eine stationdre Stromverteilung ; = ;(i) Um elektrostatische
Effekte zu eliminieren, wollen wir annehmen, dass die Dichte der bewegten
Ladungstréiger, die den Strom aufbauen, kompensiert wird durch ruhende
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Ladungstréiger entgegengesetzten Vorzeichens (z.B. bewegte Leitungselek-
tronen und ruhende Gitterionen im metallischen Leiter). Auf eine bewegte
Probeladung g wirkt dann in der Umgebung des stromdurchflossenen Lei-
ters eine Kraft, fiir die man experimentell findet, die sogenannte Lorentz-
kraft:

N

K=q {3 X ﬁ] (4.15)
mit

= 5 () x (X =X")
B(x) =T Jvd X %P (4.16)
als der magnetischen Induktion (augh magnetische Flussdichte oder et-
was ungenau Magnetfeld genannt). B ist die Flidchendichte des magneti-
schen Flusses, der durch ein Flachenelement hindurchtritt. Die Gleichun-
gen (4.15) und (4.16) sind als Grundlagen der Magnetostatik ebenso expe-
rimentell gesichert wie

K=qE (4.17)
mit
E(X) =T Jv d3x ’W (4.18)

in der Elektrostatik! So wie wir Gl. (4.17) als Messvorschrift fiir das elek-
trostatische Feld E auffassen konnen, so stellt Gl. (4.15) eine Messvorschrift
fiir die magnetische Induktion B dar.

Maflsysteme

Hat man T, festgelegt, d.h. hat man die Einheitsladung definiert, siehe
Abschnitt 1.2, so sind in Gl. (4.15) und (4.16) alle auftretenden Gréfien
bzgl. ihrer Einheiten fixiert. I, kann also nicht mehr frei gewdhlt werden:

(ii) Gauflsches cgs-System:

No=1, M = —

5 (4.19)

mit der Lichtgeschwindigkeit c.
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(i) SLSystem:
1 Ho

— r ==L 4.20
4teq’ ™ 4n (420)
mit
2

mkg Vs
€y = 8.854- 10712 = 471077 —2 = 41077 —.

0 Nm?’ Ho 2 Am
(4.21)

Yo ist die magnetischen Permeabilitdt.

Relativistische Invarianz

Unabhéngig vom MaBsystem ist das Verhéltnis I}, /T, eine Konstante, da
das Verhéltnis von Ausdruck (4.15) zu (4.17) dimensionslos ist. Die Di-
mension des Verhéltnisses

3 /J x (x—x')
.fvd \:x Zx/p
J‘ d3x ; p(x") (x—x")

[x—x'[3

= [Geschwindigkeit] (4.22)

ist Geschvvlndlgkelt und daher

vxfd3” x (x—x")

[x— X’\“

J‘d3/P ) (x—x')

x—x'[?

= [GeschwindigkeitQ] (4.23)

Somit hat das Verhiltnis von I, /Te = €g 1o die Dimension einer inversen
Geschwindigkeit zum Quadrat.
Mit Gl. (4.20) und (4.19) erhalten wir die Beziehung

1
€ o = ? . (4,24)

Dieser fundamentale Zusammenhang verweist bereits auf einen Zusammen-
hang mit der speziellen Relativitidtstheorie. In der Tat kann man mit Hilfe
einer Lorentz-Transformation Gl. (4.15) und (4.16) in Gl. (4.20) und (4.19)
itberfiihren.
SchliefSlich folgt fiir die Dimension der magnetischen Induktion

= Kraft Ns Vs

Bl — = = T (Tesla).  (4.25
[B] Ladung - Geschwindigkeit Cm  m? (Tesla) (425)
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Der Zusammenhang mit der veralteten Einheit Gau$ ist 1 T = 10% G.

Superpositionsprinzip

Gleichung (4.16) enthlt - wie in (4.18) - das Superpositionsprinzip: Die
Felder zweier Stromverteilungen j; und jo iiberlagern sich linear, da j =
j1 4 jo die resultierende Stromverteilung ist.

4.3 Das Biot-Savart-Gesetz

Im folgenden soll das Vektorfeld B(x) fiir verschiedene einfache Stromver-
teilungen berechnet werden. In der Regel haben wir es mit Strémen I in
drahtférmigen Leitern zu tun.

Fiir einen diinnen Leiter konnen wir sofort iiber den Leitungsquerschnitt f
integrieren, wobei wir die Stromstérke

I= JT- af’ (4.26)
f

einfithren (siehe Abb. 4.1), und erhalten statt des Volumenintegrals (4.16)
ein Linienintegral. Dieselbe Umformung des Integrals erreichen wir durch
folgende Argumentation: Wir betrachten ein Volumenelement d3x’, das
ein Stiick dx’ eines drahtformigen Leiters L’ enthalten soll; dx’ ist also ein
Linienelement entlang des Leiters L. Durch den Leiter soll der Strom

dt
flieBen. Die Ladungstriger sollen mit einer mittleren Geschwindigkeit v’
unterwegs sein, fiir die .
~, dx!
VT
gilt. Dann ist
= o/

i(x") = p(x'WV'.
Mit der Ladungsdichte p(x') ist

dq/ _ dSX/ p(i/)

die elektrische Ladung im Volumenelement d3x’. Dann koénnen wir schrei-
ben
- . dx’ dq’
d*x'j(x') = &' p(x' V' =dq' — =
) = di oW = da’ So = <

dx' = I'dx’ (4.27)

Finsetzen in die Definition der magnetischen Flussdichte ergibt

= ol [ odx! x (x—X)
B = —
() A7t J/ x — x|

(4.28)

Dieses Konzept des infinitesimal diinnen stromfithrenden Leiters, des Strom-
fadens, entspricht dem Konzept der Punktladung in der Elektrostatik und
ist ebenso niitzlich.

df

Abbildung 4.1:
Geometrie eines Volu-
menelementes d®x’ eines d?’X1
diinnen Leiters L’.

Unendlich langer, gerader Draht

Fiir einen unendlich langen, diinnen Leiter kénnen wir die Integration in
Gl. (4.28) ausfithren. Dazu stellen wir fest, dass wir in dieser Anordnung
Rotationssymmetrie um den Draht als Achse als auch Translationsinvari-
anz entlang des Drahtes ausnutzen kénnen. Dazu wéhlen wir den Ursprung
O des x'-Systems auf dem Draht; der Draht soll dann parallel zu z’ ver-
laufen. Wegen der Translationssymmetrie kénnen wir den Vektor X zum
Beobachtungspunkt P senkrecht zum Draht wihlen (siehe Abb. 4.2). Dann
gilt

dx’ x (x —x') = |dx'[[x — x| sin Ve, = dz' T e,
mit

dz' = |d§/’ und R‘ =r= |§—§"sin1‘}
Eq, ist der Einheitsvektor in azimutaler Richtung. Auflerdem gilt (nach
Pythagoras)

[x—x'| = V12412 = /12 4 22

o8



Abbildung 4.2:
Geometrie fiir die Bestim-
mung der magnetischen

€

Induktion eines geraden,

diinnen, unendlich langen
|’ Leiters L', durch den ein

Strom I’ fliefit.

Damit wird das Linienintegral zu einem eindimensionalen gewhnlichen
Integral:

= o dz’ N
B(x) = FLOI'TJ 723% (4.29)
47t oo (.r2 -I—Z’Q)E

Dieses berechnen wir mit der Substitution

z' =rsinh & dz’ = rcosh & d&, T‘2+Z/2 =12 (l—l—sinh2 E) = 12 cosh? ¢

wegen cosh? & —sinh?2 & = 1. Dann gilt

o0 dz’ ® rcosh &dE 1 (> d& 1 o0
9 3 3 ‘h3 = 2 ‘h2 = 2 [tanh E’} —00 =
oo (r2 42/ )2 oo T3cosh’ & T ) _ocosh®E 1
Das Ergebnis fiir die magnetische Induktion im Punkt P ist also
= },L()I/;
B = 4.30

wobei 1 der senkrechte Abstand des Punktes P vom Draht ist. Dies ist die
Formel von Biot und Savart fiir einen diinnen, geraden, unendlich langen
Leiter. Es bedeutet, dass die Feldlinien von B konzentrisch um den Leiter
verlaufen und umgekehrt proportional zu r schwécher werden.
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4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Magnetfeld

Ausgehend von der Kraft, die eine Ladung q; erfihrt, wenn sie sich mit
der Geschwindigkeit v; im Magnetfeld B bewegt,

Ki = qi [Gi X E(zi)} , (4.31)

erhélt man mit der Umrechnung von Gl. (4.27) fiir die Kraft auf einen
Strom mit der Stromdichte j:

K=Y q [vi x E(zi)} = J a3xj(x) x B(X): (4.32)
- Y
1
das Volumen V ist so zu wihlen, dass es den Strom vollstindig erfasst.

Beispiel: Fiir einen diinnen Draht, iiber dessen Querschnitt sich das B-Feld
nicht (wesentlich) dndert, kénnen wir (wie in Kap. 4.3) 2 der 3 Integratio-
nen in Gl. (4.32) ausfiihren:

K= IJ dx x B. (4.33)
L

Das verbleibende Kurvenintegral lings des Leiters L lasst sich fiir einen
geraden Leiter ausfithren, wenn B sich lings L nicht dndert:

K = (IxB)L, (4.34)

wo L die Lénge des Leiters angibt. Die Kraft ist also senkrecht zur Strom-
richtung und zum B-Feld; sie ist maximal, wenn I senkrecht zu B verlauft
und verschwindet, wenn [ parallel zu B ist.

Drehmoment

Auf die Ladung q; mit Geschwindigkeit v; im Feld B wirkt das Drehmo-
ment

Kji = 7?1 X [qﬁi X E(il):| ; (435)

entsprechend auf den Strom der Stromdichte; (Umrechnung wieder nach
Gl. (4.27)):

Kj = Z)?l X [qﬁi X E(il)} = Jv dBX?( X (J X B) (4.36)
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Einfache Beispiele sind (rechteckige oder kreisférmige) Stromschleifen im
homogenen B-Feld.

Fiir die praktische Auswertung von Gl. (4.36) ist es zweckmiflig, mit der
Identitét (,,bac-cab-Regel®)

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)jc=>bla-c)—c(a-b) (4.37)
umzuformen:
N = J d?x [(X B)] —(x- ;)ﬁ} (4.38)
v

Stationirer Strom

Fiir einen stationédren, rdumlich begrenzten Strom im homogenen B-Feld
verschwindet der zweite Term in Gl. (4.38). Um dies zu zeigen, beriicksichtigen

wir, dass in der Magnetostatik wegen p = 0 auch Vj = 0 gilt, und verwen-
den (&, 3 =1,2,3)

Xoc] Z ey Xod Z ey ocy) + X“V] = eoc) Jo (439)
Y

sowie

xﬁx“) (Z wq;)xocj + (Z éyayx“> Xpj
Y

= Z ey ﬁyxaj + Z éyéow)([gj = X[x]'(g + Xﬁja
Y Y

(4.40)

Damit finden wir
J d3xx5jtX = J d3xx[3V . (XJ) = J d*x Vv - (xﬁxoj) —J d3xxaj[3
\Y% \4 \Y% \%

= J dF-xﬁxJ—J' PPxxajp = —J' d*x xaip
oV % v
(4.41)

unter Ausnutzung des Gauflschen Integralsatzes und des Verschwindens
von j auf der Oberfliche 9V von V. Fiir o« = 3 folgt aus Gl. (4.41)

J d*x (x-j) =0, (4.42)
A%
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so dass fiir ein homogenes (bzw. ein schwach verénderliches) Feld in Gl. (4.38)
der zweite Term exakt (bzw. ndherungsweise) verschwindet.

Magnetisches Dipolmoment

Entsprechend folgt aus Gl. (4.41) fiir o« # f3:

J &x (% - B)j = J &x (- B), (1.43)
\% \%
also:
JV dx (B-x) ] = ;L @ [(B-%) 7~ (B) %] = 1B XJV dx (%)
(4.44)

mit Formel (4.37). Ergebnis:

(4.45)

mit dem magnetischen Dipolmoment

m= 1J dx (x % 3)|. (4.46)
2J)v

Fiir einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Strome-
bene:

Ist der stromfiihrende Leiter diinn, so erhalten wir nach Integration iiber
den Leiterquerschnitt:

m= ;i(i x dx), (4.47)
und fiir den Betrag m:
= IF, (4.48)
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wobei I die Stromstérke und F die vom Strom eingeschlossene Fldche ist
(vgl. hierzu den Flidchensatz fiir die Bewegung eines Massenpunktes im
Zentralfeld!).

Anwendungen

Strommessung bzw. Elektromotor.

4.5 Kriafte zwischen Stromen

Mit den Gleichungen (4.28) und (4.33) ldsst sich die Kraft eines Stromes
" auf einen Strom I bei diinnen Leitern schreiben als:

B uoH'H L,
K= —— dx x |d X — . 4.49
47t LJu |X —X/|3 [ X (X X H ( )
[dx-(x—x")] dx/—[dx-dx’] (x—x")
Das ist das Ampeéresche Kraftgesetz, das die Wechselwirkung zwischen zwei
Stromfaden beschreibt. Gleichung (4.49) kann mit Hilfe von (4.37) symme-

trisiert werden:

= uoll’ o, x—X
K= = JLJ , dx - dxlm, (450)

denn der erste der zwei Terme aus der , bac-cab-Regel® enthélt eine totale
Ableitung, mit

dx - (x —x’) R 1
SERSASIACE R . — | = 4.51
JL x —x'|3 Jde v<|7<—X/|> 0 (4.51)

fiir geschlossene (Linienintegral {iber einen Gradienten) oder unendlich
lange Leiterkreise. Gleichung (4.50) dndert bei Vertauschung der beiden
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Stréme, d.h. von I und I’ sowie von x und X', das Vorzeichen. Darin spiegelt
sich das Actio-Reactio-Prinzip wider, das fiir elektrostatische wie fiir ma-
gnetostatische Wechselwirkungen gilt. Es wird allerdings durchbrochen bei
beliebigen, zeitabhéngigen Strom- und Ladungsverteilungen (siehe Kap. 6).
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