Aufgabe 1: Fragen

la) In Abwesenheit von Quellen lauten die Maxwellgleichungen

V-B=0 (1)
V-E=0 (2)
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- 0B
E+—=0 4
V xE+ m (4)

1b) Die dielektrische Verschiebung
@ = €0§ + 5)

ist ein makroskopisches Hilfsfeld. Es erfiillt die Maxwellglei-
chung R
V-D = ps

d.h. Quelle der dielektrischen Verschiebung ist die Dichte der
freien Ladungstriager. Sie ist damit unabhéngig von den Mate-
rialeigenschaften; diese gehen {iber die dielektrische Polarisati-
on P in die elektrische Feldstiarke & ein. Fiir lineare isotrope
Medien gibt es einen linearen Zusammenhang zwischen dielek-
trischer Verschiebung und elektrischer Feldstérke:

N
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1c) Das elektrische Dipolmoment

—

d= J d3x p(x)x

ist abhéngig vom Koordinatensystem, denn wenn man den Ur-
sprung des Koordinatensystems um a verschiebt, dann erhlt
man ein um Qa (Q Gesamtladung) verschobenes Dipolmoment.
Fiir das magnetische Moment
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m:—J d*x (x x j)
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bedeutet jedoch eine Verschiebung des Koordinatensystems kei-
ne Anderung, da der Zusatzterm im Integral verschwindet:
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1d) Zusétzlich zu den Maxwellgleichungen ist noch eine Eichung
erforderlich, um zur Wellengleichung zu gelangen. Jede Losung
der Wellengleichung wird also auch die Maxwellgleichungen
erfiillen, nicht jede Losung der Maxwellgleichungen erfiillt je-
doch die Wellengleichung.

le) Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt nach dem Ampere-Maxwellschen
Gesetz

N
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ein magnetisches Feld; &ndert sich der Fluss dieses Magnetfelds
durch den Leiterkreis, so wird geméaf
- 0B

E4+—=0
V x +at

im Leiterkreis ein Induktionsstrom erzeugt, der nach der Lenz-
schen Regel dem priméren Strom entgegenwirkt.

1f) Die retardierte Greensche Funktion

1 e x| .. /
G(i—il’t—t/): mé(t t c ) furt>t

0 fiir t < t’

(5)
die die Gleichung

OG(x—x",t—t") = =8(x —x")d(t —t')

16st, stellt eine Kugelwelle dar; sie hat die Form einer Kugel-

welle
f(r—ct)
r )
entsteht zum Zeitpunkt t = t’ im Punkt x = x’, breitet sich

kugelsymmetrisch aus und féllt in ihrer Intensitét mit 1/r ab.

1g) Die allgemeinen Stetigkeitsbedingungen fiir das makroskopi-
sche elektrische Feld sind
nx (EW—eg®) =g (6)

(D - DY =y ™)

d.h. die Tangentialkomponten sind stetig; fiir die Normalkom-
ponenten beim Ubergang von einem Leiter (1) auf einen Nicht-
leiter (2) folgt daraus

n-eW=o,

2



und R
€2ﬁ . 8(2) = —Y¥f.

1h) Kausalitdt bedeutet das physikalische Prinzip, dass eine Wir-
kung erst eintreten soll, nachdem eine Ursache aufgetreten ist
und nachdem zusétzlich die Laufzeit des Signals vom Ort der
Ursache zum Ort der Wirkung vergangen ist. Die Maxwell-
gleichungen sind mit kausalen und antikausalen Losungen ver-
traglich.

1i) Die Viererstromdichte fasst Ladung und gewohnliche Strom-
dichte zu einen Vierervektor zusammen:

N

G*) = (cp,j)  (u) = (cp,—j)

1j) Einen Abstand zwischen zwei Ereignissen x und y im Minkow-
skiraum nennt man raumartig, wenn sein Quadrat negativ ist,
wenn sich die Ereignisse also nicht durch ein Lichtsignal verbin-
den lassen, und zeitartig, wenn sein Quadrat positiv ist, wenn
sich die Ereignisse also durch ein Lichtsignal verbinden lassen:

T B _ )< 0: raumartig
<X Y ) (Xu yu) {> 0: zeitartig

Aufgabe 2: Spiegelstrome

Im rechten Halbraum x > 0 stimmen die Quellen des magnetischen
Feldes fiir das urspriingliche Problem und fiir das Problem, in dem
Medium 2 durch einen Spiegelstrom ersetzt wurde iiberein. Wenn
wir nun I’ noch so wihlen konnen, dass auch die geforderten Rand-
bedingungen an der Grenzfliche x = 0 iibereinstimmen, so haben
wir wegen der Eindeutigkeit der Losung auch das urspriingliche Pro-
blem gelost. Das Magnetfeld eines langen Leiters in z-Richtung hat
in Zylinderkoordinaten die Form

S

H= 2rr 9
(Siehe z.B. Aufgabe 6). In kartesischen Koordinaten, wenn der Leiter
am Ort
x = a,y = 0 verlduft, wird das zu

I rcos(g) I y
2 12 27 (x — a)? + y?

Hy = ’]jl| COS((p) -



Ebenso:
I a—x

27 (x — a)? + y2
Ganz analog fiir die Spiegelstréme I’ und I"”:

A y n __ 1’ y
H =L v ==

X 7 2m (x+a)2+y? 27 (x—a)?+y?

y:

o I/ o I// _
H,y — or (x—l—xa—')—Qa—l—y2 Hg — o (x—ctll)Qx—i—yQ
Im linken Halbraum herrscht nur das Feld H. = H”. Fiir x > 0
haben wir das Feld des vorgegebenen Stroms I und des Spiegelstroms
1" zu beriicksichtigen: H. = H + H’.
Die Randbedingungen bei x = 0 lauten:

> < / . "
wHL = poHy }j{m(lﬂ) = Hol }:>I/:PL2_P'II I —

H = HY I-T =1 K1+ He
Damit ergibt sich fiir die Felder:
— o I .
H> —2n [((x—a% 24y2 + Ei-i—i; X—l—a +y2 >€
- it + >
T ((xfcll)zxwLyz - H?+M2 )y ) € }

551 a—x

He = 7O 2 [(X*a)2+926" T a)2+y2ey]

Nun berechnen wird die induzierte Flichenstromdichte: Aus VxB =
Wy folgt bei Integration iiber ein kleines Rechteck um x = 0 (Sei-
tenldngen: 1, d, wobei d parallel zur x-Achse verlauft):

y
d JVxﬁ-dF:jg ﬁ-d?zJT-dF:)dl
R R oR R

Im Limes 1 — 0 heben sich die Integrati-
onsbeitrége parallel zur x-Achse gegenseitig
>X weg.

Mit k := limg_,¢ d) erhlaten wir fiir die gesuchte Flachenstromdichte:

y+1 N y+1 .
—k = lim lim (J wH- (y') dy' — HzJ H-(y") dy’)
d—ol—01 \ Jy y

Wenn F(t) die Stammfunktion des Integranden bezeichnet, haben
wir also einen Ausdruck der Form

r Fly+1) —Fy)
im
1—0 1
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auszuwerten und miissen lediglich den Integranden an der Stelle y
berechnen.

= K = — lim
d—0

{IM( a—d/2 CHe—mw d/2+a )
(

2 \(d/2—a)2+y? i+ e (d/2+ a)? +y2

T M+ po (d/2 —a)? 4 y?
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Aufgabe 3: Abstrahlung einer rotierenden Strom-
schleife

a)Zunéchst berechnen wir das magnetische Moment der Stromschlei-
fe. Zur Integration verwenden wir Zylinderkoordinaten mit der z-
Achse senkrecht zum Querschnitt der Leiterschleife. Der Radius der
Schleife sei R. Mit 7= 18(z)d(r — R)€, folgt dann:

1
S J?X T(7)dPr = 50 ”Jf’x €,0(z)0(r—R)rdrde dz

2 0
Wir legen nun die z-Achse parallel zur Drehachse. Dann hat das ma-
gnetische Moment die Form m(t) = mg(cos(wot),sin(wot,0)) T mit
my = [p7tR? Das Vektorpotential der magnetischen Dipolstrahlung

schreiben wir in der Form:
: ikr

Ar ) = e e mw)

4t 12

Dann erhalten wir mit @ = 0 fiir das elektrische Feld:
A  ikpge*™ | dm
—— = T X )
ot 4t 12 dt
ki sin(kr) , dm
4t 12 (7 dt )
Hier haben wir den Realteil genommen. Zur Berechnung des Ma-
gnetfeldes benutzen wir die Beziehung

V x (f(r)V(¥) = (V) x V+fV x V

= E(Fft) =

>

IO . . . IOR2 27T . -
= — (rér+2z€,)x€,rd(2)0(r—R) drde dz = 5 €, dp = [jtR*¢€,



und erhalten:

. ik ikr ikr
VxA=2 gl ) (Fxm) + SV x (Fx i)
47t T2 T2

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir:
Vx (Fxm) = €yk€idjexinTiMn = €i(0i10jn — dindj1)mn0;1y

= €i(81105n — dindj1)Mndj1 = €i(d1j05n — dindjj)Mn

- éi(éin - 36in)mn = —2m

Hier haben wir 0;Tn = 8jn, sowie 053 = 3 und dij0jn = Oin

ausgenutzt. Da zum Strahlungsfeld nur Feldanteile beitragen, die
hochstens mit O(%) abfallen, kénnen wir also den Term

—2ikpy etk |

4T 12

im Folgenden vernachléssigen und wir erhalten

ikr

A ~ ikuo e g 3
Vx A x e (V) x (7 x )
o ikHO ikeikrT272Teikr f
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nachdem wir wieder nur den Term O(%) behalten haben. Um das
B-Feld zu berechnen, miissen wir wieder den Realteil nehmen:

—k? g cos(kr) .

B~
47t T3

[

X (Fxm

Damit ergibt sich fiir den Poynting-Vektor

c 17 5 _ k?ugsin(kr) cos(kr) (= am - N -
S = oExB= k8 = (Fx 40) x Fx (Fx )
K2 sin(k Kt) = (= SN (o o O, -
= Tord M [ (P ) - (Fox ) — (Foc ) (7 (7 x 1))
unter Ausnutzen der bac-cab-Regel. Da T orthogonal zu ¥ x % ist,

verschwindet der zweite Summand. Den ersten konnen wir mit der
Lagrange-Identitét

(@xb)-(€xd)=(@-&)(b-d)—(a@-d)(b-¢)
auswerten:

= kS in(k k — T — — — T —
S = Sppmnlaieolly [2(4 . ) — (7. ) (4 - 7))




Dabei sind

cos(wot) ar — sin(wgt)
m=mg | sin(wqt) und el MWy cos(wgt)
0 t 0

L5 k3 sin(kr) cos(kr)

F[0 — mJwo(xc + ys)(—xs + yc|

1672 o

k2o sin(kr) cos(kr) ) 5 o 5 o
= T6.2 5 F[—miwo((—x* + y*)sc + xy(c* — s?))]
wenn wir s = sin(wot), ¢ = cos(wgt) setzen.
Mit
(" (" 1 2
= J sin(wgt) cos(wet) dt = 0, = J cos?(wot) dt = = T= il
T 0 T 0 2 (UQ
konnen wir die Zeitmittelung durchfithren

= k?ug sin(kr) cos(kr)
_ 2 = _
() = —miawoy B PR 0 4 xy(1/2 - 1/2)) =0

Die rotierende Schleife strahlt also nicht.

b) Die mittlere ausgestrahlte Leistung ist 0 und der Energieerhal-
tungssatz reduziert sich auf:

1
E,ot = const. = i@wz(t) = w(t) = wy

Aufgabe 4: Dielektrische Kugel im homogenen
elektrischen Feld

a)Die makroskopischen Maxwellgleichungen lauten:
V-D=0 V-E=0, Wegenljzeﬁ
VXE:Q

da keine freien Ladungen oder Strome auftreten. Die Randbedin-
gungen lauten im Unendlichen:

T—00:E=FEe, = D =—FEyz

An der Kugeloberflache gilt: Die Normal- (d.h. Radial-)Komponente
von D muss stetig sein: (Wir verwenden Kugelkoordinaten (v, 9, @).
Die Indizes 1, a stehen fiir Innen- und Auenraum.)

0y _ 9%
or Im=R 9 =R

Dilr—g = DY, g = —¢



Hier haben wir D = €E verwendet. Weiter muss E in Richtung von
€y stetig sein:

GION 00,

] ‘T:R - o9 }T:R

b)Da € ein konstanter Skalar ist, wird die Kugel homogen und an-

E%}T:R = ES}T:R =

tiparallel zum anregenden Feld polarisiert. Daher ist D = €E im
Innenraum homogen und parallel zum anregenden Feld gerichtet
und fiir das Potential im Inneren der Kugel gilt:

(Di = —EiZ

Im Auflenraum wirkt die polarisierte Kugel als elektrischer Dipol
P2, der parallel zum anregenden Feld ausgerichtet ist. Dem Dipol-
potential wird das Potential zum urspriinglichen homogenen E-Feld
iiberlagert:

1 p,-7

o, =-E
oz + 4dmteg 13

¢)Um das elektrische Feld zu bestimmen, verwenden wir die beiden
Stetigkeitsbedingungen:

1 p,rcos(d)

0d; 0D, 0
—€—a_r ‘r:R = _W‘T:R = eEi‘T:R = —a <—E0rCOS(‘8) + 47_[€0
1 2p,
< ek =E —
e o+ 47T€0 R3

Und aus der Stetigkeit von E in Richtung &p:

20 20, 1 p,
9%y _9%a E—f - Pz
39 =k = 3 lr—x & EL=Fo Arteq R3

Auflésen der zweiten Gleichung nach 47360

erste ergibt dann das gewiinschte Resultat:
3
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et

% und Einsetzen in die

d)Mit den schon berechneten GroBen konnen wir das Dipolmoment
der Kugel sofort bestimmen:

—1
P, = 4meR3*(Ey — Eq) = 47me R3E, (e )
€+2

)l



Aufgabe 5: Vergiitung

a) Gesucht sind Reflexionskoeffizient

R 5
|(S1)l
und Transmissionskoeffizient
S
ISl 9
(S1)l

Dabei gilt R L

(S) = (& xH)
Wir kénnen mit einer linear polarisierten Welle rechnen: &-Feld in
x-Richtung, H-Feld in y-Richtung und Ausbreitung in z-Richtung;
dann ist k = ke,, k-x = kz:

é _ (C:Oéxei(szwt) ﬁ _ }Coéy ei(szwt)
Ausserdem folgt aus den Maxwellgleichungen

. a7t - B}
Vx8+uﬁ:0 N kX E=pwH

und mit der Dispersionsrelation

folgt

H = 162 % &
cH
Da die Medien nichtmagnetisch sind, gilt @ = p. Fiir den Mittelwert
der Energiestromdichte gilt schliesslich

N 1 - = In * 2
<S>:§Re(€XH):ﬁaRe(So'eoﬂez (10)

Nun zéhlen wir die Wellen auf, die in den drei Bereichen z < 0,
0 < z < dund z > d auftreten; die Frequenz w &ndert sich bei



O0<z<d,

0<z<d,

Reflexion und Brechung nicht:

— S i (Lo — n; - mng
z < 0, nach rechts &L = &pe etz ot Hi=—e, x & = —Cjpeye
CUo (¢
. ° = i(—krz—wt) =y n . =~
z < 0, nach links Er = Erpexe Hi=—e, x & = Erpeye
CHo
N T - Ny = Iy
nach rechts & = gle etlkz—wt) H =—e, x& = i(k'z—wt)
CHo
. - . R W/ - n2 N = N
nach links g’ = ¢glleetl"Kzmwt) H" =——e, x Jeye
CHo
R . . - ng - o
nach rechts 8t = gtoexel(ktz wt) j{t = —e, X 8t = —gtoe e
CHo

Ausserdem gilt fiir die Betridge der Wellenvektoren ki = k, und

K =X,

Jetzt miissen die Stetigkeitsbedingungen an der Grenzfiache ausge-
nutzt werden; es gibt keine Oberflichenstrome, und daher sind bei

z = 0 und bei z = d die Tangentialkomponenten von € und H stetig

(es gibt keine Normalkomponenten):

nx (EW—eg®)=0; Ax(HY-—K)=0

also bei z=0und fiir t =0
Eio+Ero=8+¢&]

T (40— Erp) = —2 (&) — &I
Clo CHo

und bei z=d und fir t=0
géeik’d 4 gé/e—ik’d _ gtoeiktd
L)
CHo Clyo

Etwas umgestellt sind diese vier Gleichungen:

Eio+Ero— € — &) =0
/ 12
N1Eip — M €rp — N2y + My =
o o .
8(/)elkd_|_8(/]/e ‘Lkd_gtoelktdzo

tked _

S a1t
ny&fe™d —mny€le ™ —nyE e

10

1! ! N3 :
(géelkd_gé/e ik d) — gtoelktd

(16)

i(kiz—wt)



Wir eliminieren jetzt ) und (. Dazu berechnen wir n, mal (23)
minus (24):

O, Ee— KA _ (el oikid ern N2 7M80 i(kitk))d
nyéye (N2 —nz)€roe ~ & o, W€ ~—
(25)
Einsetzen in (23) ergibt
géeik/d i Tl22; ns 8toei(kt+k’)defik’d . gtoeiktd —0
2
/ Tlg ‘I’ Tlg i(k —k’)d (26)
2T12 '_VB
Einsetzen von (25) und (26) in (21) und (22) ergibt
e
810+€ro—ﬁ((n2+n3)f5+(m—ns)oc) =0 (27)
2
10
810—&0—%((“24-“3)[3—(nz—ﬂs)(x) =0 (28)
1

Addieren dieser beiden Gleichungen ergibt

&
2 = 5 10 [ﬂl(nz +13)B + (e —ng)ax + na(ny +n3)p —Na(ny — g
NNy
e
=5 10 |:(n1 + o) (g +13) B + (g —ny) (1 —Tls)fx]
TNy
Eto dnymy

o (M +mng)(ny +13)P + (N —n2) (N — N3
(29)

Subtrahieren ergibt

2840 = S0 [(TH — o) (N2 +13) B + (1 + M) (N —ngax

2n1n2
Ero (M —my)(ny +ns)B + (M +np)(ny —ngla
Eto dnin,
(30)
Damit folgt
8rO _ 8roé
81',0 g‘tO 81',0 (31)

(v —ma)(ne +n3)B + (N1 + np) (N — Nzl
() (g + ) B+ (M —ny) (ny —ng)a

11



Mit (10) und (8) folgt fiir den Reflexionskoeffizienten

|<Sr> 8r08:0
|<Sl> 8108:{0
(g —nu)? (g +1n3)% + (g 4 n2)?(ny —ng)? + (nf —n3)(n3 —n3)2cos(2k’d)
C ()2 (e +13)2 4 (g — 1p)2(ne — )2 + (n? —n3)(n3 — n3)2cos(2k’d)

A+ Bcos(2k’d)
"D + Bcos(2k’d)

(32)
wegen ax* =1, BR* =1 und
P ot p = etlketkdg—ilke—k)d o—ilketk)dpi(ke—k)d _ o2ik/d 4 o=21K'd _ 9 ng(9k/d)
Fiir den Transmissionskoeffizienten verwenden wir
Cr _ Ewér
8i0 N ero 8i0
. 4111112 (33)
(M1 + 1) (ne +13) B + (g — Ny (N — Nyl
und finden
SOl _ EwEls
1(Si)] i€y
B 16nin3
(N1 +12)2(ne +13)% + (N — N2)?(ny — ng)2 + (nf —nj)(n3 —n3)2cos(2k’d)
C
"D + Bcos(2k’d)
(34)

b) Da in Gl. (32) und (34) D > 0 und B > 0 gilt, wird T maximal
fiir cos(2k’d) = —1, d.h.

2k'd = (2m + 1)t mit m e Z
und mit k/ = 27/’

/

A
d:(2m+1)z mit meZ

Dann ist

12



Damit R = 0 wird, muss A — B = 0 gelten, also

0=(n; —n2)*(n2 +n3)* + (N + n2)*(Ny — n3)? — 2(nf —n3)(n3 —n3)

= (n} —2mmy + n3) (N} + 2nong + n3) + (nF + 2niny +n3) (N3 — 2nans +n3)
+2ninj + 2n3n; — 2nin; — 2n;
=nini + 2ninyn; + nin; — 2nn) — 4nning — 2nnyn; + Ny + 2nong + non;
+nin2 — 2ningns + nin + 2nnd — dnyning + 2nnen? +nj — 2ndng + nin?
+2nin3 + 2nin; — 2nn3 — 2n;
=4nj — 8nming + 4n’n2 = 4(nj — nins)?
(35)
und damit
n; =mnins
und mit nz =1

Ny = \/TTI
Aufgabe 6: Induktion

a) Biot-Savart:

=, LL()I dsxr

B =42 | T
Wir verwenden Zylinderkoordinaten (v, @, z) : ¥ = 1€, +z€,. Ferner:
ds =€, dz. Mit ds'x ¥ = €, x (1€, + z€,) dz und der Substitution
z = rsinh(u) folgt:

S plr [ &, xé, wolr [ Tcoshu du .

B(F) = z = 3 €o
470 | _ o (12 4 22)3/2 4 ) o (v2 4 T2 sinh?(u))3/2
4y J_oo coshz(u)e(p dgrr (W8 2

b)Rechts vom Draht (x > 0) zeigt das B-Feld in der xz-Ebene al-
so immer in y-Richtung. Fiir x < 0 in —y-Richtung. (x(t),y(t))
bezeichne die Position der linken unteren Ecke der Leiterschleife.
Mit B - df = B(x) dxdz folgt fiir den magnetischen Fluss durch die
Schleife: [Fiir eine Schleife, die sich rechts vom Draht bewegt]

z(t)+a px(t)+a I x+a d / I
O(t) :J J B(x) dx'dz = &aJ 2 B n(x(t)+a)—In(x(t))
z(t) x(t) 27 x X 27

Und fiir die Induktionsspannung: [x = vgt]

e apl 1 LY.y a’pol
ut) =—-0(t) =— By (x(t) Ta x(t)) x(t) = om(vot? + at)
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