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Aufgabe 47 (10 Punkte)

Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Gegeben sei ein symmetrischer Kreiskegel (Hohe: h, Grundkreisradius: R, Masse: m),
der im Schwerpunkt gelagert ist und sich daher kréftefrei bewegt.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion im korperfesten Koordinatensystem an, wenn
der Kegel mit der Winkelgeschwindigkeit @ = (w1, wo, ws)T rotiert.

b) Berechnen Sie die Lagrange-Funktion unter Verwendung der Euler-Winkel als ge-
neralisierte Koordinaten und geben Sie die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen
an.

c) Welches sind die Erhaltungsgrofien des Systems und was ist ihre physikalische
Bedeutung?

Aufgabe 48 (5 Punkte)
Kanonische Transformationen

a) Fiir welche Werte von o und {3 stellen die Gleichungen

Q=4q%cos(fp) und P =q%sin(pp)

eine kanonische Transformation dar?

b) Welche Form hat die Erzeugende F3(p, Q) in diesem Fall?

Aufgabe 49 (15 Punkte)

Kugelpendel

Gegeben sei eine Masse m an einem Faden der Linge R im homogenen Schwerefeld.
Die Masse kann entlang der Kugeloberfliche {(x,y, z) : x? + y% + z? = R?} schwingen.

a) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion des Systems. Verwenden Sie Kugelkoordi-
naten (7,9, @).

b) Begriinden Sie kurz, warum die Koordinate ¢ zyklisch ist. Welche Erhaltungs-
grofen hat das System?



c) Berechnen Sie explizit die Poisson-Klammer {H,p}.

d) Zeigen Sie, dass sich unter Ausnutzung der Erhaltungsgrofen und durch das
Einfithren geeigneter Abkiirzungen die Gleichung fiir die Hamiltonfunktion in die

Form )

1 N
+1—cos(d) = =p7 + U(D)

1
e=-p;+ 5

2 2sin?(9)
mit a, e = const. bringen lésst.

e) Fiithren Sie die neue Variable T = wt mit w = \/% ein und bringen Sie damit die

Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in die Form
dp,

dd
E—fl(ﬁ)a E_fQ(-SL

Zeigen Sie, dass sich die Losungen in der Form

de

2~ f3(9)

dd
T= , ©=a
J 2(e — U(D)) JsinQ(ﬁ) 2(e — U(D))

schreiben lassen.

Aufgabe 50 (10 Punkte)

Hamilton-Jacobi-Theorie fiir zeitabhingiges Potential

Gegeben sei ein 1-dimensionales System aus einer Punktmasse m, die sich unter dem
Einfluss des zeitabhiangigen Potentials V(q,t) = —qAt (A = const.) bewegt.

a) Bestimmen Sie die Hamilton-Funktion H(q,p;t) des Systems.
b) Stellen Sie die zugehorige Hamilton-Jacobi-Gleichung auf.

c¢) Geben Sie die Losung S(q,t) der Hamilton-Jacobi-Gleichung an.
Hinweis: Verwenden Sie den Ansatz S(q,t) = f(t)g+g(t) und beachten Sie, dass
unterschiedliche Potenzen von ¢ linear unabhéngig sind.

d) Verwenden Sie S(q,t) zur Berechnung von q(t) und p(t), wenn q(0) = 0 gilt.



