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1. Bewegungsgleichungen

1.0 Naturgesetze

Die Naturgesetze lassen sich als solche nicht herleiten, sie kénnen nach Kuhn
nur falsifiziert werden. Dennoch versucht man i.A. ein in sich konsistentes
System von Naturgesetzen zu entwickeln, das auf mdoglichst wenigen funda-
mentalen Annahmen beruht, den grundlegenden Postulaten. Hierbei spielt
die Beriicksichtigung der Symmetrien von Raum und Zeit eine zentrale Rol-
le.

1.1 Raum und Zeit

Die Grundlage der physikalischen Beschreibung der Natur ist die Annahme,
dass man eine Abbildung von Raum und Zeit auf mathematische Grofien
vornehmen kann. In der klassischen Physik beschreiben wir das Verhalten
(der Bilder) von Objekten in einem ,Raum®, ihren Ortswechsel in diesem
Raum mit der ,,Zeit”“. Raum und Zeit sind die grundlegenden Konzepte der
Physik; Bewegung verbindet Raum und Zeit.

Nach der Erfahrung mit starren Mafistdben ist der physikalische Raum ein eu-
klidischer R3. Darin benutzen wir kartesische Ortskoordinaten x = (x!, x2, x3).
Die Zeit t ist erklért durch einen (per Definition) periodischen Vorgang (Uhr),
z.B. durch einen scharfen atomaren Ubergang (Spektrallinie).

Zwei zentrale, eng miteinander verkniipfte Konzepte sind die Invarianz bei ei-
ner Koordinatentransformation (eine Go8e dndert sich nicht, wenn zu einem
festen Zeitpunkt fiir ein dynamisches System das Koordinatensystem trans-
formiert wird) und der Erhaltungssatz (eine dynamische GoBe ist zeitlich
konstant entlang der Trajektorie eines Systems).

Eine invariante (koordinatenunabhéngige) Bedeutung geben wir

(a) dem Zeitabstand |t; — ts| von zwei Ereignissen

(b) dem raumlichen Abstand |x; — X| von zwei gleichzeitigen Ereignissen.



Die damit vertriglichen Koordinatentransformationen sind

t = AM+aq, A =41
</

X = R(t)x+Db(t), R(t) € O(3),
d.h. wir haben noch die Wahl

(1.1)

— der Zeitrichtung A
— des Zeitnullpunkts a

— eines beliebig bewegten, kartesischen rdumlichen Bezugssystems.

Die Aquivalenz dieser Koordinatensysteme #dussert sich darin, dass die Trans-
formationen (1.1) eine Gruppe bilden.

1.2 Galileitransformation

Wir postulieren die Existenz von “Inertialsystemen”, in denen fiir freie Teil-
chen das Tragheitsgesetz gilt:

mx = 0.
Das ist gleichbedeutend mit der Forderung eines absoluten Raums, d.h. eines
homogenen und isotropen Raums und einer homogenen Zeit.

In Worten:

1. Newtonsches Axiom: Es gibt Koordinatensysteme, in denen ein kréftefreier
Massenpunkt im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewe-
gung verharrt (Inertialsysteme).

Alle anderen Inertialsysteme ergeben sich hieraus durch diejenigen Transfor-
mationen (1.1), die das Trégheitsgesetz invariant lassen. Sie beschreiben den
Ubergang zu einem (relativ) gleichformig bewegten Bezugssystem, d.h.

t' = AM+a, A=+l
</

L (1.2)
x' = Rx+vt+D, R € O(3),

(Galileitransformationen). Wieder bilden diese Transformationen eine Grup-
pe.

Die Galileitransformation mit detR = +1 und A = +1 héngt von 10 Para-

metern ab, und zwar R
g (\]2/_/7 v) b7 a)

w,n



Diese stehen in engem Zusammenhang mit den 10 Erhaltungsgrofien, die es
im abgeschlossenen n-Teilchensystem gibt: L, iS( 0), P, E, d.i. der Drehimpuls,

die Schwerpunktsbewegung 15(0) = 15(t) — Pt/M, der Gesamtimpuls und
die Energie.

Wir zeigen, dass die Transformationen g eine Gruppe bilden (die eigentliche
isochrone Galileigruppe G), indem wir zwei Transformationen hintereinander
ausfiihren:

x1= RWxy + Wty + 01t = to+ alV
X2 = RPx; +v +b? ty= t; +a?

Wenn wir X; in Xs einsetzen, konnen wir die direkte Transformation Xg — X2
ablesen:

— —

xs = RERMWx, + REyM, 4 REpM 4 352t 432 gl 4 p2)
= RBX) + 9t + o
ty = to + a'¥ + al? L to + a'?

Wir finden:
RB) — REIRM)
v — R2),(1) + 2
R N N (1.3)

53 — RPpM 432 g 4 5@

Nun verifizieren wir die vier Gruppenaxiome:

1. Die Hintereinanderausfithrung zweier Galileitransformationen

—

g(R@) 52 b2 q2)gRM 51 b1 1) = g(RB 58 3] g3)
ist wieder eine Galileitransformation (gezeigt in Eq. (1.3)).

2. Das Assoziativgesetz (g192)g3s = g1(gogs3) folgt aus Assoziativitit von
Addition und Matrizenmultiplikation.

3. Fiir das Einselement E = (]1,6, 6, 0) gilt
Egi =giE =giVgi € G
4. Das Inverse zu g(R,V, ’B, a)
g = g(R", —R™,R™va — RTb, —a)
liest man aus Eq. (1.3)) ab, wobei R™! = RT wegen det R = +1.



Die Gruppeneigenschaft der Galileitransformationen bedeutet die Aquivalenz
der Inertialsysteme. Sofern nichts anderes gesagt wird, rechnen wir von nun
an stets in einem Inertialsystem.

1.3 Schwerpunktsatz

Die Verallgemeinerung des Tréagheitsgesetzes auf N Teilchen mit Koordinaten
X1,...,%XN im leeren Raum lautet:

Zm@é == % Zﬁl =0 (1.4)

(ﬁi = miii = Impuls des Teilchens 1). Dabei sind die Massen m; un-
verdnderliche positive Zahlen, die durch Gl. (1.4) bis auf die Wahl der Massen-
einheit festgelegt sind. Nach Gl. (1.4) sind die Massen additiv, wenn sich meh-
rere Teilchen zu einem einzigen zusammenschlieflen, also mj 2 = my + mo.

Das kénnen wir uns klarmachen, indem wir ein Koordinatensystem X’ be-
trachten, das sich gegeniiber dem System X mit der Geschwindigkeit V' be-
wegt; dann ist die Geschwindigkeit V| aller Teilchen in £’ durch vi =V, + V
mit der in X verkniipft. Damit ergibt sich die Beziehung zwischen den Ge-
samtimpulsen P und P’:

13:Zmﬁizzmﬁé+\7£mi:a+\7£mi
i i i i

Das zeigt, dass wir immer ein System finden kénnen, in dem der Gesamtim-
puls P verschwindet (durch geeignete Wahl der Geschwindigkeit V), und wir
nehmen an, dass P’ = 0. Auflésen nach der Geschwindigkeit V des Bezugs-
systems X ergibt:

N

i pRuL

Diese Gleichung zeigt, dass der Zusammenhang zwischen Gesamtimpuls P
und Geschwindigkeit V dieselbe Gestalt hat wie der fiir ein einzelnes Teilchen
Pi = vi/my, wenn wir die Masse M = > ;M des Gesamtsystems mit der
Masse m; des Massenpunktes identifizieren. Daher ist die Masse eine additive
Grofle.

V=

N

Da wir hier mit zeitlich unverédnderlichen Massen m; rechnen, kénnen wir die
die Gofe > myvi/ Y_; my als zeitliche Ableitung von

;( _ Zi mizi
2 iy
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darstellen, der Koordinate des Schwerpunkts.

1.4 Bewegungsgleichungen

N Teilchen bilden ein mechanisches System, falls ihre Bewegung durch die
Anfangsbedingungen

x1(to), -, xn(to); x1(to), .-, xn(to)

zu irgendeiner Zeit ty bestimmt ist. Gleichbedeutend sind die Newton’schen
Bewegungsgleichungen

—

6i :mﬁi :Fi(il...zN,il...XN) (1.5)

wobei Fi(X1 ... XN, ?1 .. ?N) das Kraftgesetz ist.

In Worten:
2. Newtonsches Axiom: Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der
bewegenden Kraft proportional und geschieht in Richtung der Kraft.

Beispiele
Sonnensystem:
AN Xl - Xk
miXi E YTMiMg = = 13
- — Xk
k#1
System geladener Teilchen:
= didk Xi — Xk
X = Arteq [xi — X3
KA 01 k

Teilchen in einem elektromagnetischen Feld:

mixi = qE(X,t) + q (X x B(X,t)).
Hierbei sind E()?, t) und B (x, 1) d&uBeres elektrisches Feld und magnetische In-
duktion. Die von den Teilchen selber erzeugten Felder sind hier vernachlassigt.

Erzwungene, gedimpfte Schwingung auf einer Geraden:

mx = —fx— Kx+k(t).

Hier ist K eine summarische Beschreibung der Dampfung, ohne Berticksichtigung
der Dynamik des ddmpfenden Mediums.
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1.5 Kriafte

Die Mechanik liefert keine Theorie der Kréifte. Newton befasst sich mit Kréaften,
die nur von der Lage (X1 ...xXn) des Systems abhiingen und stellt dafiir ein
weiteres Postulat auf:

3. Newtonsches Axiom: Die Kraftwirkungen zweier Massenpunkte aufeinan-
der sind entgegengesetzt gleich: Actio = Reactio

N —

Fi Fs

Im (abgeschlossenen) 2-Teilchensystem ist nach GI. (1.4) und Gl. (1.5) Fi+
Fo = 0. Wenn das Kraftgesetz in jedem Koordinatensystem gleich lauten soll
(siehe Kap. 1.1 ), so ist es von der Form einer Zentralkraft

S - - L L X1 —X
Fi =Fig = —Fo = —Fy = f([X; — Xal) =——= (1.6)

X1 — Xl

d.h. die Kréfte liegen in der Verbindungsgeraden der beiden Teilchen und
héngen nur vom Abstand ab. Mit Fy9 ist die von Teilchen 2 auf Teilchen 1
ausgeiibte Kraft bezeichnet, und da es hier nur zwei Teilchen gibt, ist das
gleich der gesamten Kraft F; auf Teilchen 1.

Solche Krifte besitzen stets ein Potential V(r), das durch die Losung der
Gleichung V(1) = f(r) mit T = [x; — Xa| gegeben ist, d.h.

V(r) —V(ry) = — JT dr'v(r')

™0
im hier diskutierten eindimensionalen Fall (im dreidimensionalen Fall V =

V(7) ist die Rekonstruktion des Potentials komplizierter, s.u.). Das Potential
liegt bis auf die Integrationskonstante V(rg) fest, falls V(r) integrabel ist.

12



Fiir die Kraft folgt

- 0 - or
F - = - - Vl g
1 %, (Ix1 —xal) () ox; |
P
[x1—x9l
also
Fl= — V()2 —X2 (1.7)
X1 — X2

Kriafteparallelogramm

Eine weiteres Postulat der Newtonschen Mechanik betrifft die Art, wie sich
Krifte addieren, und indem wir Kéfte als Vektoren notiert haben, haben wir
diese Annahme implizit schon verwendet:

4. Axiom (Superpositionsprinzip): Es gibt 2-Korper-Krifte (Postulat) und
diese sind additiv:
F = Z Fuc(xi — xx ),
kA

wobei Ek die vom Teilchen k auf das Teilchen i wirkende Kraft ist (siehe
Abb. 1.1). Aus GL. (1.7) folgt dann wieder die Existenz eines Potentials

= 0 -

Fi - — = V . V i 1.8
aXi (Xl Z ‘X Xk| ‘Xl . Xk| ( )

k#1
mit
V(X1...xn) = Z Vi (Ixi — X)), (1.9)
Paare(i,k)
Fp.= F+F,

Abbildung 1.1: Das
Krafteparallelogramm.

13



wobei die Paarpotentiale Vi (1) durch aus den Paar-weise wirkenden Kraften
durch Integration von Vi, (1) = —fix (1) berechnet werden kann. Dabei ist

T L X Xx

Fie(xi — xil) = fue(Ixi — Xl ) =——==.

[xi — Xkl

Beispiele sind das Sonnensystem und ein System geladener Teilchen. Wir
bemerken, dass das Prinzip “Actio = Reactio” paarweise gilt und somit auch
der Schwerpunktsatz Gl. (1.4) erfiillt ist. Zudem gilt “Actio = Reactio” auch

fiir die resultierende Kraft zwischen 2 beliebigen Teilsystemen.

Mit der Annahme additiver 2-Korper-Kréfte kann man diese statisch (Feder-
Kraftmesser) ausmessen. So erst bekommt die Newton’sche Bewegungsglei-
chung Gl. (1.5) einen Sinn: Die statisch ermittelten Krifte bestimmen die
Bewegung.

1.6 Galilei-Invarianz

Wir postulieren, dass die Bewegungsgleichungen eines Systems der Art von
Gl. (1.5) und GI. (1.8) in jedem Inertialsystem gleich lauten. Dieses ist eine
a priori nicht zu rechtfertigende Forderung an die Struktur der Naturgesetze.
Ob diese Forderung gerechtfertigt ist, ldsst sich nur anhand der Konsequenzen
experimentell iiberpriifen. Heute wissen wir, dass die Galilei-Invarianz nur fiir
nicht-relativistische mechanische Systeme gilt.

Ein Beispiel hierfiir sind die Newton’schen Bewegungsgleichungen
- ZFi(Xl...XN). (1'10)

Galilei-Invarianz bedeutet, dass sie nach einer Galilei-Transformation im neu-
en Koordinatensystem die selbe Form haben miissen, d.h.

Dies ist fiir x| = Rx; + b der Fall, falls

—

Fl(x)...X4) = RFi(x1...%n). (1.11)

Fiir die additiven Zweikorperkriifte (1.8) ist dies der Fall.

Anders ausgedriickt: Mit x;(t) ist auch die Galileitransformierte x}(t') ei-
ne Losung der Bewegungsgleichungen. Dies gilt auch fiir die Operation der

14



Zeitumkehr:

Also ist mit x(t) auch x(—t) eine Losung der Newton’schen Bewegungs-
gleichung (1.10), da diese zweiter Ordnung in der Zeit ist und somit keine
Zeitrichtung auszeichnet. Dies ist nicht bei dissipativen Systemen, wie z.B.
der gedampften Schwingung, der Fall.

1.7 Erhaltungsséitze

Aus GI. (1.5) folgen

(a) Impulssatz

Zpl = Z Fi, %13 = F. (1.12)

die Schwerpunkt-Koordinate ist.
Die Impulserhaltung ist eine Folge der Homogenitit des Raumes.

(b) Drehimpulssatz

Der Drehimpuls eines Massenpunktes ist fi = X; X Pi. Der Gesamtdre-
himpuls L = ) _; L; befolgt die Bewegungsgleichung

d- P I L = oo
EL: Z Xi.X.‘pi +Z XiXFi:ZXiXFi:NL (1.13)
mi;po_c\i:() v v

wobei das totale Drehmoment M = Zi Mi ist mit Mi = X; X E.
Der Gesamtdrehimpuls lésst sich in den Drehimpuls des Schwerpunktes

15



—
—

isp = )2 X 13 und in den Relativ-Drehimpuls frel = Zib?i — X) X py
zerlegen:
L=y (zi—x+x) « B

i
= ZX X pi + Z <§i—x> X pi = Lsp + Lier.
XxP
Die Drehimpulserhaltung ist eine Folge der Isotropie des Raumes.

(c) Energiesatz

Die Bewegungsgleichung fiir die totale kinetische Energie T = ) _; %mﬁ%
ist

ET =T Z g uX{ = ‘ mixiXxi = inFi. (1.14)
1 1 1
Somit ist ) ; Zfi die Leistung, die das System von Massenpunkten in

Form von kinetischer Energie aufnimmt. Auch die kinetische Energie
lasst sich zerlegen:

1 EN = =
T = ZgTTLi(Xi—X—l—X)2

= §MX + ;mi(xi—X)X + ;§mi(xi_x) .

S

~"

PN

(24 mw'ji—Mf)?:M()'(—X)X:O
Also setzt sich auch die kinetische Energie aus einem Relativ-Anteil, T,
und der kinetischen Energie des Schwerpunktes, Tsp, zusammen:

1 = 1 EN =
T= MX+ Z mi(x; — X)? = Tsp + Ter.

Fiir additive Zweikorperkrifte lésst sich die Leistung mit Gl. (1.7) auch

als 3 qv
Fixi = — ) == V(X1.. %)% = — —
; i ; ox; ( 1 N) i dt
schreiben. Gleichung (1.14) kann dann in die Form eines Energiesatzes
umgeschrieben werden:

%(TJFV) — 0. (1.15)

16



Man sagt auch, das System sei konservativ. Fiir Systeme, in denen Rei-
bungskréifte wirken, ist die totale Energie T + V nicht erhalten, solche
Systeme nennt man dissipativ.

Die Energieerhaltung ist eine Folge der Homogenitét der Zeit.

Potential der Kraft

Bei der eindimensionalen Bewegung unter dem Einfluss einer ortsabhéngigen
Kraft war es immer moglich,

d d/m. . d h
ET = a(;)@) = MXx = —EV(X) mit V(x)—V(xg) = —J dx'F(x)
zu schreiben, d.h. einfache 2-Korperkrafte sind konservativ. Bei beliebigen
dreidimensionalen Bewegungen und Kréften ist das nicht notwendigerweise
erfiillt, und man definiert: Krafte, fiir die gilt

dVix) = —Fx) - x (1.16)
dt B '
heiflen konservativ, und V(x) ist dann das Potential der Kraft (die potentielle
Energie).

Aus GI. (1.16) erhalten wir

d, . d oVdx; o0Vdxy 0Vdxs N
—V(x) ==V = = VV(x]) -
i’ ) = g Viaxexs) ax, dt | xp dt | oxs dt VVIx) -x
und wir schlieffen, dass fiir eine konservative Kraft
= - oV oV oV
F(x) =—-VV(x), dh. F=— F=—— F=—— (1.17)
ox1 0% 0x3

gelten muss: Die Kraft lésst sich als Gradient eines skalaren Potentials schrei-
ben.

Wir nehmen an, dass das Potential V stetige partielle zweite Ableitungen
besitzt; dann sind (nach dem Schwarzschen Lemma) die zweiten partiellen
Ableitungen von V vertauschbar:

0%V 0%V

= 1,j=1,2,3
aXian an aXi b) T
und mit Gl. (1.17) folgt
oF;  OF ..
— = — =1,2,3 1.18

17



Nun ist aber

otF =V x F=Y €.05F eapy, (1.19)
xpy

hier knapp geschrieben mit dem Levi-Civita-Tensor (Epsilontensor)

1 falls «, 3,7y gerade Permutation von 1,2,3
€xpy = § —1 falls &, 3,y ungerade Permutation von 1,2,3 (1.20)

0 sonst

d.h. von den 27 Elementen von €4gy sind nur 6 ungleich null: €193 = €931 =
€312 = 1 und €132 = €213 = €321 = —1.
Ausgeschrieben ist rotF

oFy _ 0OF

N aXQ aX3

— | Ofh _ OF
VxF=|2%_ % (1.21)

oFy _ 0h

ax1 aXQ

und somit bedeutet Gl. (1.18), dass rotF = 0 sein muss. Mithilfe des Sto-
kesschen Integralsatzes kann man zeigen, dass diese Bedingung nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend ist.

Es gibt auch ein integrales Kriterium, um zu entscheiden, ob eine Kraft kon-
servativ ist. Dazu schreiben wir fiir das totale Differential von V

i=1
Wenn wir jetzt diese Grofle entlang einer geschlossenen Kurve integrieren,
erhalten wir

# VV()?) - dx = % dV = VEnde — VAnfang =0
C C

Wenn wir links Gl. (1.16) einsetzen, finden wir
% F-dx=0 <= T konservativ
C

In Worten: Eine konservative Kraft leistet auf einem geschlossenen Weg keine
Arbeit.

Kurvenintegrale darf man aus Teilstiicken zusammensetzen (siche Abb. 1.2).
Wir wihlen also den geschlossenen Weg von Py tieber Cq nach Py und dann
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Abbildung 1.2:
Verschiebung eines
C2 Massenpunktes.

P,

iber —Cy zuriick nach P; (die Durchlaufrichtung bestimmt das Vorzeichen
des Kurvenintegrals!):

JEEN

O:J f.dz+J F.dzzj F-di—J ?-d§:>J F-di:J F-dx
C1 —C2 C1 C2 Cl C2

In Worten: Ein Kraftfeld ist genau dann konservativ, wenn die Arbeit beim
Verschieben des Massenpunktes zwischen zwei Raumpunkten wegunabhéngig
ist.

Abgeschlossene konservative Systeme

Konservative Systeme mit F = 0 und M = 0 nennt man abgeschlossen. Bei-
spiele sind Systeme von Massenpunkten mit additiven Zweikorperkraften.
Abgeschlossene konservative Systeme haben die folgenden 10 Erhaltungs-
grofen (Integrale der Bewegung):

P 3 Impulse

X — lgt/ M 3 Schwerpunktsbewegungen
L (oder frel) 3 Drehimpulse

T4V (oder Tyer + V) Energie

Satz von Noether

Etwas allgemeiner gilt (siche spéter, Satz von Noether): Das mechanische
System

- 0 ., _ -
mixiy = — a—)?iV(Xl .. .XN) (1.22)
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hat genau dann die oben genannten 10 Erhaltungsgrofien, falls V unter jeder
beliebigen euklidischen Transformation invariant ist:

—

V(Ril—l—g,...RiN —I-B) :V(;(l...XN), (1.23)

fiir alle R € SO(3) = Gruppe der Drehungen mit detR = 1 und fiir alle

b € R3. Man kann zeigen, dass dies mit F = 0 und M =0 gleichbedeutend
ist. Weiterhin kann man zeigen, dass die Energieerhaltung aus der Invarianz
des Systems unter Zeittranslationen t — t' =t + a folgt.

1.8 Beschleunigte Bezugssysteme

Falls ein Bezugssystem ) (mit Ortsvektor y) kein Inertialsystem ist, dann
muss man die giiltige Bewegungsgleichung in diesem System durch Transfor-
mation der Bewegungsgleichung in einem Inertialsystem X (mit Ortsvektor
x) berechnen. Beispiel:

Massenpunkt in einem rotierenden Bezugssystem

Die Bewegungsgleichung im Inertialsystem X
-
muss durch Einsetzen der Transformationsgleichung
X = R(t)y + b(t)

transformiert werden; diese besagt, dass Y zu jedem Zeitpunkt t anders ro-
tiert und verschoben werden muss, um zum Vektor x zu gelangen. Mit den
Zeitableitungen

X=Ry+Ry+b X=Ry+2Ry+Ry+D

wird die Bewegungsgleichung zu

—

m(Rﬁ+2Rﬁ+kﬁ+B):F.

Nach ﬁ kénnen wir auflésen, indem wir von links mit R~ von links multipli-
zieren (RT = R™! fiir eigentliche Rotationen, d.h. Rotationen mit det(R) = 1)
my = F — 2mQy — mR'RY — ma,

mit:
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F = R'F Kraft, von X aus gesehen.

a = R Beschleunigung des Punktes Yy = 0, von Y aus gesehen.
Q = R'R Eine antisymmetrische 3 X 3 Matrix.

Erzeugende fiir Drehungen

Die Erzeugende Q ist antisymmetrisch, denn durch Ableiten von RTR = 1
folgt o
R'IR+RR=0+Q"=0.

Antisymmetrische (3 x 3)-Matrizen bilden einen 3-dimensionalen Vektorraum
mit den Erzeugern (der Basis)

—1

0 01
0 —1| A,= 00| A, =
1 00

S = O
o O O

0

0

und jede antisymmetrische Matrix () kann dargestellt in der Form
0 —Ww3 W9

QO =wiA+ (UQAy + w3A, = w3 0 —W1
—W9e W1 0

Wegen des Zusammenhanges exp(Q) = R wird Q die Erzeugende der Dre-
hung genannt. Die Wirkung von Q auf y ist also

L B Way3 — W3Yy2 o
RRRy=Quy=|wsyi—wiys | =w xy
Wwi1Yy2 — W2y1
mit
w = (w1, wy, w3,
der wvektorielle Winkelgeschwindigkeit im Nichtinertialsystem Y. Wir brau-
chen noch

TH _ T TH _ o pTH 2
RR_dt(RR) R'R=0Q &/P&B-Q#—Q.

Damit ist ) .
RIRy=w xy+wx (wxy).
Damit lautet die Bewegungsgleichung im y-System:

— — —

my —F - 2m(® xY)—m(w xY) —md x (© xy)—ma. (1.24)
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Die rechts neben F' auftretenden Krifte heifien Scheinkrifte, insbesondere

—om(® x ) = Corioliskraft
—mw X (w xXy) = Zentrifugalkraft.

Zweiter Zugang zu beliebig beschleunigten Bezugssystemen: Wir betrachten
wieder die Systeme X mit Ortsvektor X = (xi,Xs2,%x3) und Basisvektoren
e1, 2, 3 sowie X mit Ortsvektor y = (y1, Y2, y3) und Basisvektoren él, ég, ég.
2 wird als Inertialsystem vorausgesetzt, Y st beliebig beschleunigt. Dann ist
die Relativbewegung der Systeme zusammengesetzt aus Relativebewegung
des Koordinatenursprungs von Y im Vergleich zu X und der Rotation der
Achsen von X um diesen Ursprung, von X aus gesehen.

Abbildung 1.3: Beschreibung von Massenpunkt m in Inertialsystem X und
Nichtinertialsystem X.

Ortsvektor von Massenpunkt m ist (siehe Fig. 1.3):

3
X=b+y=b+) uie (1.25)
i=1

Me
<«
I
S—_*.
o

d.h. aus Sicht des mitrotierenden Beobachters in X sind die Achsen fest; von
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2 aus betrachtet sieht es anders aus:
3

L: x=b+) (yié + yié) , (1.26)
i=1
Darin ist b die Relativgeschwindigkeit der Koordinatenurspriinge, Zil yia

die Geschwindigkeit von m in i, Z?:l yia die Geschwindigkeit eines starr
mit X mitrotierenden Punktes, aus Sicht von 2.

A

Abbildung 1.4: Anderung &y
von y nur aufgrund der Rotation
mit Winkelgeschwindigkeit .

Y rotiert mit der vektoriellen Winkelgeschwindigkeit w um seinen Ursprung.
Die Anderung &y von y durch die Rotation steht senkrecht zu y und zu w.
Damit kann man den dritten Term umschreiben (siche Abb. 1.4):

5lyl = wly|sin(o)dt = | x yldt

und damit ;
é\ﬁl A N
— = E ‘e = W X
dt 1:1 yl 1 y

Einsetzen in Gl. (1.26) ergibt

S:  X=b4+y+dxy. (1.27)
Mit GI. (1.25) kann man schreiben
d . d_ N N N
;(x—b)=zy=y+wxy, (1.28)

wobei wir mit %ﬁ die Zeitableitung aus Sicht von X notieren, ﬁ bedeutet die
Zeitableitung innerhalb von X, und w x y ist die Auswirkung der Rotation.
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Damit erhalten wir eine Ableitungsregel, wie man in einem Inertialsystem
einen Vektor ableitet, der in einem rotierenden System dargestellt ist:

E—E%—@x
dt dt

in Worten, die Ableitung aus Sicht von X setzt sich zusammen aus der Ab-
leitung der Komponenten in X und der Anwendung des Operators w Xx.

Mit dieser Regel kénnen wir Gl. (1.27) ein zweites Mal nach der Zeit ableiten:

d . = a N EN N N
. —(x—b)=| — X X
dt(x ) (dt+w )(y+w )
—y+woxy+oxy+wxy+wx (wxy)
—y+0x (OXxY)+20xYy+w0xy
Im Nichtinertialsystem bekommen wir also die Bewegungsgleichungen

—

m{j:f—mg—m@x(wxﬁ)—Qm(T)xxj—(f)xﬁ (1.30)

Rechts sind die Terme 3 und 4 wieder Zentrifugalkraft und Corioliskraft. Die
Scheinkréfte in dieser Gleichung (alles aufier F bewirken, dass eine kréftefreie
Bewegung (F = 0) eines Teilchen im System X von Y aus gesehen so kompli-
ziert verlauft, dass sie vom Inertialsystem X aus geradlinig bleibt.

1.9 Beschreibung von Bahnkurven

Die Bahnkurven, die von Punktmassen im Raum beschrieben werden, er-
fassen wir mathematisch als Raumkurven. Wir wollen zunéchst allgemeine
Eigenschaften der Raumkurven festhalten.

Natiirliche Parametrisierung

Eine Raumkurve heifit glatt, wenn es mindestens eine stetig differenzierbare
Parametrisierung X = x(t) gibt, fiir die nirgendwo

dt

gilt. Bei solchen Raumkurven ist es oft giinstig, die Bogenlénge s anstelle der
Zeit t als Kurvenparameter zu verwenden. Die Bogenlange ist die Lange der
Raumkurve, gemessen von einem willkiirlich gewéhlten Anfangspunkt aus.
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Wir betrachten den Polygonzug, den wir erhalten, indem wir das Zeitintervall
[tg, t] gemil

th, = tg + nAt
t—1o
N

unterteilen (siehe Abb. 1.5). Die Lénge des Polygonzuges ist

=tg+ NAt=t mit At =

N [X(tni1) = X(tn)
n(t, tg) = Z]x ) = x(ta)] = Y |2 ““At At
n=0

Zur Bogenldange gelangen wir, wenn wir die Lange der Zeitintervalle At gegen
Null gehen lassen:

N | X(tns1) = X(tn)
s(t) = hm Ln(t, tg) = hm Z nHAt At
At—>0 At—>0n 0
t < t/ t N
:J dt’ dx(,) :J dt'|v(t)|
to dt to

Daraus lesen wir auch ab

ds(t -
Y )
dt
Da wir W(t)’ > ( vorausgesetzt haben, wichst s(t) streng monoton, und die

Umkehrfunktion t(x) ist eindeutig bestimmt. Einsetzen in den Ortsvektor
der Raumkurve

x(t) = x(t(s)) = x(s)

Abbildung 1.5:
Zerlegung der
Raumkurve in

N Teilstiicke

durch Zeitintervalle

[to, tal, ..., [tno1, tN
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ergibt die sogenannte natiirliche Parametrisierung der Raumkurve nach der
Bogenléange.

Begleitendes Dreibein

Zur Beschreibung der Bewegung einer Punktmasse im Raum ist es oft giinstig,
eine Orthonormalbasis zu verwenden, die sich als Funktion der Bogenldnge
dandert und mit dem Teilchen mitwandert. Dieses begleitende Dreibein ist aus

t Tangenteneinheitsvektor

N Normaleneinheitsvektor

—

b Binormaleneinheitsvektor

aufgebaut, die ein orthonormiertes Rechtssystem bilden, d.h. es gilt t=nx b,
b=txnundn=>bxt.

Wir konstruieren diese Einheitsvektoren, indem wir ausnutzen, dass der Ge-
schwindigkeitsvektor x = dx/dt in Richtung der Tangente zeigt; wir miissen
ihn nur normieren:

dx dx
Y _dt _ _dt
t= dx|  ds

at dt

Wenn wir die Bahnkurve nach der Bogenléinge parametrisiert haben, folgt
nach der Kettenregel

|

Da sich die Richtung von ?(S) mit wachsender Bogenlidnge s dndert, 14t sich

die Kriimmung der Kurve durch

dt(s)
ds

<~

quantifizieren, und das Inverse von K ist der Kriimmungsradius p = k1. Fiir
eine Gerade dndert sich der Tangenteneinheitsvektor nicht, und es gilt k = 0
und p = oo.

Die Ableitung eines Einheitsvektors steht senkrecht auf diesem; diese Tatsa-
che machen wir uns zunutze, um den Normaleneinheitsvektor zu konstruieren:

dt(s) -

n(s) = —& _ 1dtls)
dt(s)| K ds
ds
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Die von 1 und t aufgespannte Ebene heifit Schmiegungsebene. Der Binorma-
leneinheitsvektor ergibt sich jetzt durch die Forderung eines orthonormalen
Rechtssystems:

b(s) = t(s) x n(s)

—

b(s) steht senkrecht auf der Schmiegungsebene und ist bei einer ebenen Be-
wegung konstant. Andert sich b(s) jedoch mit s, so ist diese Anderung ein
Maf dafiir, wie stark sich die Kurve aus der Schmiegungsebene herauswindet.
Wir berechnen die Anderung von b(s) als

dg—(ﬁxﬁ—l—{x ﬁ—Kﬁ,Xﬁ—l-;X n
ds ds B ds ds
_{an
B ds

Also ist die Anderung von b senkrecht zu t sowie senkrecht zu b, weil b ein
Einheitsvektor ist. Wir setzen also

db =

— = —n

ds
mit der Torsion T und dem Torionsradius 0 = 1. Wir kénnen jetzt durch

Ableiten von n(s) = b(s) x as) noch die Anderung des Normaleneinheits-
vektors T.(s) mit der Bogenlinge berechnen:

dn _db - oAt oo oL
— =—Xt+bXx —=—tnXxt+kbxn=1b—«t
ds ds ds

Die drei Gleichungen fiir die Anderung des begleitenden Dreibein mit der
Bogenlange heiflen Frenetsche Formeln:

dj_Kﬁ
ds
db——ftﬁ
d§_

dn — ~
b «t
s T K
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2. Das 2-Korperproblem

2.1 Transformation auf Relativkoordinaten

Die Bewegungsgleichungen der beiden Massenpunkte sind

- 1 0

x1 = ———V(|x1 — x|
my 0Xq
und -
7_(\2 — ——TV(b_(\l — 7?2‘)
mso aXQ

Wir fiihren die Relativkoordinate X = X1 —x» ein (siehe Fig. 2.1) und beachten

d 0 0 d

ox;  ox’  oxy X
Wir subtrahieren die beiden Bewegungsgleichungen und finden

o 1 0 1 0 L 1  1\0,., .
G = (g S VIl = — () VR,

my 621 mo 6722 my my /0
und damit
= 10 N 1 1 1 1 M
$= VR, =t (2.1)
1 ox Lo mp me Lo ompma
mq ? m-
P /\ o
?1 N X2
Xsp

Abbildung 2.1:
Zusammenhang zwischen
Koordinaten der Mas-
senpunkte, Relativ- und
Schwerpunktkoordinate.
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wobei W die reduzierte Masse und M = my; + msy die Gesamtmasse ist.
Gl (2.1) entspricht der Bewegung eines Teilchens der Masse p im Potential
V. Mit der Schwerpunktskoordinate X = (mx; 4+ maxa)/M gilt

= mq - mso . L1155 V2NN mo . mp-.
WO T e = o () e = ok (22)
= mq . mso . mq_ mo . . . mo_.
VRS VI VIR R VG R A b v (23)
und es ergeben sich die Transformationsgleichungen
N = mo_. N = mq
X1 = X+ —x, xg = X — —X.
! M ? M
Drehimpulserhaltung

Ohne #uBeres Drehmoment M ist nach Kap. 1.7 der Gesamtdrehimpuls
erhalten und via

d- dr- - -
EL_E[XXP—{—LM}_O

auch der relativ-Anteil freb da wir 0.B.d.A. den Gesamtimpuls ]3 zu Null
setzen konnen. Die Schwerpunktskoordinate X ist auch erhalten, denn P =

M)?, und damit X = 0 = X = )20. O.b.d.A. setzen wir auch X = 0. Damit
werden die Transformationsgleichungen zu

X1 = —-X, X9 = — —X 2.4
1= 2 M (2.4)

und der Relativ-Anteil frel zu

er: E mi(Xi—X)XXi:m1X1><X1—|—m2X2XX2
i=1,2

und mit Gl. (2.4)
ms ) 2 my ) 2 : mpm :
ml(—Q) +m2(——1>]§x§—(m1+m2) L XX
M i+ ma)

oder, mit Gl. (2.1),

—

Lrel —

= mimo _. EN N EN
Lot = Il\/l 2 X X x = pu(x x x). (2.5)
——
u
Energieerhaltung
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Die Gesamtenergie T + V ist ohne duflere Kréfte erhalten. Nach Kap. 1.7
setzt sich die kinetische Energie T = Tsp+ Tyt aus einem Schwerpunktsanteil,

Tsp, und einem relativ-Anteil, Tyet, zusammen. Wegen X = 0 verschwindet
Tep = %I\AX2 und somit ist Tye; + V erhalten. T, hat die Form

Trel = 2 ; mi(x; — X)* = - X + 5 X

und mit Gl. (2.4)

2 2
mp [ My me [ My EOR S
el [2(M>+2<M>]X Sl

w/2

wie schon zuvor. Die Energieerhaltung hat also die Form

T +V = 55 + V(K] (26)

2.2 Allgemeines Potential

Da frel erhalten ist und x - irel = u?(?} 7?) = 0 gilt, folgt damit, dass die
Bahn x(t) in einer Ebene senkrecht zu Lye; = (0,0, 1) verlduft. Wir fithren
ebene Polarkoordinaten (1, @) ein (siehe Fig. 2.2):

T cos @
x = | rsin@ (2.7)
0

Wir bestimmen die Einheitsvektoren in Polarkoordinaten:

ox cos @ ox 1 (7T sin @ —sin @
e, =2 = |sing E(p:—a‘}:— T Cos @ = cos @
0x 9
or 0 0 0 0
Daraus berechnet man auch leicht e, x ap = e3. Die Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten lautet dann
d q [Teose T COS (@ — T sin @
—X = — | rsin = | Tsin @ + 1@ cos = Te, +Te
dat at ) 2 ¢ ) @ cos @ r T TEE
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X
Abbildung 2.2:
Zusammenhang zwi-
schen kartesischen Ko-
, ®  ordinaten und ebenen
I' COS (I) X1 Polarkoordinaten.

Wir kénnen die Erhaltungsgréfien 1 und E = T,y + V zur Bestimmung der
Bahnkurve @ (1) und des zeitlichen Durchlaufs t(r) benutzen.

Lol = n(x x ?) = ure; x (Te; +Tgey) = purt (e x ;) +ur’ (er x €y)
—— ——

—

und damit

—

Liet = prige;.
Mit
x = (16, +1¢e,) =i +1°¢°
werden Gl. (2.5) und Gl (2.6) zu

l=ur’¢ (2.8)
_ M9 2.9 _H.o
E = 5(1‘ +1°9°)+ V(r) = Er + U(r), (2.9)
wobei 2
Ur) = P22+ V(r) = — + V(1).
2 2ur

Die GroBe 12/(2ur?) heifit Zentrifugalpotential, und da sie nur von r abhéngt,
wird sie formal dem Potentialterm zugeschlagen, obgleich sie aus der kineti-
schen Energie hervorgegangen ist. Da | eine Erhaltungsgrofie ist, haben wir
also schon @ eliminiert. Aus Gl. (2.9) folgt

. dr 2

Wir integrieren diese Gleichung durch Separation der Variablen und erhalten
den zeitlichen Durchlauf als Funktion der Erhaltungsgrofien E und 1| und der
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Anfangsbedingung t(rg):

T / t(r)
J dr = J‘ dt’ = t(r) — t(ro). (2.11)
To \/%(E—U(T’)) t(ro)

Sobald wir ein bestimmtes U(r) gegeben haben, konnen wir das Integral auf
der linken Seite von dieser Gleichung l6sen; auch falls wir nicht explizit nach
r(t) auflosen konnen, gibt diese Gleichung dann implizit den Verlauf des
Abstandes T als Funktion der Zeit an.

Weiterhin verwenden wir (2.8) in der Form ¢ = 1/(ur?). Zusammen mit
Gl. (2.10) ergibt dies
do ¢ l l

=¥ _ — . 2.12
dr T },LT2\/%(E—U(T)) r2\/2H(E—U(T)) (2.12)

Nun konnen wir die Bahnkurve @ (1) direkt aus den Erhaltungsgrossen E und
1 und der Anfangsbedingung t(ry) berechnen:

[ i o(1) — olry) (2.13)
= — 0)- .

ro ()% y/20(E — U(+))

Wir bemerken also, dass wir zur Losung des 2-Korperproblems nicht die

Differentialgleichung (2.1) zu l6sen brauchten, da wir die Konstanten der

Bewegung kennen. An einem Beispiel fiir U(r) illustrieren wir die moglichen

Bewegungstypen (siehe Abb. 2.3).

Im “Phasenraum” mit den Koordinaten 7,7 ist die radiale Bewegung fiir
4 verschiedene Energien dargestellt. Es gibt 2 Typen: Gebundene (finite)
Bahnen und Streubahnen (infinite Bahnen).

Symmetrie der Bahnen

Die Wurzel in Gl. (2.10) wechselt bei Trin (und bei finiten Bahnen auch bei
Tmax) ihr Vorzeichen, denn nachdem r monoton auf T,in, abgefallen ist, muss
T das Vorzeichen wechseln, bevor 1 wieder wachsen kann.

Wenn man dden Wert ¢ = 0 dem Perihel P zuordnet, dann unterscheiden
sich in Gl. (2.13) Punkte mit gleichen -Werten in der Néhe von P nur durch
das Vorzeichen von @, nicht im Betrag von ¢. Damit hat die Bahn die Sym-
metrieachse SP (S steht fiir das Zentrum). Mit demselben Argument findet
man die zweite Symmetrieachse SA vom Zentrum S zum Aphel A (siche
Abb. 2.4). Damit kann man die ganze Bahn aus einem Abschnitt A — P
konstruieren (im Fall infiniter Bahnen aus der halben Bahn co — P).
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=
o
I

Potential: U(r)
I

Geschwindigkeit: v

Abbildung 2.3: Streu- und gebundene Bahnen fiir ein allgemeines absto-
Bendes Potential U(r) = 12/(2ur?) + V(1).

Abbildung 2.4:
Symmetrie der finiten
Bahnkurven mit dem
Zentrum S: Bahnab-
schnitt von Aphel A zu
Perihel P hat die Sym-
metrieachsen SA und

y SP.
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Abbildung 2.5: Bahn im Ortsraum fiir das Potential aus der Abbildung
2.3, und mit den Energien E; und E3 und der Periheldrehung Ac.

2.3 Gebundene Bahnen

Hier ist r(t) periodisch, mit der Periode (siehe (2.11))

Tmax dTJ
T=2 : 2.14
J‘rmin \/Q/H(E - u(r/)) ( )

Aus dem Sonnensystem stammen die Bezeichungen Perihel fiir den Punkt mit
Tmin in grofiter Sonnenndhe sowie Aphel mit T4 in grofSter Sonnenferne. In
einer Periode nimmt dabei der Winkel ¢ um den Betrag (siehe (2.13))

(2.15)

er‘”‘ lLdr
Ap =2 :
rmin (1)24/21(E — U(1'))

zu (Periheldrehung). So ergibt sich im allgemeinen eine “Rosettenbahn” im
Ring Tmin < T < Tmax, die sich nur fiir rationale Verhéltnisse von A /(27)
schlieit. Sei z.B. Ap = 2tm/n, m,n € N, dann hat r(t) nach der Zeit nT
m ganze Durchlaufe ausgefithrt und ist wieder am Anfangswert; die Kurve
schlieit sich. Fiir das Kepler-Problem ist A¢@ = 0, relativistische Korrekturen
ergeben jedoch eine Periheldrehung (Gemessen wird fiir den Merkur ein Ag
von 40” pro Jahrhundert).
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* minimaler Abstand
Asymptote

Streuebene

Abbildung 2.6: Die Geometrie des Streuproblems.

2.4 Streubahnen

Fiir | = 0 kreuzen sich die Bahnen der Massenpunkte. Voraussetzung fiir die
Existenz von Streubahnen ist somit 1 # 0 sowie lim;_,o, V(7) < 0o. Nehmen
wir lim; o, V(r) = 0 an. Dann gibt es Streubahnen nur fiir E > 0. Fiir grofe
T ist das Potential so schwach, dass die Bahn geradlinig wird. Es existieren
also Asymptoten fir t — 4o00:

Zum Charakterisieren des Stofles benutzen wir die erhaltene Gesamtenergie
E, die Einfallsrichtung e|[x(t = —o0) und den “Zielfehler” b_leé. |b| heifit
Stoparameter. Fiir t — —oo ist E — 2ux und

1= ulb\ |x| =ub ” — b+/2uE. (2.16)

So bestimmen b = \B\ und E den Drehimpuls 1 und den Streuwinkel ¥ via
X =m—20:

& 1 dr’
b= Jm (T2 (E U] (217

(Der Winkel ¢ von Gl. (2.13) ist hier in die fiir Streuprobleme iibliche Be-
zeichnung ¥ umbenannt). Bei fester “Einfallsenergie” E und Einfallsrichtung

é entspricht jedem Punkt b in der StoSparameterebene P1é ein Punkt e’
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auf der Einheitskugel. Die Dynamik definiert also eine Abbildung

b — &'(b).
Unter dieser Abbildung geht ein Flichenlement do = b db d¢ von P (hier
ist ¢ der ebene Winkel in P) in ein Raumwinkelelement dQ) = siny dx d¢
(in Kugelkoordinaten) iiber. Als differentiellen Wirkungsquerschnitt (oder
Streuquerschnitt) (siehe Kern-/Teilchenphysik) definiert man

do b db b (dx -1
sinx \ db

sinx dx

wobei x(b) durch (2.16) und (2.17) gegeben ist. Betrachtet man viele Stofe
mit festem E und e, deren Stofparameter b die Ebene P mit einer Dichte
p bedecken, so ist p(‘f—g dQ die Zahl der Stéfle mit ¢’ € dQ. In Worten
ist der Wirkungsquerschnitt o die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwischen
einfallenden Teilchen und Target eine Wechselwirkung stattfindet; der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Streuung in
eine bestimmt Raumrichtung.

dQ

, (2.18)

2.5 Das Keplerproblem

Newton hat 1665 aus Keplers 3. Gesetz (T2 x a’, T Umlaufzeiten, a grofie
Ellipsenhalbachsen) geschlossen, dass die Gravitationskraft zwischen zwei
Korpern invers proportional zu ihrem Abstand ist:

= Ymime

|F‘ - T D)

X1 — %2

wobei m; und my z.B. die Massen von Sonne und Erde sind. Dem entspricht

das Potential
o ymimy

x|
mit der universellen Gravitationskonstante y = (6.674=+0.004)1078 cm?3 /(g s?).
Bemerkenswerterweise sind diese sogenannten schweren Massen my und mo

dieselben, die in der Impulsidnderung auftauchen (die sogenannten tragen
Massen):

V(x) =

- X1 — X9
miX; = —ymimg——3
i —xe

(v ist universell und daher keine Proportionalitéitskonstante). Experimentell
ist die Aquivalenz von schwerer und trager Masse seit Newton immer wieder

bestéatigt worden.
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Die reduzierte Masse W ist & = mymey/M; daher konnen wir das Gravitati-
onsgesetz auch als
_yuM
[X|
schreiben. Wenn man nur die Relativbewegung betrachtet, kann man dies als

Wirkung eines externen Potentials auffassen, das auf die reduzierte Masse 1
wirkt:

V(x) =

V(x) = — Ké, K =vM
X

Das Keplerproblem besteht also in der Beschreibung der Bewegung eines
Teilchen in einem 1/7-Potential (wie in Kap. 2.2 arbeiten wir in ebenen
Polarkoordinaten mit ‘7?‘ =7):

M
Vir) = _Ymamz _ v
T T

Als Variable benutzen wir s = 1/7 und suchen die Bahngleichung v = ()
in der Form s = s(@). Wir finden aus Gl. (2.12)

2
ds d (1) N N o))

de  do\r 2de 121

Mit dem effektiven Potential

12
U(r)—m%— (1)
haben wir
d 2uE  2yuzM
ﬁ: _\/{; + y; s—s2 = —/(s2—s)(s —s1), (2.19)

wobel wir mit s; < s9 die beiden Nullstellen des Radikanden bezeichnet
haben. Wegen (s2 —s)(s — s1) = —s152 + (51 + s2)s — s2 ergibt der Koeffi-
zientenvergleich

si+s2  ywEM sis2  pE

9 12 o 127

Wir konnen die Nullstellen auch direkt ermitteln:

1 [_27u2M:|: 4y2utmM?2 N 8uE] _ 2yu’M [1 \/1 212E ]

512 = 75 12 T 12 12 T VM2
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Wir stellen fest, dass wir reelle Losungen fiir ds/d¢ nur fiir s < s < s9
haben. Somit kénnen wir s durch einen Winkel 3 darstellen:
S1+s So— S
s= 22 Pl 3. (2.20)
2 2

Mittelwert (s + s2)/2 und Amplitude (so — s1)/2 dieses Ansatzes sind so
gewihlt, dass der erlaubte Bereich s; < s < sy genau eingehalten ist. Aus
dem Ansatz folgt fiir den Zusammenhang zwischen s und ¢

d — d
ds _ _smsig g dP (2.21)
do 2 do

Einsetzen des Ansatzes in Gl. (2.19) ergibt jedoch

ds
— = —/(s2—5s)(s—s
o = ~VlEsls)
L 82—81_82—81 So — §1 S9 — §1
— \/( : 5 cos B)( 5 + 5 cos )
- % ; 1 /1= cos? B = — 27 in 3 (2.22)

Also haben wir durch Vergleich von Gl. (2.21) und (2.22)

ds So—s81 . . dp Sy —S1 .
— sinf} — = — sin 3.

a_ 2 do 2

Daraus folgt df3/d@ =1 oder 3 = @ — @¢ (d.h.  und @ sind bis auf eine
Konstante gleich). Damit wird (2.20) zur Bahngleichung,

S1 1 S2 S9 — $1 1
s = 1 = —(1 € >,
5 ( + syt 51 CoS (p) q + €cos @

und wir brauchen nur noch einzusetzen (mit s = 1/7):

d
S A 2.23
(o) T eong’ (2.23)
2 12
d = = 5 ,
s1+s2  yuM
SS9 —§1 2121:_ 9 48182 212

— =/1+ =5 bzw. 1—€'=—"5=—-F5—5.
Tt \/ yiemz © T it s0)? Y M2

(2.23) ist die Gleichung eines Kegelschnitts, mit einem der Brennpunkte in
T =0, und zwar fiir
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E<0 = e<1: Ellipse
E=0 = € =1: Parabel
E>0 = €>1: Hyperbel

Ellipsen

Der erste Fall mit negativer Gesamtenergie E < 0, der zu gebundenen Bah-
nen fithrt, entspricht dem ersten Keplerschen Gesetz: Die Umlaufbahn eines
Trabanten ist eine Ellipse; einer ihrer Brennpunkte liegt im Schwerpunkt des
Systems.

Ellipsen sind definiert als Punktmenge {P“Fl_P\ + |FoP| = 2a} mit Brenn-
punkten Fi, Fo und grofler Halbachse a (siehe Abb. 2.7).

Die grofie Halbachse a ergibt sich aus Perihelabstand 1,,i, und Aphelabstand
Tmax, die bei cos @ = 1 und cos @ = —1 auftreten, zu 2a = d/(1 + €) +
d/(1—e) und damit d = a(1— €?). Die numerische Exzentrizitét € ist durch
€ = e/a mit der Exzentrizitiat e verkniipft. Fiir die kleine Halbachse b liest

man aus der Figur b2 = a? — e? ab, und damit ist b = av/1 — €2 = y/av/d.

Die Umlaufzeit T ergibt sich durch Integration aus (2.14) oder aus dem
Flichensatz: Die Anderung der Fliche F unter einer Kurve r(¢) ist dF =
%T2d(p. Somit ist mit Gl. (2.8) ¢ = 1/(ur?) die Flichengeschwindigkeit F

konstant, im Einklang mit dem zweiten Keplerschen Gesetz: In gleichen Zei-
ten iiberstreicht der Fahrstrahl (d.h. die Linie Trabant-Schwerpunkt) gleiche
Fléchen.

Abbildung 2.7:
F Die Geometrie einer
= FEllipse mit Brenn-
e X1 punkten Fy, Fo,
groflen und kleinen
Halbachsen a und
b, Halbparameter d

und Exzentrizitat e.
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Ellipse der Erde

Abbildung 2.8: Der Kep-
lersche Flachensatz unter
Beriicksichtigung des Mas-
senverhéltnisses 333000 : 1
von Sonne zu Erde (Son-
ne im Brennpunkt der

Ellipse).

Die Gesamtfliche 7tab der Ellipse ist durch

nab = FT = T
2

gegeben, und die Umlaufzeit T somit durch

T_ 271(;bu.

Verwenden wir nun noch, dass ab = d“2a??, dann haben wir mit dem
Ausdruck fiir d = 12/yu®M (sieche Gl. (2.23))

T_ 2ma*?p 1 om Y
Il wyM  VvYyM
das dritte Keplersche Gesetz hergeleitet: Die Quadrate der Umlaufzeiten je

zweier Trabanten um ein gemeinsames Zentrum sind proportional zu den drit-
ten Potenzen der grofien Halbachsen ihrer Ellipsenbahnen: T2 /T3 = a}/a3.

Bislang haben wir die Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinate x =
X1 — X2 betrachtet, aber wir kénnen mit Gl. (2.4) zuriicktransformieren:

- meo . N mi

X1 = —X, Xo = — —X

UM ’ M

Wir sehen, dafl beide Massenpunkte my und me Ellipsen folgen mit einem
geteilten Brennpunkt (siehe Abb. 2.9). Die Grolen der Ellipsen entsprechen
den Massenverhéltnissen. Die Relativkoordinate beschreibt ebenfalls eine El-
lipse.

Wenn eine der beiden Massen viel grofler ist als die andere (m; > my), dann
gilt M =~ my, 4 = my. Die Position von m; ist dann fest im Schwerpunkt
des Systems: X1 ~ 0, Xy ~ —X.
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Abbil-
dung 2.9:
Zusammenhang

zwischen den
= Ellipsen x1(¢),
N X2(¢) und
x(@) im 2-
Korpersystem.

Wie gut diese Nédherung im Sonnensystem ist, kann man aus den Daten in
Tabelle 2.1 ablesen. Die mittlere Bewegung der Sonne durch die Erde ist

< RKy>= K> L x| > mit A = 333000
= — = — mi =
1 M 1+A

< |x1| > = 453 km,

d.h. die Ellipse, die die Sonne wegen der Erde beschreibt, liegt tief in ihrem
Inneren.

Parabel

Nach Gl. (2.23) ergeben Energien E > 0 infinite Bahnen. Den unendlichen
Abstand zum Zentrum r — oo erreicht man fiir Winkel @, mit

o d
(14+€cos@s) = lim — =0 = cos @y = —1/€.

T—0o0 T

(2.24)

Masse | Mittlerer Abstand | num. Exzentrizitat | Periode

mlime] | < [x| > [10° km] | € T[al
Sonne | 333000 | - - -
Merkur | 0.055 57.9 0.206 0.241
Venus | 0.82 108.2 0.007 0.613
Erde 1 149.6 0.017 1.0004
Mars 0.11 227.9 0.093 1.881
Jupiter | 317.8 779.3 0.049 11.862

Tabelle 2.1: Einige Daten aus dem Sonnensystem.
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Im Grenzfall € — 1 (Parabel) ist cos @ = 1, also @ = £ und die
Bahnkurve fiihrt fiir t — oo wieder in die Einfallsrichtung zuriick.

Hyperbeln

Hyperbeln sind definiert als Punktmenge {P! |H:1_P\ — |F2_P|‘ = 2(1} mit
Brennpunkten Fyi, Fy und groBer Halbachse a (siehe Abb. 2.10).

Wir charakterisieren die Hyperbelbahn durch den Stoparameter b (den Ab-
stand, in dem das Teilchen am Zentrum vorbeifloge, wenn es nicht abge-
lenkt wiirde) und den Winkel &, um den es von der geraden Flugbahn ab-
gelenkt wird (siehe Abb. 2.10). Wir ordnen dem Perihel 1,3, den Winkel
@(t=0) =0 zu.

Nach Abb. 2.10 ist dann T — 9 = 2(7T — @), also ¥/2 = Qs — 71/2 und

0 T 1

sina = sin (Cboo — 5) = 008 Poo =~ (2.25)

wobei wir das Additionstheorem sin(ox — 3) = sin &ccos 3 — cos aesin 3 ver-
wendet haben. Wie in Kap. 2.4 verwenden wir die Erhaltungsgrofien Energie

Abbil-

dung 2.10:
Hyperbolische
Streubahn. b ist
hier der Stof3pa-
rameter, nicht
die imaginére

Halbachse.
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und Drehimpuls:

E= Pt = —00)]’ >0 = X(t=—00) = | =
2 H
1= u’xxx| = ux(t = —o0) xx(t:—oo)} = ublx(t:—oo)’ = ub I

Das ergibt den Zusammenhang zwischen Drehimpuls und StofSparameter
1* = 2uEb? (2.26)

Fiir den sonnennéchsten Punkt gilt 7(t = 0) = 0 und aus der Bahngleichung
Tmin = T(@ = 0) = d/(1 + €) und damit fiir die (erhaltene) Gesamtenergie

12 M d 1
s

2 2
2 KT in min Qrmm Tmin

Mit der Beziehung d = 12/(yu?M) fiir den Halbparameter (siche Gl. (2.23))
folgt
(1+€)? 14e€ e2—1

2d d 2d

und durch nochmalige Verwendung des Halbparameters d sowie von Gl. (2.26)

E:wM< )IYHM

_2dE 2UE 4E*D?
o vuM - 'Y2U3M2 o Y2H2M2

Andererseits ist mit Gl. (2.25)

e?—1

1 cos? 2 ]
— 2 — cot2 5

e2—1=

sodass wir die Zusammenhénge

¥ yuM l
fano = 20 und b= ——— 2,27
Wy T orp M V2uE (2.27)

finden, letzteres aus Gl. (2.26). Energie E und Drehimpuls 1 legen also Stof3-
paramter b und Ablenkwinkel ¥ fest. Den Zusammenhang (2.27) leiten wir

ab:
wM 9 db®) M

b -
W= ' = @ 4E sin??
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Damit kénnen wir nach Gl. (2.18) den differentiellen Wirkungsquerschnitts

berechnen:
do | b dbl B b ( YuM 1 ) | yuM yuM
dQ  |[sindd®|  |[2sin ’% oS ‘% 4E  sin? ‘%  |4E sin? ’% AF sin? ’%
wobei wir b(9) aus Gl. (2.27) im letzten Schritt verwendet haben. Somit ist
do yuM 2
— 2.28
dQ (4E sin? g) (2.28)

Fiir geladene Teilchen erscheint das Produkt der Ladungen q1q2/(47teg) an-
stelle von yuM (die Coulombwechselwirkung ist wie die Gravitationswech-
selwirkung ein 1/r-Potential), und dann heifit diese Gleichung (2.28) die Ru-
therford’sche Streuformel.

Bewegungsarten im Gravitationspotential

Der Massenpunkt kann r-Werte erreichen, fiir die gilt
P yuM
—2ur? T

d.h. bei denen das effektive Potential U(r) unterhalb der Energie liegt (siehe

Abb. 2.11). Das Zentrifugalpotential ist dabei ein repulsiver Beitrag zum
Gravitationspotential, der fiir kleine Abstédnde r dominiert.

u(r) <E

Fiir Satelliten ist E < 0 (d.h. die Bahn ist gebunden), aber es miissen
Absténde v <= R mit Erdradius R verboten sein (um Kollision zu vermei-
den). Also ist ein hinreichender Drehimpuls erforderlich, oder dquivalent ei-
ne Mindestgeschwindigkeit tangential zur Erdoberfliche; daraus ergibt sich

Abbildung
2.11: Zwei
effektive E-
Gravitati-
onspoten-

tiale U(r),

die sich nur
durch den =
Drehimpuls

L > 1
unterscheiden.
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die 1. kosmische Geschwindigkeit vi = 7.9 km/s. Zum Verlassen der Erde
braucht ein Flugkorper mindestens E = 0; mit der potentiellen Energie an

der Erdoberfliche V(R) = —yuM/R (Erdanziehungskraft mg = yuM/R?,
Flugkoérpermasse m ~ p) folgt aus

EzOz%lv%—ng

die 2. kosmische Geschwindigkeit vo = 4/2gR = 11,2 km/s.

2.6 Der Virialsatz

In einem N-Teilchen-System mit endlichen Bahnen findet eine stdndige Um-
wandlung von kinetischer in potentielle Energie und umgekehrt statt. Der
Virialsatz sagt aus, wie viel die kinetische und die potentielle Energie jeweils
im zeitlichen Mittel zur Gesamtenergie beitragen. Diese sehr allgemeine Aus-
sage hidngt nur von der Potenz ab, mit der der Abstand der Teilchen 1 ins
Potential eingeht.

Wir kehren wieder zum allgemeinen Streuproblem zuriick (also zu einem all-
gemeinen Zentralpotential) und nehmen an, dass das Potential V(X) eine
homogene Funktion n-ten Gerades von x = (X1, X2, X3) ist, also

V(AX) = A" V(X), (2.29)

fiir alle Skalenfaktoren A € R. In Worten: eine Skalierung der Abstdnde mit
einem Faktor A fiihrt zu einer Skalierung des Potentials mit A™. Dann gilt fiir
alle A

iV(?\)?) B dV(ﬁ)d_lj B ldVU\f) >
dA  dy dA A dx
Andererseits erhalten wir aus der rechten Seite von GI. (2.29)
d = d n =\ n—1 =
Speziell fiir A = 1 erhalten wir daraus die Beziehung
. d ., . N
X - FE V(x) =nV(x), (2.30)

aus der wir (Beweis folgt) den “Virialsatz”

2<T>=n<V> (2:31)
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herleiten konnen. Dabei notieren wir mit < f >= lim{_ o = 1 fo t)dt den
Mittelwert einer Funktion; < T > und < V > sind die Mlttelwerte der
kinetischen, bzw. der potentiellen Energie fiir gebundene Bahnen,

.1 My =9
<T>= T]Lrgo% JO dt Ei 5 x:“(t) (2.32)
und
1 (F .
V = lim — dt V(xi(t)). 2.33
<V> ngoTL Ei (xi(t)) (2.33)

Kepler-Problem: Speziell fiir das 1/r-Potential des Kepler-Problems V/(x) ~
x|~ ist n = —1 und
2<T> =—<V>.

Zum Beweis von (2.31) betrachten wir

d Xi - pi = mixi - xi + Xi - P
2 Z >
1 1

_2T_le AV_ZT—nV

(2.34)

wobei wir (2.29) in der Verallgemeinerung auf ein System von N Massen-
punkten
V(AX1, ..., Axn) = A" V(xq, ..., xN)

verwendet haben. Wir bilden nun das zeitliche Mittel von GIl. (2.34) und
finden

R d I
2<T>_“<V>Ji%ozjodta;"i'pi
t=1

— 0

= hm— E xi(t
T—00 T
t=0

fiir begrenzte Bahnen. Die Groﬁe Zi Xi - Pi, deren zeitlicher Mittelwert fiir
endliche Bahnen verschwindet, heif§t Virial.
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3. Schwingungen

3.0 Einfiihrung

Schwingende Systeme lassen sich fiir kleine Amplituden im allgemeinen auf
ein System linearer Differentialgleichungen zuriickfiihren. Das geddmpfte ma-
thematische Pendel, z.B., wird durch

mx = —fx—Kx (3.1)

beschrieben. Hierbei ist m die Masse, f die Federkonstante und K die Rei-
bungskonstante. Gl. (3.1) ldsst sich elementar mit dem Ansatz

x(t) =e",  mA2+KA+f=0 (3.2)

16sen. Unser Ziel ist es hier, einen allgemeinen Formalismus zu entwickeln,
der zum einen Gl. (3.2) reproduziert und zum anderen auch auf komplizierte
Probleme, wie z.B. ein System von gekoppelten Oszillatoren anwendbar ist.
Hierzu werden wir eine Darstellung mit Hilfe von Operatoren und Propaga-
toren verwenden, wie sie in der Quantenmechanik {iblich ist.

3.1 Gedampftes mathematisches Pendel

Zur Einfithrung betrachten wir das (geddmpfte) mathematische Pendel, Gl. (3.1).
Wir fiihren einen Vektor

> X\ o i B_K
- \x/a )’ S Vm’ om’

ein, mit «, 3 > 0. Die Bewegungsgleichung,

. f K. :
X = ——x——% = — o>x — 2PBx,
m m

ix—>'<—oc E
at”~ x
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d [x\ % 2 (X
a(a)ws“"—ﬁ(a)’

oder in Matrix-Form

Z=Az A= (_O(X _‘;‘B) . (3.3)

Wir haben also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung durch zwei ge-
koppelte Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt. Der Vorteil ist die
Anwendbarkeit der Methoden der linearen Algebra.

Wir verwenden Exponentialansatz
z=ae': a e C?

mit der Eigenschaft z = Az. Einsetzen in GI. (3.3) ergibt Aae = Aae.
Also finden wir die Eigenschwingungen durch Losung des Eigenwertproblems

Ad=Aa<<= (A—Al)a=0

Nicht-triviale Losungen (also solche, fiir die a # 0 in C? ist) sind durch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

—A o4
—x —A—2f3

) = N +2BA+ o’ :7\2+n517\+i =0

det(A—AL) = det (
m

gegeben (vergl. G1.(3.2)). Die Eigenwerte A1 o ergeben sich zu

2
no= —paVFR= e (B) 0

om)  m

Die entsprechenden Eigenvektoren finden wir mit dem Ansatz

0 o) (far) _ ap M
(L ) () =3 () = 0= G
und damit

a; = (i) (1i=1,2). (3.5)

Es gibt drei Moglichkeiten fiir die Eigenwerte Aq o:

oo>p, Aga=-—pLiy/a?— P2  unterkritische Dimpfung
x=0p3, A2=-—, kritische Ddmpfung

<P, AMa2=-—p=EVpB>—02 tiberkritische Dampfung.
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Wir betrachten jetzt den Fall & > [3 genauer und passen die zwei Anfangs-
bedingungen x(t = 0) = xp und x(t = 0) = xo an. Wegen A1 # A9 haben
wir zwei linear unabhéngige Losungen gefunden; die Losung erhalten wir als
Linearkombination

X 1 L1
(/o) = (—) e <—>
0.4 [0 8

Da A1 = A} gilt eMt = (e)‘zt)*, und um eine reelle Losung x(t) zu erhalten,
miissen die zu bestimmenden Koeffizienten B und B* zueinander konjugiert

komplex sein. Mit B = C; +1Cy,B* = C{ —1Cy und @ = \/m folgt

x(t) = Bel TPt | BrelTP0t — (C) 4 iCy)ePHP 4 (C) —iCy)elFi®t
— Cie Pt (eicbt 1 e—icbt) 4 iCye Pt (eid)t B e—i(bt)
= 2C e Ptcos(dt) + 2Coe Ptsin(t)

Aus x(t =0) =2C; L xo folgt C1 = x¢/2. Die Zeitableitung liefert
d

ax(t) = — 2[36_&((:1 cos(at) 4+ Co sin(d)t))
+ 2e Pt (—C1(I) sin(wt) + Co0 cos((bt))
Damit ist
x(t=0) = —2[3C1+2C2d)$5<0: C2:X—9—|—ﬁ
2w 2w

Damit finden wir als Losung fiir die schwach geddmpfte Schwingung (x > 3)

_ _ . 1 _
x(t) = xge Pt (cos wt + E sin wt) + xpe Pt—sin Ot (3.6)
) W

Im Falle der unterkritischen Dampfung ist die Frequenz

f K2
O =oZ—p2 =] —— ——
& m 4m?

gegeniiber der Frequenz w = « = \/% der ungeddampften Schwingung ver-

ringert. Die Dampfung 3 fiithrt zu einer Halbwertszeit 1/ fiir die Amplitude.
Ein Beispiel fiir eine unterkritisch gedampfte Schwingung ist in Abb. 3.1 ge-
zeigt, eines fiir eine iiberkritisch geddmpfte Schwingung in Abb. 3.2.
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Abbildung 3.1: Illustration einer unterkritischen Schwingung mit einer
Schwingungsdauer T = 27t/@ und einer Dampfung 3.

Im Spezialfall des ungedédmpften harmonischen Oszillators (f = 0, w = «)
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

. 5 f
X+ wx =0 w =1/—
m

x = Be'®t + B*e 't = 9C; cos(wt) 4 2Cy sin(wt)
— x(t) = xg cos(wt) + % sin(wt)

x(t) = xg cos(wt) — wxgsin(wt)
Dabei handelt es sich um die parametrische Darstellung einer Ellipse im Pha-

senraum (X, X).

Propagator

Mit z(0) = (x(0),%(0)/x) definieren wir durch
z(t) = P(t,0) z(0)

den Propagator P(t,0) : {C? — C?}, der den Zustand des Systems zur Zeit
t = 0 auf den zur Zeit t abbildet (propagieren=ausbreiten). Der Propagator
ist durch

—Bt Dt 4+ Bsind Bt gin @
P(t.0) = e (coswt—l—a)?mwt) e ~d)smgvt )
—e_ﬁt% sin Wt e P cos t — =sin wt)
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Abbildung 3.2: Illustration einer iiberkritischen Schwingung mit verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten xg = x(t = 0).

gegeben.

Beispiel

Als weiteres Beispiel diskutieren wir die Gleichung dritten Grades

d3x+ad2x+bdx+cx—0
dt3 dt2 dt B
X
mittels des Vektors z = [ x | ,
5
_ X 0 1 0 X
z = X = 0O 0 1 x| = Az
—ax — bx —cx —Cc —b —a X

Demnach ist auch der Propagator in diesem Beispiel eine 3 x 3 Matrix und
es gibt drei Anfangsbedingungen, x(0),%(0),%X(0). In der Mechanik ist die
Bewegungsgleichung dagegen nur zweiter Ordnung und die Bahn ist durch
nur zwei Anfangsbedingungen, Ort und Geschwindigkeit, festgelegt.

o1



3.2 Lineare Stabilitidtsanalyse

Physikalische Messungen an einem Prozess werden dadurch sinnvoll, dass
man den Prozess und die Experimente wiederholen kann. Jede Wiederholung
sollte dann bei gleichen Anfangsbedingungen stattfinden, d.h. sowohl die ex-
ternen Einfliisse (Reibung, treibende Kraft) wie interne Anfangswerte (X,
Xg) sollten dieselben sein. Allerdings wird es technisch nie moglich sein, ex-
akt dieselben Anfangsbedingungen zu préaparieren, und daher wird es immer
eine kleine Abweichung in den Anfangsbedingungen geben. Wenn eine kleine
Abweichung nach langer Zeit eine beschrinkte Abweichung in den beobachte-
ten Zustdnden ergibt, nennt man die Bewegung stabil. Hier untersuchen wir
die Stabilitédt beziiglich der internen Anfangswerte.

Betrachten wir eine allgemeine Bewegungsgleichung der Form

—

z =Gl

z) (3.7)
(z und G scien Vektorfelder auf R™). Nehmen wir an, dass eine Losung z(t)
von (3.7) bekannt sei. Wir betrachten jetzt eine zweite Losung z(t) + 6z(t),
die anfangs zu z(t) benachbart ist; also ist 5z(t) € R™ eine kleine Abweichung
um die bekannte Trajektorie z(t). Die Bewegungsgleichung fiir diese Losung
ist

Z+ 6z = G(z+ 62) (3.8)
Die Stabilitdtsanalyse fragt jetzt nach dem Langzeitverhalten der Abwei-
chung 8z(t). Dazu linearisieren wir Gl. (3.8), d.h. wir entwickeln in erster
Ordnung in 8z(t):
2482 = G(z) + (82V;) G (2 + 82)

z

_+0(827)
z
oder komponentenweise

i+ 55 = Gi(2) + ) S Gi(z+52)
k

4+ 0(8Z%).

Unter Verwendung von Gl. (3.7) finden wir fiir die Abweichung
5z = (52V2) G (2 + 62) .

Wir identifizieren die partiellen Ableitungen 0G;/0zy mit den Elementen Ajy
der Matrix A
0G;

Ay =
ik aZk

(3.9)
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und finden damit
8z = Y Audz, 5z = Adz
k
Die Untersuchung der Matrix A(t) ist Ausgangspunkt der Stabilitétsanalyse.

Falls A(t) stetig ist, so existiert fiir jeden Anfangswert 5z(s) € R™ (zur Zeit
s) eine eindeutige Losung 8z(t).

Propagator

Die lineare Abbildung
P(t,s): z(s) — z(t)

heifit Propagator oder Bewegungsabbildung des Systems (wichtig insbeson-
dere in der Quantenmechanik). Es gilt

P(t,r)P(r,s) = P(t,s)

P(s,s) =1

0
3t P(t,s) = A(t) P(t,s)

Die letzten beiden Gleichungen sind zu der Integralgleichung

t

P(t,s) =1 —|—J dt; A(t) P(ty,s)

S
aquivalent. Sie lasst sich iterativ 16sen:

rt

P(t,s) =1+ dt; A(ty) []l + Jtl dty A(ts) P(to, S)]

JS S
rt

=1+ dt; A(ty) —|—J dty J 1 dto A(t;)A(ta) P(to, s)

JS S S

und nach unendlich vielen dieser iterativen Schritte

Plt,s) =1+ Jt dt, r dtg...rn_l dty A(t) Alty) .. Alty)
n=1 S

S S

Autonome Systeme

Das System heifit autonom (zeitunabhingig), falls A nicht von der Zeit t
abhiingt (in (3.7) Linearisierung um eine Gleichgewichtslage x"(t)=konst).
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Dann héngt P(t,s) nur von der Differenz der Zeiten t — s ab und wir setzen
P(t) = P(t,0). Es gilt
P(t)P(s) = P(t+s)

P(0) = 1
(Gruppeneigenschaften von P(t)) und

d
T P(t) = AP(t)

At (At)?
P(t) =1+ +( ) + ... =Mt
1! 2!
Die letzte Gleichung besagt, dass P(t) die durch A erzeugte ein-parametrige
Gruppe ist. Aus der Exponentialdarstellung von P(t) kann man direkt nach-

vollziehen, dass

tTl—l
AAM T = AP(1)

d «— t" =
Vet T L
gilt.
Beispiel

Fiir B = 0 hat die Matrix fiir den geddmpften harmonischen Oscillator die
Form (3.3)

(0 x\ (01 2 of—1 0\ _ o
A_<—oc O>—oc<_1 0), A—oc(o _1>— o 1.

Es gilt also allgemein
A2n — (_1)TL(XQTL]17 A2n—|—1 — (—1)“0(211A, (TL: 172’3“')'

Mit diesen Formeln lasst sich die Exponentialreihe fiir den Propagator auf-
summieren:

o0 (0. @]
t2m t2m—|—1

( ) € Z (2m)! + Z (2m—|—1)!
m=0 m=0
00 t2m ) t2m+1 )
)Mot ™ m,2m
m:0 m=
t :
= cos(to) 1 + sin(to) A — CO.S(OCt) sin(oct)
x —sin(at) cos(at)

o4



in Ubereinstimmung mit Kap. 3.1 (fiir = 0ist @ = /o2 — B2 = x).

Stabilitéit der Losung

Mit dem Propagator P(t) = exp(At) koénnen wir wieder auf die Stabi-
litdtsanalyse zuriickkommen. Fiir zeitunabhéngiges A ist

5z(t) = Moz (3.10)

mit der Anfangsabweichung 8zg = 8z(t = 0). Mithilfe der Eigenvektoren a;
der Matrix A (d.h. Aa; = Aiqy), die bei Diagonalisierbarkeit von A den C"
aufspannen, konnen wir 8z wie folgt darstellen:

620: E Ciai
i

Dabei ergeben sich die ¢; aus den Anfangsbedingungen. Da A™a; = 7\?51
folgt aus GIl. (3.10)

00 00

5Z(t) =e E cia; = E Ci E —A"q; = E Ci E _)\i a; = E cie'tay

n! n!
i i n=0 i n=0 i

Im Beispiel des gedampften harmonischen Oszillators finden wir mit z; = x,
Z9 = X/&, 21 = KZ9, 2o = —xz] — 2322 nach GI. (3.9)

60 = (_u™00) = A= () = (32) = (% %)

und mit den schon bekannten Eigenwerten Aj, A9 (siehe Gl. (3.4))

62(t) = cle)‘ltal + Cge}\QtaQ

Da A reell ist, sind die Eigenwerte A, A2 entweder beide reell oder beide
komplex konjugiert, und wir kénnen die Stabilitit der Losung z(t) anhand
der sechs Falle in Abb. 3.3 diskutieren:

a) Ay > 0 und Ay > 0: |6z(t)| wichst unbegrenzt; z ist ein abstofiender
Punkt (Repellor).

b) A1 > 0, Ay < 0: fiir ¢; # 0 wichst die Abweichung |6z(t)|, fiir ¢; = 0
verschwindet sie (|8z(t)] — 0); z ist ein Sattelpunkt.

c) A < 0und Ay < 0:|8z(t)| — 0; z ist ein anziehender Punkt (Attraktor).

d) A1 und Ag imaginér (A1 = A}): [dz(t)| ist beschrinkt; z ist ein elliptischer
Punkt.
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5
a) “2 P 522

Abbildung 3.3: Zeitentwicklung der Abweichung 8z(t) fiir verschiedene
Werte der Eigenwerte Aq, As.

e) A1 und Ay sind komplex konjugiert, ReA; < 0: [dz(t)] — 0; z ist At-
traktor eines Spiralflusses von 6z(t).

f) A7 und A9 sind komplex konjugiert, ReA; > 0: [6z(t)] — oo; z ist
Repellor eines Spiralflusses von 5z(t).

3.3 Spektralzerlegung

Mit dem Ansatz z(t) = ae’ (a € C") findet man die Eigenschwingungen

des autonomen Systems z = Az. Die Losungen des resultierenden Eigenwert-
problems, Aa = Aa (in C™) sind durch die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms det(A — A1) = 0 gegeben.

Falls die Eigenvektoren a; (1 = 1,...n) den ganzen C™ aufspannen, dann ist
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jede Losung von Z = AZ eine Linearkombination von Eigenschwingungen. Die
Matrix A heifit dann diagonalisierbar, da A in einer Basis von Eigenvektoren
{aj, ..., an} diagonal ist:

A= . (A1...A= Eigenwerte).
0 An
Dies ist z.B. der Fall, wenn das charakteristische Polynom m verschiedene
Wurzeln hat, also alle A; paarweise voneinander verschieden sind. Definieren

wir nun einen Projektionsoperator Py (Matrix) als lineare Abbildung C™ +—
C™, die die Eigenvektoren zum Eigenwert A invariant ldsst und alle anderen

annihiliert:
- a =A
Pyd, = As H
0, w7 A
Dann hat die diagonalisierbare Matrix A die Spektralzerlegung

A = AP (3.11)
)

wobei 0(A) die Menge der Eigenwerte von A ist (trivial: Aay = Aay). Die
Projektionsoperatoren P, haben folgende Eigenschaften:

PAPu=0uPr,  APA=PAA=AP,, Y Pyi=1. (3.12)

Beispiel

Eine 3 x 3 Matrix hat die diagonale Form

A 0 0
A= 10 A 0| =APx + APy, +A3Py,
0 0 As
mit den Projektoren
100 000 000
P,=(000], Py,=|010], P,=]000
000 000 001



Anhand dieses Beispiels kann man die allgemeinen Eigenschaften von Gl. (3.12)
leicht verifizieren.

Gedampfter harmonischer Oszillator

Im Falle des geddmpften harmonischen Oszillators sind die Eigenvektoren
a; = (1,A\/«), (i = 1,2) linear unabhingig, solange A; # Ag, also fiir o # f.
In diesem Fall hat die Losung die Form

At Aot

x(t) = cre™ 4 co e,

wobei sich ¢1,¢c9 € C durch die Anfangsbedingungen x(0) und %(0) aus-
driicken lassen (vergl. (3.6)).

Fiir « = 3 fallen nicht nur die beiden Eigenwerte zusammen, Ay = Ag, son-
dern nach (3.5) auch die Eigenvektoren, z; = zy, und A ist nicht mehr dia-
gonalisierbar. Die Losung x(t) ldsst sich dennoch durch den Grenziibergang
w — 0 gewinnen:

= x(0) (14 pt) e Pt +x(0) te P

Dissipation

Allgemein gilt fiir den Dampfungsexponenten ReA

ReA— { P S
Tl VB B

also immer Re A < 0. Die Ursache fiir die Dampfung ist der dissipative Term
—Kx in der Differentialgleichung, dessen Leistung stets negativ ist:

i (%XQ 4 27(2) = mxX + fxx = x(—fx — Kx) + fxx

= —Kx? € 0.

Die Energie %15(2 + gxz ist also nicht erhalten, sie nimmt kontinuierlich ab,
sie wird dissipiert. (In Wirklichkeit geht die Energie nicht verloren, sie wird
nur auf ein anderes System iibertragen, das in der Beschreibung (3.7) nicht
mitgenommen wurde.) Allgemein heifit ein System z = Az dissipativ falls es
eine positiv definite quadratische Form (z,z) gibt, die nie zunehmen kann:

d . _ N N
a(z, z) = (Az,z) 4+ (z,Az) < 0, (3.13)
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fiir alle z. Dies schlieBt unbeschrinkt wachsende Losungen aus, also muss
ReA < 0 sein, fiir alle A € 0. In diesem Fall ist die Losung x°(t), um die
die urspriingliche Differentialgleichung x = a(x) linearisiert wurde, stabil.
In der Sprache der Stabilitdtsanalyse bezeichnet man A auch als Liapunov-
Ezxponenten.

Falls (z,z) sogar eine Erhaltungsgréfe ist, so ist P(t) = et (in dieser Me-
trik) eine 1-parametrige Gruppe von Drehungen des R™. Nach (3.13) ist A
antisymmetrisch und daher (in C") stets diagonalisierbar. Mit A ist auch
—A konservativ, also sind alle Eigenwerte rein imaginér.

3.4 Erzwungene Schwingungen

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

RN

Z(t) = A(t)z(t) + b(t)

ist durch die Duhamel-Formel

z(t) = P(t,s)z(s) + Jt dTP(t,T)‘B(T) (3.14)

S

gegeben, wobei P(t, s) der Propagator des homogenen Systems ist. Fiir eine
harmonische Anregung

b(t) =be  (beC™)
erhalt man als Losung

JEEN N N

Zup:&ﬁam—amﬂ-+&mawy (3.15)

mit (Achtung: Reihenfolge der Matrizen!)
d(w) = (iw—A)"b.

Die Grofle iw — A ist eine Matrix und sollte als iw1 — A gelesen werden. Die
Invertierbarkeit von iw — A setzt iw ¢ o(A) voraus. Man kann GI. (3.15)
entweder aus der Duhamel-Formel gewinnen oder direkt verifizieren, was wir
nun machen wollen. Die Anfangsbedingung z(t = 0) = z(0) ist offensichtlich
von Gl. (3.15) erfiillt. Ferner gilt

d.

dtz(t) = AcMz(0) — a(w)] + iwe*ta(w)
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—

= A (Mz(0) — a(w)] + eiwta(w))ﬁﬁeiwt

1)

n (iw St () — Aeta(w) — Beiwt)

. 7

=0
— AZ(t) + b(t)
mit B(t) — Peiwt (nach Voraussetzung) da der Term
iw e “td(w) — Aetd(w) — bel®t = ¢t (iw — A) d(w) — be't
— ot [{w—A) iw—A) b — E} _ oot [E _ B} — 0
verschwindet.
Beispiel

Fiir den geddmpften harmonischen Oszillator ist

. 1w —x
w—A = (oc iw—|—2[3)’

1  (lw+2f « 1
iw—A —a  iw/) iw(iw +2B) + «?

Fiir 3 > 0 verschwindet der erste Term in (3.15) fiir grofle Zeiten (t — o0,

Einschwingvorgang) und es bleibt nur die erzwungene Schwingung iibrig. Wir

haben

>0 ]

b
iw—A "’

_ eiwta(w) — eiw

z(t)

t—o0

(zl(t)) B elwt (’Lw + 2B oc) (bl)
zo(t)) iw(iw + 2B) + «2 —o 1w/ \by/)’

Also, z.B. fiir by = 0 (keine Kopplung der treibenden Kraft an x/o, nur an
den Ort)

{wt iw + 2 o — gt iw+ 2B
Aw)2 +2Riw+ 02+ (iw —A)(iw — A9)

X(t) — e bl.

Dabei ist (wie erwartet) A2 = —f3 £1y/a&? — 32 fiir ¢ > {3, es gibt also

Resonanzen fiir w = £ = /a2 — B2, da bei schwacher Dampfung  fiir
diese Anregungsfrequenzen w die Amplitude von x(t) sehr grof3 werden kann.
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Resonanzen

Allgemein (also nicht nur fiir den eindimensionalen Oszillator) gilt: Wenn A
strikt dissipativ ist, also Re A < 0, fiir alle Eigenwerte A, so ist der erste Term
in (3.15) exponentiell abklingend und nach dem Einschwingvorgang bleibt fiir
t — oo nur noch die erzwungene Schwingung

z(t) = e*'a(w)

iibrig. Der Frequenzverlauf der Amplitude a(w) zeigt typische Resonanzen.
Falls A diagonalisierbar ist, so ist nach Gl. (3.11)

fw—A) =Y

die Eigenwerte von iw — A, und die Eigenwerte eines Matrixinversen sind
die Inversen der Eigenwerte. Es gilt

ﬁw—m4uw—Ay:Zf“m’A > P=1

1w — A
A€o AEO

Fiir Anregungsfrequenzen iw nahe einer Resonanz Ag dominiert der entspre-
chende Term und die erzwungene Schwingung wird durch die Anregung einer
einzigen Eigenmode dominiert:

eiwt 1

— —P)\ B = _ei(wt—é) P)\ B

t
2(t) iw—2Ag ™ Y

WaAg

Hier haben wir komplexe GriBe iw —A¢ = ye® in Polarkoordinaten geschrie-
ben. Fiir die und die | Amplitude 1/v|findet man fiir den Fall einer
schwach geddmpften Schwingung, A\g = —3 + 1w,

L L _ Hw—@)+B e ¥
iw—A Hw-@)+p (w—®)?2+p> lw—@)?2+p?
also ~
1 1 w—w
”}7: (w—d))2+f52; O = arctan 5

Aus der Breite der Resonanz kann man also die Zerfallskonstante (3 der reso-
nanten Eigenschwingung entnehmen. Fir einen rein imagindren Eigenwert,
Ao = i divergiert a(w). Natiirlich kann es vorkommen, dass Py,b = 0 ist,
dann ist diese Resonanz nicht durch die duflere Stérung e'“'b anregbar.
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Abbildung 3.4: Verlauf

der Amplitude 1/v und | : : — 9 :
der Phase d durch die Re- ) W
sonanz W = 0 einer er-

zwungenen Schwingung O/t

(mit B = 0.5).

3.5 Fourierzerlegung

Wir betrachten eine lineare Kette von N Massenpunkten, je mit Masse m, die
durch Federn mit der Federkonstante f verbunden sind. Die Auslenkungen
aus den Ruhelagen der Massenpunkte bezeichnen wir mit xo(t) ... xn_1(t).
Die Kette soll sich schliefien, also xo(t) = xn(t).

Die Bewegungsgleichungen lauten fir n=20...(N —1)

mXn = f(Xnt1 — Xn) + F(Xn_1 — Xn) = f(Xn41 + Xno1 — 2x0). (3.16)
Wir finden als Losung laufende Wellen der Form

Xn(t) = e®te kM, (3.17)
Wegen der Randbedingung sind nicht alle Werte fiir den Wellenvektor k zu-

X5 x4

f f | C}XSXZ
m m m m

Abbildung 3.5: Illustration einer Kette von Massenpunkten m, die un-
tereinander mit Federn der Federkonstante f verbunden sind. Die unendlich
lange Kette kann man sich auch als Ring mit periodischen Randbedingungen
vorstellen.
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gelassen, denn es muss
xo(t) =xn(t), 1= 0=

gelten. Das bedeutet aber 1 = e*N = cos kN + isin kN, was durch die k-
Werte kg = 0,k; = 2t/N, ko = 47t/N, ..., kn_1 = (N — 1)7t/N erfiillt wird.
Die erlaubten Werte von k sind also ganze Vielfache von 27t/N,

27
k=—1 1=0,1...(N—1

L =01 (N-1))
da grofere Werte von 1 zu keinen neuen Funktionen fithren (expl[ikimn] =
explikon] fiir k; — ko Vielfache von 27, denn mit k1 — kg = m2t,m € IN
folgt ke = m2m — k; und damit et*™ = e imn2meiin — eikln). Wir setzen
nun den Ansatz (3.17) in die Bewegungsgleichung (3.16) ein:

miw)?ete

Y

iwt —ikn _ ¢ { o tkintl) 4 k(1) o eikn} it

m(iw)? =1 [e_ik + et — 2} =f {2 cos k — 2},

f k k f k
w?=—2 [1 — cos? — + sin? —] — 4— sin? —.
m 2 2 m

wobei wir das Additionstheorem fiir den Kosinus in der Form cos o« = cos?(a/2)—
sin?(o/2) verwendet haben. Also finden wir fiir die Dispersionsrelation w(k)
der elastischen Wellen (Schallwellen) mit der Wellenlange A = 27t/k:

f k 27T
w(k) = 2\/;\31115\, k = N(O"'(N —1)).

Allgemein versteht man unter einer Dispersionsrelation den Zusammenhang
zwischen Frequenz w oder EnergieE und Wellenvektor k oder Impuls p.

Wir kénnen nun eine Beziehung zum Eigenwertproblem herstellen. Lésst man
die rdumliche Abhéngigkeit der Losung offen und macht man nur einen har-
monischen Ansatz fiir den zeitlichen Teil der Losung, also

so erhilt man eine zeitunabhdngige Bewegungsgleichung fiir die X,

f
2
W Xn = — E Xntl T Xn-1 — 2Xn}
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die man mit X = (Xg...Xn_1) auch in Matrixform

( —2 1 1 \
1 -2 1

- R f 1 =2

w*x = —AX, A=—

3

\ 1 1—12)

schreiben kann. Mit anderen Worten ist die gesuchte Losung X ein Eigen-
vektor zu der symmetrischen Matrix A. Die respektiven Eigenwerte A = w?
bestimmen damit die Frequenz w. Wir wissen schon, dass die normierten
Eigenvektoren x(k) durch

(1’ elk) e21k’ e?nk’ o ’e(N—1)1k>

zl-

2 = 4% sin? % Hieraus schliefen wir, dass die Ei-

gegeben sind, mit A = w
genvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, und damit auch zu verschieden
k-Werten, orthogonal sind, wie man auch direkt nachpriifen kann, indem man

das Skalarprodukt

N—1
(x(K)x(p)) = D xn(k)xa(p)
n=0
ausrechnet:
N-—1
L 1 . 1, k=p
X(Kx(p) =< Y e P = { SN
N S =0, k#p

da (k —p)N = 2Wﬂ(lk — 1,)N ein ganzes Vielfaches von 27t ist, und somit
expli(k—p)N] = 1. Wir haben die Bezichung 5 N q™ = (qN—1)/(q —1)
mit @ = e'®* P fiir die Partialsumme der geometrischen Reihe verwendet.
Wir haben also die Orthogonalitdtsrelationen

(x(K)x(p)) = dip (3.18)

gefunden, und mit

Skp =N ellk—pin (3.19)
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eine Darstellung der Dirac’schen Delta-Funktion. Da alle N Eigenvektoren
x(k) orthogonal sind, sind sie auch vollstindig, bilden also im CN eine or-
thonormierte Basis. Somit lisst sich jeder Vektor y € CN, d.h. eine beliebige
Auslenkung der ganzen Kette von Massenpunkten, in dieser Basis darstellen,
mit Entwicklungskoeeffizienten y, = y(k):

9
k=221

I
M7
«c
=
=
Zz

1=0

In Komponenten haben wir

N—1 1 N-—1 277 )
n= E Xn k = — E —1 eiiwﬂln

die Darstellung von y, als (diskrete) Fourierreihe. Diese Fourierreihe kann
man auch umdrehen und man findet mit der Darstellung (3.19) der Di-
rac’schen Deltafunktion

-1

N
27T1n
Yk = —= ) Yne'N
ﬁnZ

Diese Uberlegungen lassen sich auch auf schwingende Systeme verallgemei-
nern, die nicht aus diskreten Massepunkten sondern aus einem Kontinuum
aufgebaut sind (schwingende Saite, Trommel, ...). Die entsprechenden Ei-
genschwingungen bilden dann wieder eine vollstandige Basis.
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4. Lagrange-Formalismus

4.0 Einfiihrung

Ziel ist es, einen einfachen Zugang zu komplizierten mechanischen Systemen
zu entwickeln. Nach einer etwas komplizierten Herleitung wird sich der Lagrange-
Formalismus als sehr einfach in der Anwendung zeigen. Zudem erlaubt er,
einige tiefere Zusammenhénge mit Symmetrieiiberlegungen aufzuzeigen.

4.1 Zwangsbedingungen

In physikalischen Problemen sind uns héufig nicht nur Kréfte, die auf Teilchen
oder Korper wirken, gegeben, sondern auch Bedingungen, die deren Bahn
erfiillen miissen; diese Bedingungen reduziert die Zahl der Freiheitsgrade des
Systems: Ein System mit f Freiheitsgraden besteht aus N Teilchen, deren
mogliche Konfigurationen x = (Xj...xXn) zur Zeit t durch f unabingige
Lagekoordinaten q = (q1 ... q¢) (=generalisierte Koordinaten) beschreibbar
sind (=Definition von Freiheitsgraden):

—

Xizii(ql...qf,t) (lZlN) (4.1)

Die Komponenten der X; sind nicht unabhéingig voneinander, die generali-
sierten Koordinaten g, aber schon. Man kann sagen, dass die Zwangsbedin-
gungen die Bewegung behindern bzw. einschranken.

Beispiel 1: Sphirisches Pendel

Sphérisches Pendel mit fester Seillinge R und mit vorgegebenem beweglichen
Aufhingepunkt y(t) (sieche Abb. 4.1).

x(t) = y(t) + Re(t),

wobei e(t) iiber die Einheitskugel variieren kann, auf der man z.B. die Polar-
koordinaten ¥ und @ als Lagekoordinaten benutzen kann (f = 2). (Notation:
e steht fiir einen Einheitsvektor.)
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Abbildung 4.1: Das
sphérische Pendel mit beweg-

tem Aufhéngepunkt.

Beispiel 2: Gefiihrte Bewegung

Teilchen im Schwerefeld auf einer festen Bahn (Achterbahn, siche Abb. 4.2).
Die Bewegung ist festgelegt durch zwei Zwangsbedingungen

y =0; f(x,z) = 0.
Also bleibt nur ein Freiheitsgrad iibrig (f = 1).

Die Zwangsbedingungen iiben auf das Teilchen sogenannte Zwangskifte aus,
die fiir die Einhaltung der Zwangsbedingungen sorgen. Wir verfolgen jetzt
das Ziel, diese nicht explizit bekannten Zwangskréfte aus den Bewegungsglei-
chungen zu eliminieren.

Virtuelle Verschiebungen

Virtuelle Verschiebungen (auch virtuelle Verrickungen genannt) zur Zeit t
sind kleine Anderungen der Koordinaten, die mit den Zwangsbedingungen
vereinbar sind. Beim sphérischen Pendel wire dies eine Auslenkung der Win-
kel (bei konstantem 1 = R):

(1,9, ¢) — (r, 2+ ¢ +0¢).
Bei der Achterbahn wire dies eine Anderung der Koordinaten (x,y, z) mit
(x,0,2) — (x4 6x,0,z+ dz)

Abbildung 4.2:

4 Z S(t) Die Achterbahn
ist mathematisch
y X(S) g dquivalent zum
gefiihrten Fall auf
> X einer Schiene.
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mit

f(x,z) =0, und f(x 4+ 0x,z+ 6z) = 0.
Es ist klar, dass im letzteren Falle die virtuellen Verschiebungen dx und 6z
nicht voneinander unabhéngig sein kénnen. Per Definition sind jedoch die

generalisierten Koordinaten (q;...qf) voneinander unabhingig (Freiheits-
grade). Damit ist jede Verschiebung der Form

! 67?1((:], t)

5% =
* 0q«

e (4.2)

oa=1

fiir alle {0q4} eine zulédssige virtuelle Verschiebung. Die Bezeichnung wirtu-
ell besagt hier, dass diese Verschiebung nicht durch die Dynamik (Bewe-
gungsgleichungen) verursacht wird, sondern momentan (mit 6t = 0) als Ge-
dankenexperiment geschieht. In anderen Worten, die §x; miissen mit dem
tatséachlichen Ablauf der Bewegung nichts zu tun haben.

Zwangskrifte

Die wirtuelle Arbeit ist durch

A=Y Febti= Y Ry Sa= Y (Z - -E) 5as (13
i i [od

o i
N\

7

Qu
gegeben, wobei fi die augenblickliche Kraft auf das Teilchen 1 ist. Die
N

ch - Z Fi ) aa:;
i=1

sind die generalisierten Kréfte. Da die generalisierten Koordinaten nicht not-
wendig die Dimension Lénge haben, haben die zugehorigen generalisierten
Krifte nicht immer die Dimension der Kraft; allerdings gilt immer [Qyqql =
[Energie], d.h. das Produkt aus generaliserter Koordinate und zugehdoriger
Kraft hat die Dimension Energie. Zwangskrifte sind per Definition Kréafte,
die keine virtuelle Arbeit leisten, da virtuelle Verschiebungen in Richtung
einer Zwangskraft per Definition nicht moglich sind. In Beispiel 1 ist die Fa-
denspannung eine Zwangskraft, in Beispiel 2 die Kréfte, die das Teilchen auf
der vorgegebenen Bahn halten.

Zwangskréfte konnen & priori nicht angegeben werden, da sie als Reaktions-
krafte aut die Bewegung des Systems entstehen. Es ist daher wichtig, Bewe-
gungsgleichungen fiir Systeme mit Zwangsbedingungen zu finden, in denen
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die Zwangskrafte gar nicht erst vorkommen. Solche Bewegungsgleichungen
sind die Lagrange-Gleichungen fiir den Fall von Potentialkriften bzw. die
d’Alembert’schen Gleichungen im allgemeinen Fall.

4.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Zu jedem Zeitpunkt t wirkt auf das Teilchen 1 die Kraft E, die sich aus

N

Fo=Ki+Z

der Zwangskraft Zi und der dynamischen Kraft 121 zusammensetzt. Nur die
dynamische Kraft trigt zur Bewegung (Beschleunigung) des Teilchens bei.
Ziel ist es, die Zwangskrifte aus den Newton’schen Bewegungsgleichungen

N

pi=F=K+Z

zu eliminieren. Hierfiir benutzen wir das Prinzip der virtuellen Arbeit, das
besagt, dass

Y Zisx%i =0 (i=1...N),

d.h. die Zwangskrifte verrichten keine Arbeit. Infolgedessen enthélt die vir-
tuelle Arbeit (Gl. (4.3))

OA = Z(Erl-zi)'&?i = Z‘Zi'ﬁi = Zroéqoc

keine Zwangskrifte, was wir im folgenden verwenden werden.

Wir gehen von den Newton’schen Bewegungsgleichungen aus und multipli-
zieren sie mit zuliissigen virtuellen Verschiebungen &x;. Wir erhalten so das
d’Alembert’sche Prinzip

Yy (ﬁ - ﬁ) 5% = 0, (4.4)

1

das wir nun auf verallgemeinerte Koordinaten transformieren wollen.

Generalisierte Koordinaten

Ziel ist es, aus Gl. (4.4) einen Ausdruck der Form

> 9ula,a,1)8qq =0 (4.5)
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zu erhalten. Da alle dq4 zulédssige virtuelle Verschiebungen sind (z.B. auch
dq; # 0, 0qp = O fiir B = 2...f), muss dann jeder einzelne Summand in
Gl. (4.5) verschwinden und aus Gl. (4.5) kénnten wir dann sofort folgern

d«(q,q,t) =0 (x=1,...1). (4.6)

Dies waren dann die gewiinschten f unabhingigen Bewegungsgleichungen fiir
unsere f Freiheitsgrade.

Fiir die Transformation auf generalisierte Koordinaten verwenden wir
BA =) Fi-oxi= ) Quddq
1 x

(Definition der verallgemeinerten Krifte Q) und

Zﬁi'&?i: Zﬁx %5%: Z(Zﬁx%) 0q -
i i x x x i *

Das d’Alembert’sche Prinzip Gl. (4.4) wird somit zu

D (Zﬁi- aaqi - ro) 5qa =0 . (4.7)

x

Hieraus konnten wir sofort die Bewegungsgleichungen
- 0Xg
Zpi-a—l—Qa:0 (=1...1) (4.8)
: o

ablesen. Dieses Ergebnis befriedigt uns jedoch noch nicht und in der Tat kann
man die Bewegungsgleichungen auf eine schénere Form bringen. Man kann
zeigen (kommt gleich), dass

_daor 1.9
3q. _ dtdq.  dq. (4.9)

Zﬁ 0X; d oT oT

ist, wobei
m, - .
T=) x=Tla,q1)
i
die kinetische Energie (in generalisierten Koordinaten) ist. Damit werden
Gl. (4.8) zu den d’Alembertschen Gleichungen

d oT oT

E@_a—qa_Q“:o (x=1...1). (4.10)
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Diese Bewegungsgleichungen sind nun schon sehr viel niitzlicher, da es haufig
leicht ist, die kinetische Energie in generalisierten Koordinaten anzugeben.

Es bleibt Gl. (4.9) herzuleiten. Wir setzen dabei voraus, dass die Transfor-

mationen X; = Xi(qy) stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung

besitzen. Wir beginnen mit der rechten Seite und verwenden T = ) . %2? ;

d aT N axl N anL
T

Wir verwenden nun

N 0% . _- i oxi . O
= egen  —Xq{ = Xq = -
04, 0as B Gt TR

B=1

und )
d ox; B 0 d._ ox;

—Xi =

dtdq, 0qgdt

und erhalten somit

also Gl. (4.9) mit f)i = miii.

4.3 Lagrange-Funktion

Die d’Alembert’schen Gleichungen (4.10) gelten allgemein, auch fiir Krifte,
die kein Potential haben. Fiir den Fall von Potentialkraften,

Q= - (w=1...1). (4.11)

konnen wir die Lagrange-Funktion

definieren, und die d’Alembert’schen Gleichungen werden dann zu den Lagrange-
Gleichungen: Dazu ergénzen wir im ersten Term von Gl. (4.10) ein V| das ja
bei Potentialkréften nicht von q abhéngt, und finden mit Gl. (4.11)

dd(T—V) dT-V)
dt  0q« 0q«

=0,
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und damit die Lagrange-Gleichungen

doL AL
dtdds 0qs

(x=1...1). (4.12)

Jedes System, das in dieser Weise durch eine Lagrange-Funktion beschrieben
werden kann, heif3t ein Lagrange’sches System.

Verallgemeinerter Impuls

Die Lagrange-Gleichungen (4.12) legen nahe, dass es sinnvoll ist, zu jeder
verallgemeinerten Koordinate (4 einen verallgemeinerten Impuls py via

dL(q,q,t)

Pe = T34

zu definieren, denn dann kann man die Lagrange-Gleichungen in der Form
P = aaq_L(x schreiben. Der verallgemeinerte Impuls py heift auch (zu qg)
konjugierter Impuls. Natiirlich sind die Lagrange-Gleichungen bei Wegfall

von Zwangsbedingungen mit den Newton’schen Gleichungen identisch.

Beispiel: Sphéirisches Pendel

Sphérisches Pendel (Aufhéngepunkt fest) im Schwerefeld. Die beiden genera-
lisierten Koordinaten sind ¢ und ¥, die Lagrange-Funktion

. 1 .
L(p,d ¢@,0) = §mR2 (82 + ¢? sin? 19) — mgR cosd
kann man unter Verwendung der Transformationsgleichungen
x = Rcos ¢ sin D, Yy = Rsin @ sin D, z = Rcos?d

aus L = n71(x2 +1% + 2%) — mgz herleiten. Die beiden Lagrange-Gleichungen
lauten demnach

Beispiel: Geladenes Teilchen

Fiir ein geladenes Teilchen (mit Ladung e) in einem #ufleren elektrischen
und magnetischen Feld sind die Kréfte keine Potentialkrafte. Trotzdem gibt
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es eine Lagrange-Funktion:
NN 1 -9 N 1. - .
L(x,x,t) = §mx —e cb(x,t)—Eon(x,t) . (4.13)

Dabei sind ¢(x,t) und R()?, t) die elektromagnetischen Potentiale und

— = = 19A
B = rotA; E= —gradd — ot

die Komponenten des elektromagnetischen Feldes. (Bemerkung: Die Moglichkeit
E und B so darzustellen wird durch die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen

divB = 0 und rotE + i%? = 0 gegeben, siehe Elektrodynamik.)

Die zu Gl. (4.13) gehorenden Lagrange-Gleichungen lauten (k = 1,2, 3)

d . e . e aAk aAk
a (TTLXk + EAk> = MXgk ‘|‘ A - Z aXI

oxx ¢ OXy
oder ob  10A dA, 0A
. 1 0Ak e . Kk
mxk_e( e C at)+c;"l(axk axi>’
EZ ~ A\: v
(xxB)x

was genau der Lorentz-Kraft (siche Kap. 1.4) entspricht.

Allgemeine Vorgehensweise beim Lagrange-Formalismus

Bei der Beschreibung eines mechanischen Systems mithilfe des Lagrange-
Formalismus kénnen wir in der Regel folgendermaflen vorgehen:

1. Zwangsbedingungen formulieren (oft einfach in kartesischen Koordina-
ten).

2. Generalisierte Koordinaten festlegen (d.h. Transformationsgleichungen
von generalisierten zu kartesischen Koordinaten bestimmen).

3. Lagrangefunktion L = T(q, q,t) — V(q, t) aufstellen.
4. Lagrangegleichungen aufstellen und losen.

5. Auf anschauliche Koordinaten zuriicktransformieren und interpretieren.

73



Abbildung 4.3: Ein Massen-
punkt ist beweglich an einer
Stange befestigt, die mit Win-
kelgeschwindigkeit w um die
z-Achse rotiert.

Beispiel: Massenpunkt auf rotierender Stange

Ein Massenpunkt bewege sich radial auf einer rotierenden Stange,
x = 1(t) cos wt, y = r(t) sin wt, z =0,

in Abwesenheit eines externen Potentials (siehe Fig. 4.3). Die kinetische Ener-
gie schreibt sich in der generalisierten Koordinaten 1 als
m

T:?(x%y%zz):

m. m
?TQ(COSQ wt + sin’® wt) + 31‘2w2((— sin wt)? + (cos wt)?)

und die Lagrange-Funktion somit als

Lir,vr)=T= %11'*2 + %11”2(»2.

Die Lagrange-Gleichungen lauten

d oL oL . 2
—— — = mf —mw

r=20 T = T
dtoF  or ! @

mit der Losung

T(t) = a;e®t + aze .

Wir finden also einen exponentiellen Verlauf.
Frage: Wie miissen die Anfangsbedingungen gewéhlt werden, damit der Mas-
senpunkt nicht nach auflen geschleudert wird?
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4.4 Prinzip der kleinsten Wirkung

Als Wirkung I definiert man die zeitlich integrierte Lagrange-Funktion

nm:J L(q(t), a(t), 1) dt. (4.14)

Die Wirkung ist ein Funktional von q¢ = —q(t), da fiir jede Bahnkurve (phy-
sikalisch oder nicht) I[q] einen anderen Wert hat. Ein Funktional ist eine
Abbildung, die einer gegebenen Funktion q(t) eine Zahl zuordnet. Man be-
trachte nun alle die Bahnkurven q(t), die festen Randbedingungen geniigen,
das heifit fiir die

a(t") =q"  wnd  qt?)=q®,

fiir feste @™ und q® gilt. Man schreibt Gl. (4.14) dann auch symbolisch in
der Form

wobei die Integralgrenzen die festen Randbedingungen andeuten sollen.

Wir kénnen nun den Lagrange-Formalismus aus der folgenden Forderung
ableiten:

Hamilton’sches Extremalprinzip

Postulat: Einem mechanischen System mit f Freiheitsgraden g ={q1,..., q¢}
sei eine C2-Funktion L(q, ¢,t) der Variablen q und ¢ sowie der Zeit t, die
Lagrangefunktion, zugeordnet. Weiter sei eine physikalische Bahnkurve (d.h.
eine Losung der Bewegungsgleichungen) gegeben: ¢ (t) = {d1(t),..., d¢(t)},
t; < t < ty, die die Randbedingungen ¢(t1) = a und ¢(ts) = b erfiillt.

Diese Bahnkurve macht die Wirkung I[q] = Jﬂt((f]) dtL(q(t), q(t),t) extremal.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung (Hamilton’sches Extremalprinzip) besagt
also, dass unter allen moglichen Bahnkurven q(t) die physikalisch realisierte
diejenige ist, die die Wirkung I[q] minimiert (extremal macht). Hierbei ist
als physikalische Bahnkurve diejenige definiert, die die Lagrange-Gleichungen
erfiillt.

Fiir den Beweis ist die Variationsrechnung noétig, da man allgemein mit d1[q]
die Variation eines Funktionals bezeichnet, also die Ableitung von I[q] nach
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a® " ath)

Abbildung 4.4: Variation der /
Bahn im Raum der verallgemei- ) &

nerten Koordinaten. a,

der Bahnkurve q(t). Das Hamilton’sche Extremalprinzip besagt nun, dass

81[q(t)] =0 (4.15)

ist. Da man nicht gut nach q(t) differenzieren kann, betrachtet man in der
Variationsrechnung eine ein-parametrige Schar von Bahnkurven,

q(t,A)

wobei man die funktionale Abhéingigkeit vom Parameter A zu diesem Zeit-
punkt offen ldsst, um jede mogliche Bahnkurve mit g(t,A) = (q1(t,A), ..., g¢(t, A)
beschreiben zu kénnen. O.B.d.A. kénnen wir jedoch annehmen, dass die phy-

sikalische Bahn fiir A = 0 realisiert wird. Damit wird das Hamilton’sche
Prinzip (Gl. (4.15)) zu

sllat] =0 — Lo

=0 4.16
= , (1.16)

A=0
einer einfachen Rechenaufgabe im Differenzieren beziiglich eines Parameters
A.

Variation

Wir fithren die Variation nun aus.

d 2 dq
0=— Lig(t,A), == (t,A), t) dt
& ), LA, S0

A=0
(2) oL d oL 02
_ J d Z qcx . qoc
0q, OA 6qa6t6A 0
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Wir verwenden nun die Bezeichnungen p, = und 0y = aq"‘\;\ 0

(2) oL d
— t —6()( oc_éoc 3
’ Jd%(aqaq”atq)

(1)

und integrieren den zweiten Summanden partiell, um die Zeitableitung von
0y loszuwerden. Wir erhalten

(2)
0= Zpocéqoc + J dtZ <— — _pa> e (4.17)
g (1) o

Nun verschwindet wegen der festen Randbedingungen die Variation der Bahn
an Anfangs/End-Punkt:

d .
=_—ql| = j =1,2).

Damit wird der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (4.17) zu Null. Wir

erhalten also
0= dt — — — 7P« | 00«
[, o (s~ dive) 0

Ferner bemerken wir, dass wir bisher beliebige Variationen dq4(t) der Bahn
zugelassen haben, die mit den Randbedingungen konsistent sind. Insbesonde-
re konnten wir z.B. 6q1( ) = 0(t—1tp) und dqp(t) =0 fiir 3 =2...f wihlen
(mit tM <ty < t) beliebig und &(t — ty) der Dirac’schen Delta—Funktlon)
Somit ist klar, dass die Klammer auf der rechten Seite von GIl. (4.17) fir
alle Zeiten t und alle &« = 1. ..f separat verschwinden muss. Also erfiillt die
Extremalbahn die Euler-Lagrange-Gleichungen

. d .
6qoc(tm) = aqoc( ():A)

d oL oL

dtdq, 0dw

(x=1...1),

die mit den Lagrange-Gleichungen (4.12) identisch sind.

Aquivalenz-Transformationen

Aus dem Hamilton’schen Prinzip folgt unmittelbar, dass zwei Lagrange-Funktionen

L und L’ dquivalent sind, falls

d
L—1'=—F(q.t
T (q,t)
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ist, denn in diesem Fall unterscheiden sich die zugehorigen Wirkungen

2) (2)

d
llq] — I'lq] = J LEq0dt =F(q.t)| = const.
(1) dt "

nur durch eine Konstante, da die t) und die g = q(tV)) fest sind. Dann
sind ihre Variationen &I[q]—0I'[q] = &(const.) = 0 gleich. Nach dem Hamil-
ton’schen Prinzip Gl. (4.15) fiihren somit dquivalente Lagrange-Funktionen
auf identische Bewegungsgleichungen.

Beispiel: Eichtransformation

Als Beispiel betrachten wir die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen in einem
elektromagnetischen Feld. Das Vektorpotential A und das skalare Potential
¢ sind nicht eindeutig bestimmt, da eine Fichtransformation

= = 10

A’ = A + grady; cl)'zc])———x

c ot

die Felder E und B nicht éindert (x = x(x, t) beliebig). Da eine Eichtransfor-
mation die physikalischen elektromagnetischen Felder E und B nicht dndert,
miissen die Lagrange-Funktionen vor und nach der Eichtransformation dquivalent
sein:

e [0X -~ e dx
I'=L+-(=5 - grad =L+ -—=
+c(at+x eta X) LT

wegen
dx 0oxdx 0x
dt oxot ot
d.h. die Lagrangefunktion wird um ein totales Zeitdifferential einer Funktion
von g und t gedndert. Also ist die Lagrangefunktion keine Messgrofle, da sie
nicht eindeutig ist.

4.5 Erhaltungssatze

Falls eine Koordinate g in L nicht vorkommt, so ist der dazugehorige verall-
gemeinerte Impuls pg = % erhalten, denn nach den Lagrange-Gleichungen
ist dann

d_daL _ dL
dt™? T dtogs  0qp

0. (4.18)
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dp heiit dann eine zyklische Koordinate. Jede zyklische Koordinate fiihrt zu
einem Erhaltungssatz; es ist also giinstig, die generalisierten Koordinaten so
zu wihlen, dass moglichst viele zyklisch sind.

Beispiel: Ebene Zentralkraft

Zum Beispiel ist
m . .
L = ) (1% + 2 ¢?) — V(1)

die Lagrange-Funktion in Polarkoordinaten fiir das ebene Zentralkraftpro-
blem. Da ¢ in L nicht vorkommt, ist

oL
Po = % = mr¢ (4.19)

erhalten: py ist der Drehimpuls.

Die Voraussetzung, dass L nicht von gp abhéngt, gilt aber nur in passend
gewiahlten Lagekoordinaten. Im obigen Beispiel ist etwa die Drehimpulser-
haltung in kartesischen Koordinaten (x,y,z = 0) nicht evident, da dann die
Lagrange-Funktion

L= 7 (49°) V(v )

2

sowohl von x wie von Yy abhéngt. Trotzdem sollte es moglich sein, die Dre-
himpulserhaltung auch in diesem Fall zu erhalten. Dies ist mittels Symme-
trieliberlegungen moglich, wie im folgenden gezeigt werden wird.

Beispiel: Symmetrietransformation

Falls die Lagrange-Funktion invariant unter einer Schar von Transformatio-
nen

AL ) dprdp +A
¢ {qwqa fir o+ B (4.20)

ist, dann ist L offensichtlich von g unabhéngig (0 = 0L/OA & 0 =
dL/0qp) und somit nach Gl. (4.18) pp erhalten. Die Abbildung Gl (4.20)

konnen wir nun verallgemeinern.

Fliisse und Vektorfelder

Wir kommen jetzt auf den Satz von Noether zuriick, mit dem man die diver-
sen Erhaltungssétze unter einem gemeinsamen Prinzip zusammenfassen kann.
Dazu verwenden wir die Methode der Fliisse ¢*, die eine sehr allgemeine Me-
thode zur Untersuchung von Symmetrieeigenschaften einer Lagrangefunktion
darstellt.
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Wir definieren als einen Fluss eine ein-parametrige Schar ¢ von Abbildungen
des Konfigurationsraums auf sich selbst

q— ¢Mq), q(A) = ¢ (q)

(in Komponenten: qq — $A(q)) falls sie die Eigenschaften (Gruppeneigen-
schaften) haben:

" = Identitit; Pt - M = M (4.21)

Jeder Fluss hat ein erzeugendes Vektorfeld (Geschwindigkeitsfeld einer Stro-
mung)

v(a) = S0Ma) (4.2

A=0

Sei nun q(t) eine Kurve im Konfigurationsraum. Der Fluss ¢ bildet die
Kurve ¢(t) auf d)A(q(t)) ab. Wir nennen den Fluss ¢* eine kontinuierliche
Symmetrie einer Lagrangefunktion L(q, g, t), falls

d
L(¢™(alt), 0™ (a(t).t) = L(a(t). a(t).1).
fiir alle A € R und fiir jede Kurve t — q(t) € RF.

Satz von Noether

Falls eine Lagrange-Funktion L eines autonomen (abgeschlossenen) Systems
unter einem Fluss ¢ invariant ist, d.h. falls ¢* eine kontinuierliche Symme-
trie von L ist, dann ist

(p,v(d)) =) Pavalq) (4.23)
erhalten, d.h.

d (q)) =0 4.24

S (pv(a) =0, (4.24)

In anderen Worten, zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort eine Erhal-
tungsgrofle.

Beweis: Wir bemerken, dass sich ¢ unter dem Fluss ¢* wie

i<l>A(q)

. A .
q ch(q)—dt
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transformiert. Nach Voraussetzung ist L invariant, also
d oL dp 9L d¢?
- Z[a dd;\ T dd;\]
A0 " qu o =0

0=—L(d™q), $*(q))
d oL\ d* oL d d¢ d oL d¢*
- ¥ |(da) |-

dA
— + —
dtoq,/ dA 0(,dt dA dt aq(x d7\

poc Vo‘

A=0

d
= — ) Pavala)
dt ~

In der Umformung haben wir die Euler-Lagrange-Gleichungen verwendet; der
Satz von Noether Gl. (4.24) gilt also nur auf der physikalischen Bahn, d.h.
wenn ((t) eine Losung der Bewegungsgleichungen ist.

Beispiel: Ebene Zentralkraft

Die Lagrange-Funktion vom ebenen Zentralkraftproblem ist in kartesischen

Koordinaten m
L= (2 +1%) — V(Vx2 +y2).

L ist invariant unter dem Fluss ¢p*(x,y) = (¢ (x,y), (I)g‘(x,y)) der Rotatio-
nen um die z-Achse um den Winkel A, gegeben durch

(I)Zz(x,y) B xcosA + ysinA B cosA sinA X
cl)g(x,y)) ~ \_—xsinA+ycosA /  \ —sinA cosA y /-
(4.25)
Das Integral der Bewegung GI. 4.23 ist dann (mit &« = x,y):

5 pavala) = 3 5o h(a)

In anderen Worten: Der Drehimpuls m(xy — yx) ist erhalten. Das wussten
wir schon von Gl. (4.19), doch der Satz von Noether erlaubt es uns, die Erhal-
tungsséitze in beliebigen Koordinatensystemen herzuleiten und die wichtige
Verbindung mit den damit verbundenen Symmetrien aufzudecken.

= mx (+y) +my (—x) .
—~— —~—

A=0 Vy vy

Beispiel: N-Teilchen-System

Die Lagrange-Funktion von einem autonomen N-Teilchen-System

L_Z m1 V(X1...%xn)
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ist invariant unter dem Fluss der Translationen entlang einer beliebigen Rich-
tung e:
Cl)AZ §1H§1+7\E

Dann ist mit v = e der Schwerpunktimpuls entlang der e Richtung,
Zﬁi'v = Zm&-a
i i

erhalten.

4.6 Infinitesimale Erzeugende

Ein kleiner Exkurs (wichtig fiir die Quantenmechanik). Fiir einen (infinitesi-
mal) kleinen Winkel AN wird die Matrix (Gl. (4.25)) fiir Drehungen um die
z-Achse zu

O (%, y) X YA\ 0 1 A

0 X
M x, y) ~| —xAN 'y 0] =|-AN 1 0 Y
AN 0 0 0 0 1 z
¢z (% Y) /) arneon g

wobei wir die invariante Koordinate z +— z mitgenommen und cosA ~ 1 —
A2 /2 sowie sin A &= A — A3/6 verwendet haben. Wir definieren nun

1AM O 100 0 10
A1 0]l =010+ =100 = 14+Ar],.
0 0 1 00 1 0 00

Man bezeichnet die antisymmetrische Matrix J, als infinitesimale Erzeugende
fiir Drehungen um die z-Achse (in der Quantenmechanik wird J, der Drehim-
pulsoperator (Operator >~ Matrix) sein).

Exponentialdarstellung

Wegen der Gruppeneigenschaft Gl. (4.21) von einparametrigen Fliissen kann

man eine Drehung um einen Winkel A durch Hintereinanderschalten von N

Drehungen um den Winkel AA = A/N erreichen. Fiir grofe N erhalten wir
d = lim (T4+AN]) (1 +ANT,) ... (1 +ANT,) X

N—o00 - <

N Terme

A N
= lim (]l—f—N]Z) ?cze”z)?,

N—oo
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wobei die Exponentialfunktion einer Matrix durch ihre Taylorreihe
eV= =3 AJM definiert ist.

Allgemeine Drehungen

Man kann diese Formel verallgemeinern (ohne Beweis). Nehmen wir an, wir
wollen um eine Achse € eine Drehung um den Winkel ¢ durchfiihren. Man
kann nun zeigen, dass diese Drehung durch

X — e®Tx

gegeben ist mit x = (x,y,z), @ = @e und den Erzeugenden

0 0 0 00 —1 0 10
=10 0 1T |5 Jy=100 0 ]; Jo=1] 100
0 —10 10 0 0 00

Insbesondere erfiillt die Transformation R(t)x = et T X die Gleichung

RTR% = @(@-TR: —® X
=1

x|

Y

siche Kap. 1.8 (beachte die andere Definition (Vorzeichen) von w in Kap. 1.8

). Mit J fassen wir symbolisch die drei Erzeugenden Jy, J, und J, (selbst
Matrizen) zu einem Vektor zusammen.

4.7 Energieerhaltung

Aus den Lagrange-Gleichungen folgt

dL oL oL . oL . oL .. .
E = a —|‘§ (Eqa‘F chx> = a ‘|‘; (Palo + Pale)

Falls also die Variable t in L nicht explizit vorkommt, so ist

oL

=9 — Z Pada— L erhalten.
ot x

Man kann diesen Erhaltungssatz auch mit dem Satz von Noether in Zusam-
menhang bringen, indem man mit t = (g die Zeit als zusétzliche Variable be-
trachtet und die Invarianz der Lagrange-Funktion unter Translationen in der
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Zeit betrachtet. Falls also die Lagrange-Funktion von der Wahl des Zeitnull-
punktes unabhingig ist, dann ist die verallgemeinerte Energie ), pafa — L
erhalten.

Beispiel
Wir betrachten eine Lagrange-Funktion der Form

L=T(a,4) = V(a) = 5 Y gupla)datis — V(a)
xp

wobei die kinetische Energie also eine homogene, quadratische Formin ;... qs
ist (allgemeiner Fall). Also ist

oT
oc.oc: oc—ZT
E“Pq aqq

und unsere Erhaltungsgrofle ist die Gesamtenergie:

Y Pala—L=2T—(T=V)=T+V

Beispiel

Fiir ein Teilchen in einem statischen dufleren elektromagnetischen Feld Gl. (4.13)
ist

Zpocqoc __X —|—€d)( )

die erhaltene Gegamtenergle. Fragen: Warum kommt in der Gesamtenergie

das Magnetfeld B, bzw. das Vektorpotential A nicht vor? Wie lautet der

generalisierte Impuls p = Z—E?
X

4.8 10 Erhaltungsgrof3en des abgeschlossenen konservativen Systems

Fiir ein abgeschlossenes System, dessen Kriéfte ein Potential besitzen und das
unter Galileitransformationen invariant ist, hatten wir 10 Erhaltungsgréfien
notiert (Kap. 1.7 ). Jetzt sind wir in der Lage, diese Erhaltungsgroien auf die
10 kontinuierlichen Parameter der Galileigruppe zuriickzufiihren und damit
formal herzuleiten.

Wegen der Galileiinvarianz hat die Lagrangefunktion eines solchen Systems

die Form

N
I . my I
L(X1, ..., XN; X1, ..., % E 5 V(xy,....xn) =T—=V,
—_—

X i=1
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mit
V(R)?l —i-f),,R)?N —|—B) :V(il,,iN) VR € 80(3),6 eR.

Die Impulse sind dann

Pi= = = MiX{
aXi

a) Zeittranslationen fiihren, wie bereits besprochen, zur Erhaltung der Ener-
gie E=T+ V.

b) Raumliche Translationen: L ist invariant unter der gemeinsamen Trans-
lation

(])7\(74(1,...,7?]\1) = (7?1+}\B,...,7?N —|—}\B)

N

Das zugehorige Vektorfeld ist v(x) = (b, ..., b). Die zugehorige Erhal-

tungsgrofle ist
N

(p,v(x)) = Zmﬁi . b=P-b
i=1

Da b beliebig ist, ist der Gesamtimpuls P erhalten.
¢) Drehungen: L ist invariant unter Drehungen
M1, xn) = (R(€,A)x1, .., R(€, A)xn)

wobei R(e,A) die Drehung um einen Winkel A um die Achse e ist. Das
zugehorige Vektorfeld ist

— — —

Vv(X1,...,XN) = (€ X X1,...,€ X XN),

und die Erhaltungsgrofe ist daher

e-L

N N
(pv(x) = Y mxi-(exx) =€) mxixXx
i1

i
i=1 a

Da e beliebig gewéhlt werden kann, bedeutet das die Erhaltung des
Gesamtdrehimpulses L.

d) Invarianz des Systems unter speziellen Galileitransformationen, die die
Translation in ein mit gleichférmiger Geschwindigkeit v bewegtes Koor-
dinatensystem beschreiben. Das entspricht der Schar

¢A(7?1,...,)?N) = (7?1 —|—7\§t,...,7?N —|—7\§t) TA(t) =t
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Das zugehorige Vektorfeld ist
\)(7_(\1, e ,7_(\]\1) = (3t, o ,§t) ,

Man hat hier den allgemeineren Fall, dass die transformierte Lagrange-
funktion sich von der urspriinglichen um die totale Zeitableitung von

N
F(x,t,A) = Z(m v+ gUQt)

i=1

unterscheidet. Man erhélt dann als Erhaltungsgrofie (Details siehe z.B.
[Goldstein]) das Schwerpunktintegral

N N
Zmﬂ%i'vt_zmiii'vz —(MX—Pt) v
i=1 i=1

Es gilt {ibrigens auch umgekehrt, dass jeder Erhaltungsgrofie zu einer
kontinuierlichen Symmetrie fiihrt.

4.9 Prinzip von Euler-Maupertuis

Das Prinzip von Hamilton besagte, dass die Variation der Wirkung I[q(t)] =

f((f)) L dt fiir die physikalische Bahn ¢(t) verschwindet. Dabei waren fiir die
Variation nur solche Bahnen zugelassen, fiir die bei festen Anfangs- und End-
zeiten t) t(?) die Endpunkte der Bahn, g/ = q(t'!)) und q® = q(t?)
fest vorgegeben waren.

Variation der Endzeiten

Wir wollen nun die Klasse der zugelassenen Bahnen verallgemeinern: Der An-
fangs/Endpunkt der Bahn, 1 und s sollen immer noch fest vorgegeben sein,
doch dem System wird jetzt erlaubt, zu einer beliebigen Zeit tM) zu starten
und zu einer beliebigen Zeit t'2) anzukommen. Damit ist tH) = t((A) und
t(2) = t(2(A) fiir eine beliebige Bahn q(t,A). Wir betrachten die Variation
der Endpunkte

_ t0(A . t0) A
At = d d}f ) , 6qg) — % 7 G =1,2)
A=0 A=0
AQY = SautM N = el + duatl (4.26)
A=0
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Das (j) in q(x deutet hier die Abhéngigkeit von den Anfangs- und Endzeiten
an. Wir berechnen nun, analog zu Gl. (4.17), die Variation der Wirkung I[q]:
{20

(2) .
6J(1 Ldt = d)\J dtL(q(t,A), q(t,A))

A=0
nt(

_ ii OL 94« ]
- d Z( q“ qu a>\>+[LAt]L1)

r\t(
oL d d / oL 7 (2)
— N L At0)
d Z( dt(aq )6q)+{ ¢ }(1)

J

t(2)
d /oL e
= dt —(~——5 Latl]
%J dt(aq q“>+ 1)

(«— oL _ 1@ . .
= Zﬁéqg)—i—LAt(”] = [Zpaéqg)—l—LAtm]
x 0.4

- X
r (2)
= | 2_PaAq] = (}_Dudla— L)At(”]
- X [0

- nk (2)
_ —EAtJ} - —5J E dt,
- (1) (1)

wobei wir Gl. (4.26) verwendet haben, mit der Annahme, dass die Gesamt-
energic E = ) p(xqa L erhalten ist, und dass die Endpunkte der Bahn

fest sind, also [Aqa] 0. MitE=T + V finden wir
(2)

(2)

(1) (1)

(2) (2)

0:6J (L—i—E)dt:éJ (T—V—I—T—f—V)dtzéJ 2T dt. (4.27)
(1) (1) (1)

Dieses Zwischenergebnis wird jetzt niitzlicher, wenn man die Geometrie der

Bahnkurve ins Spiel bringt.

Metrischer Tensor

Wir nehmen nun an, dass die kinetische Energie eine positiv definite quadra-
tische Form ist,

1 . . . -
T:§Zﬁgag(q)qaqs mit  T(q,4) >0, Vq,q.

Im Konfigurationsraum definieren wir durch das Bogenelement ds mit

ds’ = ) gapla)dgadap (4.28)
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eine (Riemannsche) Metrik. Im R? ist das Bogenelement in kartesischen Ko-
ordinaten durch ds? = dx? + dy® + dz? gegeben und der metrische Tensor
ist gup = Oqp (mit o, B = x,y,2). Im R? ist das Bogenelement in ebenen
Polarkoordinaten durch ds? = dr? + r?d¢? gegeben und der metrische Ten-

1 0
sor 1st g = (0 .2
der Bogenldnge ist, die Zeit als Kurvenparameter im Konfigurationsraum zu
ersetzen.

) (mit @ = (r,d)). Zweck der Parametrisierung nach

Geometrie der Bahnkurve

Die Bogenlinge einer Kurve q(t) ist durch

ds\ 2 dqe dqg
(E> = 2_gwla) 5 g (4.29)
xp

bestimmt. Also haben wir

ds = [Y gup(q)dadpsdt =V2Tdt = /2(E—V(q))dt.  (4.30)
of3

Es gilt also allgemein: Fiir eine Bewegung zu fester Energie E bestimmt die
geometrische Gestalt der Bahnkurve im Konfigurationsraum via Gl. (4.30)
auch den zeitlichen Durchlauf, denn dt = ds/+/2(E — V(q)) (Vergleiche
auch Kap. 2.2 ).

Die geometrische Gestalt der Bahn ldsst sich aus einem Variationsprinzip
gewinnen, dem Prinzip von FEuler-Maupertuis:

(2)
5J VE—V(q)ds =0 |, (4.31)
(1)

wobel wir Gleichungen (4.27) und (4.30) verwendet haben (denn 2Tdt =
V2Tds = 1/2(E — V)ds). Die Variation ist hierbei bei festen Endpunkten
der Bahn im Konfigurationsraum auszufiihren. Dieses Variationsprinzip wird
manchmal auch als Jacobi-Prinzip bezeichnet.

Anmerkung:

In Gl (4.31) kommt die Zeit nicht mehr vor und ds ist durch GIl. (4.28)
als Funktion der dq, gegeben. Die Variation betrifft also nur noch den
rdumlichen Verlauf der Bahn im Konfigurationsraum. Alternativ kann man
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hier s auch als Kurvenparameter auffassen, also qy = (u(s) betrachten,
wobei s in der Metrik (Gl. (4.28)) die Lange der Kurve q(s) ist.

Beispiel: Geoditische Linien

Fir V(q) = 0 ist 5J“((f)) ds = 0, d.h. die Bahnen zu jeder Energie E sind
durch die kiirzeste Verbindung (geodétische Linien in der Metrik Gl. (4.28))
zwischen den beiden Punkten q(l) und q(2) gegeben. In anderen Worten, das
System sucht sich die kiirzeste Konfigurationslaufbahn. Die Bewegung findet
also auf Geraden (im freien Raum) oder Grofikreisen (auf einer Kugel) statt.

Fermatsches Prinzip

Die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen im einem Potential V/(x) ist

me- N
L=—x>—V(x).
2
Die Metrik Gl. (4.28) ist dann (bis auf unwesentliche Zahlenfaktoren) die

gewohnliche euklidische Metrik im R? und das Variationsprinzip lautet

(2)
5J E—V(x) ds = 0. (4.32)
VTSR

Fasst man n(x) als Brechungsindex eines optisch inhomogenen Mediums auf,
so ist dies das Fermatsche Prinzip fir die Lichtstrahlen (das Prinzip des
kleinsten Lichtwegs). Die Analogie wird plausibel, wenn man bedenkt, dass
die optische Weglénge durch

Lopt = J n(x)ds
C

gegeben ist; mit der Identifikation n(x) — /E — V(x) bedeutet die Varia-
tion, dass wir mit dL,p; = O einen extremalen Lichtweg suchen. Interessant
ist das, weil wir jetzt die Methode der Euler-Lagrange-Gleichungen auf ein
Problem der Optik iibertragen koénnen.

Strahlengleichungen

Um die Variation von Gl. (4.32) ausfiithren zu kénnen, miissen wir noch eine
kleine Schwierigkeit {iberwinden, die darin besteht, dass das Integral f( .. )ds
keine festen Grenzen hat, da ja die geometrische Lénge der Bahn & priori nicht
festgelegt ist.
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Wir fithren nun einen Bahnparameter T ein, so dass die Bahn g« (T) die Rand-
bedingungen qU) = q(t0)) (j = 1,2), fiir feste 0 erfiillt. Nach Gl. (4.28)
wird dann das Bahnelement wegen ds* = d*x (gup = dap) 7

ds = Vx2dr (=4

Damit wird Gl. (4.32) zu

L(x,x)

Die Differentialgleichungen fiir die gesuchten Extremalkurven sind nun nichts
anderes als die Lagrange Gleichungen zur Lagrange-Funktion L(x, x) d.h.

(n\/7>——(n\/7> (k=1,2,3),

dT an

oder
-0
4 X ) o (k=1,2,3). (4.33)
dt ;(2 axk

Man kann verifizieren, dass Gl. (4.33), fiir n(x) = \/E — V(x), zu den New-
ton’schen Gleichungen mxy = —aikV( x) aquivalent ist. Fiihren Wir Wieder

die Kurvenlange s als Kurvenparameter ein, so erhalten wir mit Td_T = i

d n dx dn =20
— — | —gra = 0.
ds ds 5

Dies ist die Strahlengleichung der geometrischen Optik.

Ubergang zur Quantenmechanik

Also gibt es eine formale Analogie zwischen der Mechanik eines Massenpunk-
tes in einem Potential V(x) und der geometrlschen Optik L1chtwellen) in
einem Medium mit dem Brechungsindex n(x) = /E — V(x). Diese Ana-
logie kann man als Ausgangspunkt fiir die Wellenmechamk von Schrodmger
benutzen, in der die Massenpunkte zu Materiewellen werden (siehe die Quan-
tenmechanik).

4.10 Variation mit Nebenbedingungen

Klassifikation der Zwangsbedingungen
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1) Holonome Zwangsbedingungen
Darunter versteht man Verkniipfungen der Koordinaten (und eventuell der
Zeit) der Form

gT‘(ila"'azNat):O T:1,2,...7R

fiir ein System von N Teilchen mit R Zwangsbedingungen. Die kartesischen
Koordinaten x = (x1,...,xn) € R3N bilden zur Zeit t eine glatte f-dimensionale
Fliche im R3N, wobei f = 3N — R die Zahl der Freiheitsgrade ist.

Beispiele sind der starre Korper, fiir dessen Massen in festen Abstinden (x;—
fj)Q—C% = 0 gilt; oder das Teilchen, das sich entlang einer Kurve oder Flache
bewegen muss.

Bei expliziter Zeitabhéngigkeit der g, (d.h. 9g,/0t # 0) spricht man von
rheonomen Zwangsbedingungen (Beispiel Teilchen im Aufzug), bei Abwesen-
heit der Zeitabhéngigkeit (d.h. ag,/0t = 0Vr = 1,...,R) von skleronomen
Zwangsbedingungen.

2) Nicht-holonome Zwangsbedingungen

a) Zwangsbedingungen sind durch Ungleichungen gegeben

Beispiele sind Teilchen in einer Box; oder ein Teilchen, das von einer Kugel
herabrutscht und sich von der Oberfliche 16sen kann.

b) Zwangsbedingungen sind differentiell gegeben und nicht integrierbar (stel-
len keine totale Ableitung dar). Sie sind also von der Form

3N
Y frmdxm + fudt=0, rT=12...R (4.34)

m=1

Nicht integrierbar heifit, dass es keine Funktion F, gibt mit

oF, oF,
=fmVm=1,...,3N =f
aXm ™m 9 ) ) at Tt
(sonst kénnte man die holonome Zwangsbedingung F.(X1,...,Xn,t) = const

gewinnen). Dieser Fall von differentiellen Zwangsbedingungen ergibt sich z.B.
aus Zwangsbedingungen, die die Teilchengeschwindigkeiten enthalten. Ein
Beispiel ist das auf einer Ebene rollende Rad.

Die im Folgenden behandelte Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
wird vor allem fiir den Fall 2b) eingefiihrt, eignet sich aber auch fiir den Fall
1), da man holonome Zwangsbedingungen durch Differenzieren auch in der
Form von Gl. (4.34) darstellen kann.
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Die Lagrange-Gleichungen (4.12) gelten in den generalisierten Koordinaten
(d1...9f). In dieser Darstellung sind fiir ein N-Teilchen-System alle 1 =
1,...,R Zwangsbedingungen der Form

gr(il...iN):O, (TIl,...,R)

von vornherein beriicksichtigt worden. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist f =
3N — R. Haufig ist es jedoch wiinschenswert, die Bewegungsgleichungen in
der urspriinglichen Koordinaten x = {x1, ..., xn]} zu formulieren, also

mix; = Ki + Zi, (i=1...N), (4.35)
zu 16sen, wobei wir die Kraft wie in Kap. 4.2 aufgeteilt haben:
]21 : dynamische Kraft,
Zi . Zwangskraft.

Bei dem Versuch Gl. (4.35) zu losen sieht man sich der Schwierigkeit ge-
geniiber, dass die Zwangskraft als Reaktionskraft & priori nicht bekannt ist.
Diese Schwierigkeit lasst sich beheben, da man die Richtung, wenn auch nicht
die Starke der Zwangskréfte & priori berechnen kann. Dazu bemerken wir

(i) Die Zwangsbedingungen
gr(x1 ... %Xn), (r=1...R) (4.36)

definieren im R3N Flidchen F, . Die erlaubten Bahnen liegen in der
Schnittmenge aller R Flédchen, sieche Abbildung 4.5.

(ii) Wir zerlegen die Zwangskriifte in R Komponenten,

|
I\/] -
N

r=1

Die Komponenten Z?) sind dabei senkrecht auf den jeweiligen Fléchen
F., da sie keine Arbeit leisten.

(iii) Fiir beliebige erlaubte Variationen der Bahn 0x; gilt

0 = &gr(x Z?)i: 5X; .

Also ist der Gradient

0 - N
Xi
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Abbildung 4.5: Illustration
von zwei Zwangsbedingungen.

senkrecht auf der Flache F,. Beispiel: Eine Bewegung eines Teilchen in

der xy-Ebene ist durch die Zwangsbedingung g(x) = z = 0 charakteri-
siert, und der Gradient Vg = Vz = ¢, ist dann senkrecht zur xy-Ebene.

Lagrange-Parameter

Wir finden also, dass
~ R d
Zi = Z Ar(t) aTgr(il .

r=1 i

. XN), (4.37)

wobeil wir mit den A.(t) (unbekannte) Proportionalitdtskonstanten ein-
gefithrt haben, den sogenannten Lagrange-Parametern oder Lagrange-Multiplikatoren.
Damit haben wir eine Moglichkeit gefunden Gl. (4.35) zu 16sen. Man geht fol-
gendermaflen vor:

1) Lose die Gleichung

R
N - a N N
mix; = K; + E }\TFgr(Xl...XN), (i=1...N) (4.38)
r=1

1

fiir beliebige Lagrange-Parameter A;.

2) Setze dann die so erhaltenen Losungen
Xi(t, A1 ... AR), (i=1...N)

in Gl. (4.36) ein und bestimme aus den hieraus resultierenden R Gleichungen
die Werte fiir die Lagrange-Parameter A, (t).

Beispiel: Schiefe Ebene

Wir betrachten die schiefe Ebene mit Steigungswinkel «.
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a | X
>

Abbildung 4.6: Massenpunkt auf der schiefen Ebene.

Es gilt
sinox/cosox = tanox = z/x |

das heifit wir haben die Zwangsbedingung

g(x,z) =xsinx—zcosax =0 .

dg .
. a— o Sin &
Vo = (a_;) - (—cosoc) '
0z

Mit dem Potential V = gmz werden die Euler-Lagrange-Gleichungen (4.38)

n(2) = Con) 2 (00

mx = Asin «, mz = —Acosx— gm.

Fiir den Gradient gilt

Die Losung ist
A sin

x(t,A) = t2 +%(0) t 4+ x(0),

2m
Acosx + gm

zZ(t,A\) = t2 +2(0) t + z(0).

2m
Wir setzen nun einfachheitshalber

x(0) =0 = x(0), z(0) = 0 = z(0)

und setzen die Losung in die Zwangsbedingung ein. Wir erhalten

, Asinx o | Acosox+gm ,
XSIn X — ZCoS X = t°sin x + t° cos x
2m 2m
A ™m cos &
= L2 MR e
2m 2m
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Nun haben wir den Lagrange-Parameter bestimmt,
A = —gmecos «,

und konnen diesen Wert in die allgemeine Losung einsetzen, also

x(t)

g .
= — = cos xsin oct2,
A=—gmcos & 2

2(t) = 2 (—costat 1)t
A=—gmcos « 2 Y g
SINn~ &
Damit finden wir fiir die Zwangskraft
= —gmsin x cos &
Z=AVg= < IR e )
gm cos” &

Variationsprinzip

Die Gleichung (4.38) ldsst sich aus einem Variationsprinzip ableiten:

(2) : .
6J dtL*()?l...;(N,)?l...XN):O,
(1)

mit einer verallgemeinerten Lagrange-Funktion

R
L* = L(;(\l...;(]\],)?l...;(]\]) — Z)\rgr(?q...?q\]) , (4.39)
r=1

denn die dazugehoérigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

L L N L
dt a)?l a?q’ dt a)?l 372}/ — ra;(\i’
Ki p

Zi

und sind also mit Gl. (4.38) identisch. Die Variation der verallgemeinerten
Lagrange-Funktion Gl. (4.39) bewirkt, dass der zweite Term minimiert wird,
sodass Erfiillung der Zwangsbedingungen g.(x1 ...xn) = 0 erzwungen wird.
Das ist eine sehr allgemeine Methode, um Nebenbedingungen in Variations-
probleme einzubauen.
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Abbildung 4.7: Die durchhingende Kette im Schwerefeld.

4.11 Weitere Anwendungen der Variationsrechnung

Das Hamilton’sche Extremalprinzip Gl. (4.15) ist nur eine physikalische An-
wendung einer allgemeinen mathematischen Methode, der Variationsrech-
nung. Bei der Variationsrechnung geht es darum, eine Funktion

y(x) = (y1(x) ... yn(x))
zu finden, die ein bestimmtes Funktional
X1
Iyl = J dx F(y,y',x)
X0

unter Beriicksichtigung bestimmter Nebenbedingungen (Zwangsbedingungen)

9:(y,y’) =0, (r=1...R)

minimiert. Aus den vorhergehenden Betrachtungen wissen wir, dass hierfiir
das Funktional

X1

Iyl = Jldx ( vy, %) Z?\rgry Y’ ) = J dx F*(y, v, x)

X0 X0

minimal sein muss. Die dazugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten
mit (x < t,y < q, Yy’ < q) wie immer

doF  oF |

Beispiel: Durchhingende Kette

Wir betrachten eine durchdngende Kette mit der festen Gesamtléinge L.

Die Kette sei fest aufgehingt und wird im Schwerefeld eine Form y(x) an-
nehmen, die die potentielle Energie,

V= Jl dx guy(x)v/1+ (y')? (4.41)

Xo
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minimiert. Hierbei ist pu die Masse der Kette pro Langeneinheit. Gl. (4.41)
erhalten wir aus

X1 dy2
V= J ds gp, ds? = dx? + dy? = dx*(1 + ™ ).

Die Nebenbedingung der festen Lénge ist durch
X1 X1
L:J ds:J dx /1 + (y')?
Xo Xo

gegeben. Im folgenden werden wir 0.B.d.A. die Einheiten gu = 1 verwenden.
Wir miissen also das Funktional

mmzjlwﬁwybq F = (y— AT ()

X0

minimieren.

Verallgemeinerte Energie

Wir kénnen das Minimum von I*[y] via der Euler-Lagrange-Gleichungen
(4.40) finden oder wir kénnen bemerken, dass das F(y,y’,x) = F(y, y’) nicht
von x <= t abhingt und somit nach Kap. 4.7 die verallgemeinerte Energie
erhalten ist:

oL

fiir q(t) gilt : L=1L(q,q9) = ¢ 2q L erhalten,
. . * * / / aF* *
fiir y(x) gilt : F=Fy,y) = vy oy F* erhalten.
Es gilt also
oF* Y/
- =(y—A)
oy 1+ (y')?
und damit
"2
+1—1 —A
y—n) CW-NVIT WP —a A
1+ (y')? 1+ (y')?

wobei a eine Konstante ist. Diese Differentialgleichung kann man nach y’
auflésen und integrieren. Man erhélt fiir die Form der Kette

y(x) = A+ acosh <§ —I—b) ,
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wobei die Integrationskonstanten a und b, sowie der Lagrange-Parameter A
durch

ulxo) =0, yla) =i, szldx\/w(yfﬂ

Xo

festgelegt sind. Mit der Wahl

(x0,Y0) = (—1,0), (x1,y1) = (1,0)

y(x) = acosh <E) — acosh (l) : y/(x) = sinh <E) .

a a

erhalt man

b =0, Az—ﬂcosh(

el

Damit hat die Losung die Form

Die Nebenbedingung wird zu

L= J; dxm = Jll dx \/1 + sinh? (E) = J'il dx cosh (§> ;

— a

1
L = 2asinh (—)
a

Diese Gleichung hat keine (!) Losung fir L < 2 und zwei Losungen fiir
L > 2, eine Losung entspricht der nach unten hingenden Kette, die andere
(maximale potentielle Energie) dem optimalen Torbogen.

also
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5. Starre Korper

5.1 Der starre Korper als Vielteilchensystem

Starre Korper konnen als Systeme von Vielteilchensystemen modelliert wer-
den, die durch ihre Wechselwirkungskréfte starr an ihren Platzen festgehalten
sind. Das ist ein Grenzfall des allgemeineren Problems, in dem N Punktmas-
sen an Positionen Xxi,1 = 1,..., N durch Paarpotentiale wechselwirken mit
einem Gesamtpotential

N N
i=1 j=i+1
Die Orte X, = ax, k =1,..., N, fiir die alle internen Krifte verschwinden,
= oV )
Fi=——=]. _ =0, i=1,...,N,
0X; | {xx=ay.k=1,...,N}

sind die Gleichgewichtspositionen a;. Ein stabiles Gleichgewicht existiert,
wenn die a; Minima des Gesamtpotentials sind. Das bedeutet, dass die Eigen-

werte w? der Matrix 6323; gz (die Koeffizienten der Taylorentwicklung
P Xk =agg
von V um die Gleichgewichtslage) positiv sein miissen. Der starre Korper

entspricht dem Grenzwert sehr grofier w?.

Freiheitsgrade des starren Korpers

Im idealen starren Korper sind die Abstédnde zwischen jedem Paar von N
Punktmassen fixiert:

Ti; = const, 1,j=1,...,N

Wegen 135 = 131 sind das N(N — 1)/2 Bedingungen. Allerdings konnen die-
se Bedingungen nicht alle unabhéngig sein, denn fiir groBe N (d.h. N > 7)
sind das mehr Bedingungen als die 3N Freiheitsgrade des Systems. Um zu
iiberlegen, wie viele Freiheitsgrade der starre Korper hat, stellen wir zuerst
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fest, dass wir nicht alle Abstédnde von jedem Teilchen zu jedem anderen Teil-
chen bendétigen. Zunédchst wéhlen wir 3 Teilchen, die nicht auf einer Gera-
den liegen. Dann ist eine vierte Punktmasse eindeutig fixiert durch ihre drei
Absténde zu den ersten 3 Teilchen, und dasselbe gilt fiir jede weitere Punkt-
masse. Das ergibt 3(N — 3) Bedingungen fiir alle N — 3 Punktmassen. Also
ist die Zahl der Freiheitsgrade reduziert auf 3N — 3(N — 3) = 9; weitere
3 Bedingungen sind erforderlich, um die Lage der ersten drei Punktmassen
zueinander festzulegen. Damit hat der starre Koérper 6 Freiheitsgrade. Davon
sind 3 die Translationsfreiheitsgrade des Schwerpunkts, und 3 sind Rotati-
onsfreiheitsgrade. Die Zahl 6 der Freiheitsgrade ist unabhéngig von der Zahl
N der Punktmassen und gilt sogar im Kontinuumlimes N — oo.

Die Zwangsbedingungen (Punktmassenabstinde) des starren Korpers sind
holonom; wir implementieren sie dadurch, dass wir direkt im 6-dimensionalen
Konfigurationsraum des Systems arbeiten, in dem dann keine Zwangsbedin-
gungen mehr auftreten.

5.2 Grundlagen der Statik

Die Statik des starren Korpers beruht auf Gleichgewichtsbedingungen von
6 einfachen Maschinen, Hebel, Rad, Flaschenzug, schiefer Ebene, Keil und
Schraube.

Statistisches Gleichgewicht eines Systems von Punktmassen ist gewiahrleistet,
wenn sowohl Gesamtimpuls P als auch Gesamtdrehimpuls L zeitlich konstant
sind.

Gleichgewichtsbedingungen:

a) Kriftegleichgewicht (d.h. keine Translation des Korpers):

N RN

> i

i=1
(wobei alle Krifte externe, an den Punktmassen angreifende Kréfte
sind).

b) Gleichgewicht der Drehmomente (d.h. keine Rotationen des Korpers):
N B N
> xxF=) Mi=0
i=1 i=1
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Dies sind die Grundgleichungen der Statik. Die zweite Bedingung besagt,
dass die Summe der Drehmomente fiir einen gemeinsamen Bezugspunkt ver-
schwinden muss. Man macht sich leicht klar, dass dieser Bezugspunkt beilie-
big gewéahlt werden kann.

Die Hauptaufgabe der Statik ist dann die folgende: Angenommen, die Kréfte
oder Drehmomente eines starren Korpers sind nicht im Gleichgewicht; welche
Krifte oder Drehmomente sind erforderlich, um das Gleichgewicht herzustel-
len? Die zwei Grundaufgaben sind:

i) 21111 Fijé 0, aber Z]iil 1\7[1 = 0. Dann geniigt es, die Kraft F =
—Z]iil Fi, am gemeinsamen Bezugspunkt der Drehmomente angreifen

zu lassen, was das Gleichgewicht der Drehmomente unberiihrt ldsst und
das Kréftegleichgewicht herstellt.

ii) Z]iil Fi. = 0, aber Z]i\jzl M, # 0. Hier hilft nur ein Kréftepaar, kei-
ne Einzelkraft; dieses besteht aus zwei gleichgroflen Kréaften in entge-
gengesetzter Richtung, was nur das Gesamtdrehmoment, aber nicht die
Gesamtkraft dndert.

5.3 Der Kreisel

Beim starren Korper ist oft der Fall interessant, dass der Korper in einem
Punkt (nicht unbedingt dem Schwerpunkt) festgehalten wird, sodass es keine
Schwerpunkttranslation gibt. Das ldsst nur den Rotationsfreiheitsgrad iibrig,
und einen solchen starren Korper nennt man Kreisel.

Korperfestes Koordinatensystem

Bei der Behandlung des Kreisels ist die Wahl eines geeigneten Bezugssystems
von grofler Bedeutung, da sich dadurch die Bewegungsgleichungen dramatisch
vereinfachen. Wir bezeichnen mit x das Laborsystem und mit y das (rotie-
rende) korperfeste Koordinatensystem. Es gilt die Transformationsgleichung

x = R(t)y, wobei R(t) € SO(3) die Matrix der Rotation ot gt (siehe
Kap. 4.6 und beachte fiir das Vorzeichen im Exponenten, dass Yy das rotie-
rende Koordinatensystem ist). Ferner gilt

R'TRy = w xy, —Xx = —Ry = Ry, (5.1)
(siehe Kap. 4.6 ) da der Korper im y-System starr ist, sich also nicht bewegt.
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Die Eulerschen Winkel

Bislang hatten wir die Rotation eines Vektors x’ = R(t)x durch eine Drehach-
se in Richtung des Einheitsvektors n und einen Drehwinkel o« parametrisiert;
der Zusammenhang zwischen X und x’ folgt dann aus der Beziehung

x' = fcosoc—kﬁ(ﬁf) (1 — Cos oc) — (ﬁ X 7?) sin o .
Fiir infinitesimal kleine Winkel € lautet diese Beziehung
% =% — el x%).

Es ist wichtig, bei Rotationen darauf zu achten, ob von einer aktiven Rotation
die Rede ist (bei festgehaltener Basis wird der Vektor x nach x’ gedreht), oder
von einer passiven Rotation (das Koordinatensystem, in dem x dargestellt ist,
wird gedreht). Fiir einen infinitesimal kleinen Winkel € ist das in Abb. 5.1
dargestellt. Fiir die Koordinaten des Vektors entspricht eine aktive Rotation
um € einer passiven Rotation um —e, d.h. gerade der inversen Rotation.

z=27 y4
n XA
(5
%4
X
Abbildung 5.1: y
Infinitesimale Dre-
hung um die z-
Achse. Links: passi-
ve Drehung. Rechts:
aktive Drehung. X

Als Lagekoordinaten werden in der Theorie des starren Korpers gerne die
sogenannten Fulerschen Winkel verwendet. Das ist neben {n, &} eine zweite
wichtige Methode, die drei Rotationsfreiheitsgrade zu parametrisieren. Hier-
bei stellt man eine beliebige Rotation R des Kérpers als Produkt dreier auf-
einander folgender Rotationen Ry, Ry und Ry, dar:

R=Ry-Ry-Ry. (5.2)

Fiir genaue Definition der Eulerschen Winkel, d.h. um die drei Achsen gedreht
wird, gibt es in der Literatur verschiedene Konventionen. Wir verwenden die
folgende Sequenz von Drehachsen und -winkeln:
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Drehachse Drehwinkel

1. Drehung R: X3 ©
2. Drehung Ry: K O
3. Drehung Ry: Y3 1V,

wobei die Knotenlinie K das Bild der xi-Achse nach der ersten Drehung ist.

e B
2 W
//
BV

/f/

Abbildung 5.2: Die Eulerschen Winkel. Rechte Figur: Die gestrichelte Li-
nie einspricht der Knotenlinie K. Die zwei um den Winkel ¥ (2. Drehung)
gegeneinander verkippten Kreisscheiben reprasentieren die Ebenen, in denen
die 1. Drehung um ¢ beziehungsweise die 3. Drehung um 1 stattfinden.

Als Rotationsmatrizen haben wir also

cos@ sing@ 0 1 0 0
Ry = | —sing cosg 0] ; Ry=10 cosd sind |,
0 0 1 0 —sind cos?d
: (5.3)
cosp sinp 0
Ry = | —sinY cos 0
0 0 1

Hieraus kann man mit Gl. (5.2) die Rotationsmatrix berechnen:
cos\cos @ —sinPpcosV¥sin@  cosPsin@ +sinpcosPcos@ sin sind

R= | —sinp cos @ — cosp cosVsin @ —sinPsin @ + cosP cosdcos @ cossind
sin ¥ sin @ —sind cos @ cos v

Winkelgeschwindigkeiten
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Wichtig ist der Zusammenhang zwischen den Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit im y—System, w = (w1, w2, w3) und den Winkelgeschwin-
digkeiten der Eulerschen Winkel, @, O, 1:

wi; = @sindsiny + 3 cos P
wy = @sindcosPp — dsin (5.4)
w3 = @cosd + .
Diese kann man entweder aus aus RTRQ = W Xy gewinnen oder aus aus dem
Additionstheorem fiir Winkelgeschwindigkeiten
W = &, + &y + ey ,

wobei €,, €y und €y, die Einheitsvektoren der Rotationsachsen sind, deren
y—Komponenten durch

eo = (sindsin,sindcosp,cosd)

% (cos, —sin, 0)
ey (0,0,1)

o
v2)
|

gegeben sind.

Diesen Zusammenhang kann man mit folgender Uberlegung verstehen: Wegen
@ = Winkel zwischen xi-Achse und Knotenlinie K

¥ = Winkel zwischen x3-Achse und ys-Achse

P = Winkel zwischen Knotenlinie K und y;-Achse
(siche Abb. 5.2) bedeuten die Anderungen der Winkel ¢, 9, 1p Drehungen
um die jeweils dazu senkrechte Achse, also

@ = Drehung um x3-Achse

¥ = Drehung um Knotenlinie

\p = Drehung um ys-Achse

Somit lassen sich diese Teildrehungen um @, 9, 1|) durch die drei Vektoren
ex;, ex und Eyg ausdriicken als @Exg, SEK, d)gyS. Allerdings gehoren diese
drei Einheitsvektoren zu drei verschiedenen Koordinatensystemen, ey, zum
Laborsystem, ex zu einem intermedisiren System und Eyg zum korperfesten
System, und wir brauchten Sie ausgedriickt im korperfesten y-System, denn
in diesem ist die Winkelgeschwindigkeit w = (w1, wa, w3) gegeben. Um
das zu erreichen, ist es am einfachsten, die Tatsache auszunutzen, dass die
Drehmatrix Ry (GL (5.3)) den Vektor dex = (9,0, 0) aus dem intermediiren
System ins y-System dreht, und dass konsekutive Drehungen mit Ry und
dann Ry, den Vektor ¢ey, = (0,0, @) aus dem Laborsystem ins y-System
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drehen (1i)€y3 = (0,0,1) ist bereits im y-Syxtem):

9 cosp sinl 0 9 3 cos VP
Ry 0] = | —sind cosp 0 0] = [ —Jsinw
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
RyRoy [ O | =Ry [0 cos? sind 0
© 0 —sind cosd @
cosPp sinp 0 0 @ sin ¥ sin
= | —sinyp cosP 0 @sind | = | @sindcosy
0 0 1 @ cos D @ cosV

Nach dem Additionstheorem fiir Winkelgeschwindigkeiten setzt sich w dann
aus den drei Beitrdgen zusammen:

(0 [ cosp sin ¥ sin . .
W= (0] +9| —sinP | +¢ [sindcosp | = ey + dey + ¢e,
1 0 cos v

(5.5)

Damit haben wir Gl. (5.4) gezeigt, und wir haben die Einheitsvektoren der
Drehachsen a]), ey und E(p; ausgedriickt in Koordinaten des y-Systems ge-
funden; um diese Drehachsen ist der Kreisel beziiglich des Laborsystems ver-
kippt.

5.4 Der Tragheitstensor

Wir denken uns einen festen (starren) Korper aus vielen Massenpunkten zu-
sammengesetzt. Wir betrachten den Drehimpuls im Laborsystem:

[ = Zmﬁq X Xi = Z mi(Ry; x Ry;)
i i

wobei wir Gl. (5.1) verwendet haben. Mit R = RQ, Q = R'R und Qu =
w x y folgt

f:RZmﬂjix ((T) lei>
i

105



Dabei ist w die Winkelgeschwindingkeit im y-System. Mit der “bac-cab-
Regel” fiir das doppelte Vektorprodukt finden wir

L=RY mi[®(yi-Us) — (Ui - ®)]

w1 (y?l + yfg + 9123) — Vi1 (yﬂwl + Yipwa + yiSwS)
=R Z my w2(y121 +vh + 9123) — Y2 (yﬂwl T YigWsz + Ui3w3)
' wg(y% +vd + 9123) — Vi3 (Uﬂwl + Yoz + Ui3w3)

(5.6)

An dieser Gleichung sehen wir, dass L linear in omega ist, sodass wir schrei-
ben kénnen

[ = RS = RO ,
und aus Gl (5.6) kénnen wir die Komponenten der Matrix 0 ablesen:
Ui UL YuVie YU
0 = Z mi | vuVie UH +Uh UiV
: YuYis  YeYs  Uh T Un

Bei der Matrix 0 handelt es sich um eine Darstellung des Trdgheitstensors
im y-System, den wir auch durch die Vektoren y ausdriicken kénnen:

0 :Zmi(giz]l — Ui ® i),
i

mit den Matrixelementen

O = Z mi (U265 — uluk) . (5.7)
i

Fiir das Tensorprodukt zwischen Vektoren a und b gilt a ® b =a ;BT.
Damit haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen Drehimpuls L im
x-System und Drehimpuls S im y-System gefunden:

3
L=RS mit S= 9(?), d.h. Sj = Zejkwk
k=1

Fiir kontinuierliche starre Korper wird die Summation iiber die Punktmassen
durch eine Volumenintegration, d.h. eine Integration iiber die Massenvertei-

lung, ersetzt:
> m — Jdm(ﬁ) = Jd?’y k(y),
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wobei pn(y) die Massendichte und d3y das Volumenelement sind. Dann ist
M = [ dm die Gesamtmasse. Dann gilt wieder fiir den Drehimpuls im La-
borsystem,

T N N N 5=\ R T\ — N
L_Jdm(xxx)—Jdm(Ryny)_RJdm(yxR R:J) = RS.

wxy

Dabei ist S (und w) der Drehimpuls (und die Winkelgeschwindigkeit) im
mitrotierenden Bezugssystem, dem y-System. S ist eine lineare Funktion der
Wy (k =1, 2, 3):

5 = [am [yx (@xv)], = [am [§%o—(@9)5], = X open, (63)
k

wobei der Trdgheitstensor 8 die Komponenten

Ok = J dm [y*8jx — yjyx| (5.9)

hat. Ein rotierender Ring mit Radius R und Gesamtmasse M hat, z.B., 0; =
0, = MR?/2, 6,, = MR?.

Kinetische Energie

Die Geschwindigkeit eines Massenpunkts ist im Laborsystem X = Rﬁ, im
rotierenden System also R'X = RTRy = w x y. Also finden wir fiir die
kinetische Energie

1 . L 1 Lo L
T = §Jdm(w><y) (wxy) = §Jdmw- [y x (wxy)],
wobei die letzte Identitdt eine Konsequenz der geometrischen Eigenschaften

des Kreuzproduktes ist. Also kénnen wir die kinetische Energie auch in der
Form

1. = 1
T=_wsS= 52 Wi Bk Wy (5.10)
ik
schreiben.
Hauptachsensystem

Den Trigheitstensor © kann man als lineare Abbildung 0 : w +— S = 0w
auffassen. Ferner ist 0 symmetrisch, 03 = 0Oy; und die quadratische Form

107



(w,0w) = 2T positiv definit, da dies die kinetische Energie T ist. Jede
reelle, symmetrische Matrix lésst sich vollstdndig diagonalisieren. Es gibt
somit stets ein orthonormiertes System von Eigenvektoren ey, es, €3 von 0 mit
positiven Eigenwerten 01, 09, 03. Wihlt man die e; als Basis des korperfesten
Koordinatensystems, so wird die Matrix 0, diagonal:

0, 0 0
o= 0 0, 0 (5.11)
0 0 0

und wir befinden uns im Hauptachsensystem. Gl. (5.8) und (5.10) vereinfa-
chen sich zu

Si = Giwi (1 = 1, 2, 3); T = Z 91w12 (5.12)

Im folgenden benutzen wir stets ein Hauptachsensystem.

Eigenschaften des Tréagheitstensors

e Der Tragheitstensor ist additiv: Die Trédgheitsmomente eines Korpers
sind gleich der Summen der Trégheitsmomente seiner Teile, wie man
unmittelbar aus Gl. (5.7) oder (5.9) ablesen kann.

e Falls zwei Haupttragheitsmomente gleich sind: 0; = thetay # 03, dann
spricht man von einem symmetrischen Kreisel. Dann ist die Wahl der
Haupttragheitsrichtungen in der yi-yo-Ebene beliebig.

e Falls alle drei Tragheitsmomente gleich sind, spricht man von einem
Kugelkreisel. Dann gibt es freie Wahl fiir alle drei Haupttrégheitsachsen.

e Wenn der Korper eine Symmetrie besitzt, vereinfacht sich die Suche nach
den Hauptachsen, denn Schwerpunkt und Hauptachsen haben gemein-
same Symmetrien.

Beispiel 1: Der Korper hat eine Symmetrieebene. Dann liegt der Schwer-
punkt in dieser Ebene, ebenso wie zwei der Hauptachsen. Die dritte
Hauptachse steht senkrecht auf dieser Ebene.

Beispiel 2: Der Koper besitzt eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung.
Dann liegt der Schwerpunkt auf dieser Achse, und eine Hauptachse fallt
mit dieser Achse zusammen; die beiden anderen stehen senkrecht dazu.

Beispiele:
1) Diinner Stab der Lénge l: Wir legen ys in Richtung der Stange und haben
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in dieser Richtung kein Tragheitsmoment. Vom Schwerpunkt, der Mitte der
Stange aus haben wir mit p = M/L:

1/2

y%}w _uf M
v 12 12

dysy3 = u[—

11:I2ZJdSUH(U§+U§> :uj ;

/2

2) Kugel mit Radius R, Massendichte p = M/V = M/(3 27mR3). Die drei
Haupttragheitsmomente sind gleich, und am leichtesten ﬁndet man ihre Sum-
me:

1
I 5(111 + Ioo + I33)
1
§(J d*yp(y3 +u3) + Jdgyu(y% +y3) + J d*yp (i +U§)>
o EE T L
3 3], 3 Lslo 15
8mR®> 3M. 2

Satz von Steiner

Bislang hatten wir als Bezugspunkt fiir die Berechnung des Tragheitstensors
0 den Schwerpunkt, d.h. den Ursprung des korperfesten y-Systems gewahlt.
Wir wollen jetzt den Trigheitstensor 0’ bestimmen, der sich ergibt, wenn
wir den Schwerpunkt des starren Korpers in einen beliebigen Punkt a im
y-System verschieben. Er lasst sich leicht zu 0 in Beziehung setzen. Die Mas-
senpunkte befinden sich jetzt an Orten ﬁl' = yi + a Vi, und damit folgt:

b= Zml Ui + )%k — (Ui + @) (g + a)¥)

e ok _ gigk — tlak — aigk
= ;mi Ui +a +%16(_1)5jk—y1y1 - U_C;t aiyoi>

Die linearen Terme in y bzw. den Komponenten von y sind Null, weil der
Ursprung des y-Systems mit dem Schwerpunkt iibereinstimmt: ) _; miy; = 0.
Damit erhalten wir den Satz von Steiner:

i = B + M(a®8j — d'a) (5.13)
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5.5 Freier Kreisel

Der Drehimpulssatz L=M (siehe Kap. 1.7 ) gilt im Laborsystem und fiihrt
auf die Bewegungsgleichungen fiir den Kreisel. Fiir den freien Kreisel ver-
schwindet das Drehmoment M = 0. Mit L = RS finden wir

0 = L = RS+RS

und

—

S=-RRS = - xS. (5.14)

Driicken wir nun S mithilfe von GL. (5.12) durch w; aus, so erhalten wir fiir
die wjy ein nicht-lineares System von Differentialgleichungen erster Ordnung,
die Fulerschen Gleichungen:

011 = (02 —03) waws

) 5.15
Oy = (03 —0;1) waw; (5.15)
B33 = (01 —02) wiws

Im Allgemeinen, d.h. fiir nichtverschwindendes Drehmoment M = (M1, Mg, M3) #£
0 lauten diese Gleichungen

M =0, — (02 — 03) waws
My = Bo9 — (83 — 01) wawq (5.16)
M3 = 033 — (01 — 02) wiwo

Konstruktion von Poinsot

—

Die Bahnkurve des freien Kreisels L =const. lasst sich geometrisch bestimmen
durch die Konstruktion von Poinsot. Dazu betrachten wir die raumfeste (da

L fest) Ebene
(x,L) = (y,S) = 2E (5.17)
(die Identitét folgt aus x = Ry und [ = Rg), und das korperfeste Ellipsoid
(y,6y) = 2E, (5.18)
wobei jeweils X und y als freie Variablen zu sehen sind und E die (erhaltene)

kinetische Energie ist. Wie iiblich notieren wir mit (, ) das Skalarprodukt,
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Abbildung 5.3: Die Konstruktion von Poinsot mit dem korperfesten Ellip-
soid (y,0y) = 2E und der Labor-festen Ebene (x,L) = 2E

und Gl. (5.18) sollte mit der allgemeinen Gleichung fiir ein Ellipsoid, y?/a®+
y3/b% +y3/c? = 1 verglichen werden.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die raumfeste Ebene und das korperfeste
Ellipsoid genau in einem Punkt (y = w) schneiden. Haben wir dies gezeigt, so
folgt, dass das Ellipsoid auf der Ebene abrollt, womit die Bahnkurve gefunden
ware.

Wir beginnen mit der Bemerkung, dass y = w sowohl (5.17) sowie (5.18)
l6st, da R

(w,S) = (w,0w) = 2E.
Damit ist jedes y der Ebene (5.17) von der Gestalt y = w + Ay (weil w die
Ebenengleichung erfiillt), mit (Ay,S) = 0 (weil Ay in der Ebene liegt und

S senkrecht auf ihr steht). Diese Form setzen wir nun in die linke Seite von
(5.18) ein:

(W + Ay, 0(w + Ay)) = (w, 0w) + (W, 0AY) + (Ay,8w) + (Ay, 6AY)
= 2F + (Ay, 0Ay)

da (@, 0AY) = (Ay,00) = (Ay,S) = 0. Somit ist (5.18) dann und nur
dann erfiillt, wenn Ay = 0 ist,denn (Ay, 6Ay) > 0.

Stabilitdtsanalyse

Als ersten (Spezial-)Fall betrachten wir nun
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die permanenten Rotationen um eine Hauptachse, z.B.
w = (w1,0,0) = konst. (5.19)

Man rechnet leicht nach, dass es sich dabei um eine Losung der Eulerschen
Gleichungen handelt. Wir untersuchen nun die Stabilitdt dieser Bewegung,
indem wir die Eulerschen Gleichungen nach kleinen w9 und ws entwickeln,
d.h. wir vernachléssigen Terme mit waws.

Linear in ws, ws sind die Eulerschen Gleichungen von der Form

i = 0
Oy = (03 —01) wzw;
O3z = (0; —02) wiws

Somit bleibt wq weiterhin konstant, und wir haben zwei lineare Gleichungen
mit zwei Unbekannten, ws, ws:

. 83—6
D2 _ 0 Te W) (@ (5.20)
N 3

J

~

A
Die Eigenwerte A der Matrix A ergeben sich zu

(05 —01)(01 —02)

w7.

0203

Die Eigenwerte A sind reell, falls 81 zwischen 85 und 03 liegt — dann hat (5.20)
exponentiell wachsende Losungen (Instabilitéit der permanenten Rotationen
um die mittlere Hauptachse). Falls 01 das kleinste oder grofite Hauptriagheitsmoment
ist, so sind die Eigenwerte A imagindr und das System fiihrt kleine Schwin-
gungen um die Losung w = (w1, 0,0) aus, die somit (marginal) stabil ist.

N

Symmetrischer Kreisel

Wir betrachten nun die allgemeine Bewegung des freien symmetrischen Krei-
sels (=2 gleiche Triagheitsmomente). Sei die y;-Achse die Figurenachse, also
02 = 03. Die Eulerschen Gleichungen lauten

iy = 0 — Wi = konst., also
Wy = —aWws X = 619;39%01 = konst.
(i)g = XWws2

Diese gekoppelte Differentialgleichung lasst sich mit dem folgenden Ansatz

l6sen:
wa(t) +iws(t) (w2(0) + 1(1)3(0)) plat

= ((UQ(O) cos ot — w3(0) sin oct) + i(wg(()) sin ot + w3(0) cos oct)
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Da die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit reell sind, ist der Realteil
des Ansatzes ws(t), und der Imaginérteil wz(t). Man kontrolliert leicht, dass
der Ansatz die Differentialgleichung 16st:

Wy = a(wQ(O) cos ot — w3(0) sin oct)

= — axwo(0) sin at — w3 (0) cos xt = — axws(t)

d
3 = a(wg(()) sin oct + w3 (0) cos oct)

= w3z (0) cos oxt — xw3(0) sin at = xwo(t)

Dies zeigt, dass sich der Vektor w im korperfesten System mit der konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit o« um die Figurenachse, hier die y;-Achse, dreht.
Dabei bleibt die Winkelgeschwindigkeit dem Betrag nach konstant. Diese
zeitliche Anderung von w heiit Prizession (w prizediert um die Figuren-
achse). Sie ist in Ubereinstimmung mit der Konstruktion von Poinsot. Die
Prézessionsfrequenz « ist kleiner als die Frequenz |w], und sie ist umso klei-
ner, je kleiner 03 — 07 ist.

5.6 Schwerer, symmetrischer Kreisel

Der néchste wichtige Fall ist der symmetrische Kreisel im homogenen Schwe-
refeld der Erde, der schwere symmetrische Kreisel.

Wir setzen 87 = 02 (ys-Achse = Figurenachse) und nehmen an, dass der
Schwerpunkt auf der ys-Achse liegt und die korperfeste Koordinate (0,0, 1)
hat (L > 0 fest). In den Eulerschen Winkeln wird die kinetische Energie zu

1 1
T = 591((1)%4-(1)%) + 593(1)%

= %91 (({)2 sin? 9 —{—32) + %93 (II) + @0088)2.

Wenn die x3-Achse in der Vertikalen liegt, so ist die potentielle Energie V =
mglcosd und die Lagrangefunktion L =T — V wird zu

0 : O3 , .
L = ?1 (q’)2 sin219+192) + 33 (ll)—l— @0088)2 — mglcos?d . (5.21)

Erhaltungssétze

Da L nicht von t, @, abhéngt, besitzt das System die drei Erhaltungsgrofien
T+V = E (5.22)
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oL

Po = % = @(0;sin® 9 + 03co8” D) +PB3cosd = M, (5.23)
oL L
Py = ﬁ = 03P+ @cosd) = Mg, (5.24)

deren Konstanten wir mit E, M, und M3 bezeichnen. p, und py, sind die

Projektionen des Drehimpulses S auf e, (Vertikale) beziehungsweise ey, (Fi-
gurenachse):

Po=S-¢€g Py =S - ey
Mit GL (5.4) ist
B 01 (¢ sindsin +d cos)
S=0w=0,y(¢sindcosP —dsin) | .
05( ¢ cosd + )

und mit der Definition von e, und ey aus Gl. (5.5) rechnet man p, = S. €

und py, = S. ey leicht nach. Die Gréfien E =T 4+ V und p, sind auch beim
allgemeinen schweren Kreisel erhalten, py jedoch nur beim symmetrischen
Kreisel.

Bewegungsgleichungen

Aus (5.23) und (5.24) erhalten wir

- M
P = —3 @ cos D, (5.25)
03
. M, — M3 cosd
— 5.26
® 01 sin2 9 ( )

d.h. ¢ und P sind durch ¥ bestimmt. Kennen wir also erst einmal d(t),
kénnen wir aus Integration von (5.26) und (5.25) @(t) und P (t) erhalten.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Nutationsbewegung 9(t) erhalten wir, in-
dem wir (5.26) und (5.25) in (5.22) einsetzen:

E

91 (Mz - M3 COS%)2 X)) 93 M%
2 8) P35 | mgleosd
2( G%Sinzﬁ + + 5 9% + mgl cos

und damit

28" 2 ( M%) 82y (M, — M3 cos d)? N 2mgl
9% sin? 9 01

0, 0

203

costd. (5.27)
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Abbildung 5.4: Qualitativer Verlauf der Funktion f(u), siehe Gl. (5.29).

Wir fithren eine Variablentransformation u = cos & (und damit v = —Jsin ¥,
u? = 9%(1 —u?)) durch und setzen

M, M3 2F 2mgl
Dann lautet (5.27)
u? (a —bu)?
X = TS + 1—w2) + pBu
und aufgeldst nach 112
W = (a—pu)(l—u?)—(a—bu)? = f(u) (5.29)

Hier ist u nur fir —1 < w < 1 definiert. Wegen 11> > 0 ist die allgemeine

Losung auf das Gebiet mit f(u) > 0 beschriankt. Die Losung ist dort wegen
du/dt = /f(u)

tu) — tlug) = Ju dw (5.30)

Hieraus ergibt sich u(t) = cos9®(t) und damit 3(t) = arccosu(t).

Diskussion der Losungen

Die Funktion f(u) hat die Eigenschaften
f(+£1) =—(a Fb)* <0, f(u) ~ pu’,  (u— +oo)

Aufgrund der Anfangsbedingungen muss ferner f(u) = 12 irgendwo im In-
tervall —1 < u = cos® < +1 groBler als Null sein.
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Abbildung 5.5: Schematische Illustration der Nutationsbewegung des
schweren, symmetrischen Kreisels. Links: u; < a/b < uy, Mitte: a/b = us,
Rechts: a/b > us.

Daraus ergibt sich, dass u; < u < ug der Bereich energetisch zulédssiger
Losungen ist (siehe Abb. 5.4). Dabei sind u; und uy Nullstellen erster Ord-
nung von f(u), d.h. Umkehrpunkte der Nutationsbewegung. w(t) pendelt
periodisch zwischen 1y und us mit der Periode

U9 /
T— QJ dw
w / f(w)

Dieselbe Periode hat
M, — M3 cosd a—bu

¢ = 01 sin? 9 B 1—u? '

¢ wechselt das Vorzeichen nur, falls u; < a/b < uy. Der Grenzfall u; =
a/b ist ausgeschlossen, denn dann wére auch u; = o/p, d.h. ¢« — fu =
Bloe/B —u) = B(ug —u) und f(u) negativ im Intervall [uq, us]. Fiir die
Richtung der Figurenachse gibt es somit drei Bewegungstypen, die wir auf
der Einheitskugel darstellen konnen (siehe Abb. 5.5).

Die Abbildung zeigt die Position des Kreisels als Punkte (9(t), @(t)) auf
der Einheitskugel. Der Winkel \(t) entspricht der Rotation des Kreisels um
seine Symmetrieachse (Figurenachse) und spielt daher zur Angabe der Ori-
entierung des Kreisels im Raum keine Rolle. Die Punkte (8(t), ¢(t)) hei-
Ben Locus des Kreisels. Der Locus verlauft also zwischen den zwei Kreisen
B = arccosu] und ¥ = arccosUs (den Umkehrpunkten). Die Gestalt der
Locuskurve ist wegen

im Wesentlichen durch den Wert der Wurzel von a — bu, also uy = a/b
bestimmt. Die drei Félle sind:
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| < s
/1\/ 1 / 1

Abbildung 5.6: Illustration der Funktion (1 —u)? [20( — (12}. Links: 20 <
a?, Mitte: 20 = a?, Rechts: 20 > a?.

1) Mit Anfangsbedingungen, die 1y > Uy ergeben, wird ¢ immer dasselbe
Vorzeichen fiir die erlaubten Neigungswinkel zwischen ¥; und 99 haben
(siehe Abb. 5.5 rechts); der Kreisel prazediert um die vertikale Ach-
se, aber nicht reguldr wie beim freien Kreisel, sondern mit Nutationen
(Nickbewegungen).

2) up = a/b liegt zwischen u; und us. Dann ist die Richtung der Prazession
an den zwei Begrenzungskreisen verschieden, und die Bewegung erfolgt

in Schleifen (siche Abb. 5.5 Mitte) . Im Mittel wird ¢ aber nicht Null
sein, sodass die Prézession in eine Richtung fortschreitet.

3) U fillt mit einer Wurzel von f(u) zusammen. An dieser Stelle verschwin-
den ¥ und @, und der Locus hat Spitzen, die einen Begrenzungskreis
berithren (siche Abb. 5.5 links).

Stabilitidt des senkrecht stehenden schweren Kreisels

Der Kreisel rotiere um die x3 = ys-Achse. Dann ist

E' = mgl; Ms =M, =M, also

a=b=—, und

W= f(u) = (1-w? [a(l+u) —a’] =~ (1-u)® 2a— a’] (1)
hat eine doppelte Nullstelle bei u = 1. Der Verlauf hangt vom Vorzeichen
von (2 — a?) ab (siehe Abb. 5.6):

Fiir 2o > a? (d.h. M? < 40;mgl) ist die Losung w = 1 instabil, da links von
u = 1 ein energetisch erlaubtes Intervall mit f(u) = 1? > 0 anschlieBt. Der
senkrecht aufgesetzte Spielkreisel beginnt also zu wackeln, sobald M? durch
Reibungsverluste unter die Stabilitdtsgrenze 40;mgl sinkt.

117



6. Hamiltonische Formulierung

6.1 Kanonische Gleichungen

Die Lagrange-Funktion L(q, g, t) ist eine Funktion der generalisierten Ko-
ordinaten ¢ = (q1...q¢) und der generalisierten Geschwindigkeiten q =
(g1 ...qs). Die Lagrange-Gleichungen

d oL oL
— —— =0 =1...f 6.1

bestimmen die Bewegungen ((t) des Systems. Der generalisierte Impuls
oL
0«

spielt in vielen Zusammenhéngen eine wichtige Rolle, z.B. in der Quantenme-

Pa (6.2)

chanik. Es ist daher wiinschenswert, das mechanische System nicht als Funkti-
on der generalisierten Variablen (q, q), sondern als Funktion der kanonischen
Variablen (q, p) zu formulieren. Zweck dieser Variablentransformation ist, die
mechanische Bewegung im Phasenraum (d,p) statt im Konfigurationsraum
zu untersuchen. Wir suchen also ein Potential, das uns die Phasenraumbewe-
gungsgleichung in Analogie zu den Euler-Lagrange-Gleichungen liefert. Die-
ses Potential werden wir in der Hamilton-Funktion H(q, p,t) finden, die aus
der Lagrange-Funktion L(q, q, t) durch eine Berihrungstransformation (auch
Legendre-Transformation genannt) hervorgeht. In dieser Transformation wird
die Ableitung einer Funktion nach einer Variablen (0L/0(y) durch eine neue
Variable p, ersetzt.

Legendre-Transformation

Die Frage nach dem Austausch von einem Satz von Koordinaten durch einen
anderen gibt es in der Physik mehrfach (auler in der Mechanik vor allem in
der Thermodynamik); man 16st sie mithilfe der Legendre-Transformation.

Sei f : R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit f” > 0 und
sei w = f’(x). Dann ist w = f’(x) invertierbar (da u’ = f” > 0 und daher
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monoton wéchst), und es gilt
x(u) = (f)7Hw) (6.3)

Wir suchen nun ein Potential fiir x als Funktion von u, d.h. eine Funktion
g(u), sodass

dg_ n—1 _
= () (w) = x

(An dieser Stelle ist das Vorzeichen von +x frei wéahlbar, und +x ist die
Konvention in der Mechanik.) Man findet g, indem man betrachtet:

df = udx = d(xu) — xdu

~ d(xu—f) = xdu

Also ist das gesuchte Potential
g(u) = x(wu —f(x(u)) = xf'(x) — f,

und es gilt dann

dg dx , dx
R_duu—l_x f(x(u))du—x

wegen f'(x(u)) = u.

Héangt die Funktion f noch von weiteren Variablen ab, muss man entsprechend
die totalen Ableitungen durch partielle Ableitungen ersetzen:

Die Funktion f(X1,...,Xm;Y1,...,Yn) sei in allen x; zweimal stetig differen-
zierbar, und es sei
det 0’ #0
e
6xkaxi

Dann sind die Gleichungen

of

U-k:a_(xla-'-aXmSUI;-'-ayn)a k’:ln"'am
Xk

lokal eindeutig nach den x; auflésbar, d.h.

Xi:Z’i(ula"'uum;ylr")yn)a i’:lu"'am

Die Legendretransformierte ist dann definiert als

m
g(ulv"'aum;ylw")yn) - Zuszk_f'
k=1
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>

Abbildung 6.1: Graphische Interpretation der Legendre-Transformation
H(q,p,t) =pq — L(q, q,t). Ziehen wir fiir festes q pq von L(q, g4, t ab so
erhalten wir —H(q, p, t).

Dann gilt
dg dg of 9%g 0% f
auk 2 ayi ayi 7 © ( aukaul © aXian

Wie im eindimensionalen Fall ist die Legendretransformation umkehrbar ein-
deutig.

Kanonische Gleichungen

Um nun in der Lagrangefunktion L(q, g,t) die Geschwindigkeiten ¢ durch
Impulse zu ersetzen, 16st man das System von f Gleichungen (6.2) nach q auf
und setzt die so gefundenen (yx = q4(d, P, t) in die Legendretransformierte
der Lagrangefunktion, die Hamilton-Funktion

H(d,p.t) = ) Pada — L(d,4.1) (6.4)

ein. Wir bemerken, dass fiir autonome (d.h. zeitunabhéingige) Systeme nach
Kap. 4.7 die Hamilton-Funktion (6.4) gerade die erhaltene Gesamtenergie
darstellt. Die Legendre-Transformation lasst sich auch graphisch deuten, wie
Abb. 6.1 fiir eine Dimension verdeutlicht.

Wir suchen jetzt nach den Bewegungsgleichungen fiir die Hamiltonfunktion,
die den Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die Lagrangefunktion entsprechen.
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Dazu berechnen wir das totale Differential von H:

OH oH
dH = 2{;(———dpa+—aq dq )-+———dt (6.5)
0.4

Genauso konnen wir auch das totale Differential der rechten Seite von H(q, p,t) =

Z(xpocqoc _ L(q7 q7 t) bilden:

. . . . oL oL . oL
d(Zpocqoc_L(qaq;t)> — Z(qocdpoc‘kpocdqcx_—dqoc_quoc) __dt
- 0qa 0q«

oL oL
%<q P da q) ot

(6.6)

Dabei haben wir p, = 0L/0q, verwendet. Durch Koffizientenvergleich zwi-
schen den Gleichungen (6.5) und (6.6) finden wir

oH . oH oL oH oL

e = —ar b= — ot

0P« GLe 0q« ot ot
und mit den Euler-Lagrange-Gleichungen py = 0L/0qy erhalten wir die
kanonischen Gleichungen (Hamiltonsche Gleichungen)

oH oH

qoc:

Dieses sind 2f Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir die 2f Koordinaten

X = (x1...X21) = (diP1,92P25---,--- 4 Pf) (6.8)

im Phasenraum mit x9;—1 = d; und X9 = p; (j = 1,...f). Wir bemerken,
dass die f Lagrange-Gleichungen (6.1) i.a. von 2. Ordnung sind. Eine dhnliche
Umwandlung von f Differentialgleichungen 2. Ordnung in 2f Differential-
gleichungen 1. Ordnung hatten wir schon in einem anderen Zusammenhang
(Schwingungen) in Kap. 3 durchgefiihrt.

Das Hamiltonsche Prinzip im Phasenraum

Nach Definition (6.4) der Hamiltonfunktion gilt fiir die Lagrangefunktion

L(q,4,t) = ) pada — H(a,p. 1)
x
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Die Bewegungsgleichungen (6.7) sollten sich also auch aus dem Hamilton-
schen Variationsprinzip

(2)
5[(1) dt(%m o — H) — 0

herleiten lassen, wobei die Koordinaten gy(t;) an den Endpunkten t; vorge-
geben sind. Das ist nicht ganz selbversténdlich, da im Phasenraum ¢, und
P« unabhéngige Variable sind, widhrend in der urspiinglichen Formulierung
des Variationsprinzips die Variation von ¢ durch die von g vorgegeben ist.
Es gilt aber:

(
0qq 0P«
oH oH )

2)
5J dt(Zp(xqa—H) — J
1y N (
2 (2

~ [p,5 4 +J’ dt ('aé b GadDo — 8 Ge — — Py

[v e ) ] | 2; P80+ dadPa — 3 ~84a — 5 ~5p

2) oH oH
— dt Joe — ~— o [ .oc+—>6 oc]
Ju) z;l(q apa) P (p 0q« “

wobei wir in der ersten Zeile den ersten Term der rechten Seite partiell inte-

? L oH oH
| dtZ (poc 0(u + qudPo — 5—0qx — —6poc)
1 «

griert haben. Die Variationen dq4 verschwinden an den Endpunkten (1) und
(2). Also erhalten wir wieder die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.

Allgemeine Vorgehensweise beim Hamilton-Formalismus

1. L =T+ V in generalisierten Koordinaten ¢, q aufstellen.
2. Generalisierte Impulse py, = 0L/0q4 berechnen.

3. Die Gleichungen py = z4((qy) aus Schritt 2 invertieren, um die g4 als
Funktion der p, zu bekommen.

4. Hamiltonfunktion H = ) pad« — L(q, g, t) berechnen und A%beraﬂ
die qx = qu(p«) einsetzen.

5. Hamiltonsche Gleichungen aufstellen.

Beispiel: Teilchen im Potential

L:%%??—V(z); b= mx
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=2

H=px—L= |54 VR)]. =2 4V
2 x=p/m 2m

Beispiel: Teilchen im elektromagnetischem Feld
N N 1A =, N N =
L—n—1x2—e[(p(x)——x A(x)]; p:mx—I—EA(x)

2 ¢ ¢
H:{A.;_Lj;] .

pox (X X) ;:(F—e/cA)/m
~ - . ) R .

. [p—e/cA m (p—e/cA .. e[p—e/cA) - _
=P (—) - (— teox)— = [ F—L2 ) AR)
m 2 m C m

also
p—e/cA)? -
H— (p—e/cA) +ep(®)
2m

6.2 Phasenraum und Poisson-Klammern

Wir bezeichnen die 2f Variablen

X = (X1,...,%2f) = (d1,P1,d2,P2,- - -, df, P+)

als die Phasenkoordinaten des Systems und den zugehorigen Raum als den
Phasenraum. Ist der Konfigurationsraum der R, dann ist der Phasenraum
der R*". Im Phasenraum kénnen wir die Bewegungsgleichungen mithilfe eines
antisymmetrischen Tensors umschreiben.

Antisymmetrischer Tensor

Wir fiithren den antisymmetrischen Tensor

i 0

| Y
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ein. Er hat die Eigenschaft e’ = ¢!, Mit Hilfe der Komponenten €j konnen
wir die kanonischen Gleichungen kompakt als

Z £ Xi = aH( ) (i=1...2f) (6.9)

schreiben. Also, z.B. firi =1 (x; = q1, X2 = P1)

o oH . oH
—X2 = a_xl’ —P1 = a—q1
Oder fiir 1 =2
: oH . OH
X1 = ax2 qi: = a_m

Sei nun F(p, q) eine beliebige Funktion auf dem Phasenraum. Entlang einer
physikalischen Bahn (p(t), q(t)) dndert sich dann F(‘p(t), q(t)) geméif

f
d OF |
ar P Z( qaq“>
! (6.10)
_y (- OF OH  oF oH
po OPa 00 | 3a OPa

Fiir zwei beliebige Funktionen F(x) und G(x) auf dem Phasenraum x =
(dip1...d¢ps) definiert man nun den Ausdruck

f
oF 90G oF 90G
F,G} = — 6.11
e ;(aqaam o) (1D

als die Poisson-Klammer von F und G.

Bewegungsgleichung

Betrachten wir eine Funktion A(x,t) auf dem Phasenraum, dann ist die
Ableitung durch

dA  dA < /OA_  0A. dA «— /O0AOH O0AdH
—=—+) Git=—Pi) ==+ —
dt ot = \0q opi ot = \0qgi0pi Op;0g;

gegeben, wobei wir die kanonischen Gleichungen (6.7) verwendet haben. Also
1st
dA  0A
dt ot

+{A H. (6.12)
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Falls A nicht explizit von der Zeit abhingig ist, also A = A(x), dann ist
A dann und genau dann eine Erhaltungsgrofle, falls die Poissonklammer mit
der Hamiltonfunktion verschwindet,

A(x) erhalten —_— {A,H} =0.
Offensichtlich ist H selber erhalten, denn

.f
dH oH oH oH oH
— ={H.H! = — =0
dt tH, Hj ;(a% opi  Opi aQi)

Setzt man die Koordinate qj anstelle von A in (6.12) ein, so erhdlt man

f
dq]- aq]' oH aqj oH oH
. {q7 H} - ( - = 53
a0 =M= 2 g 00 ap o) ~om
=545 -0

also, wie erwartet, die Bewegungsgleichung fiir ¢;. Analog erhalten wir fiir p;

f
dp]- apj oH a‘pj oH oH
g (Mmoo o
a WV ; 245, 9p: 3py Aas dq;
=0 :51]'

Also lédsst sich die gesamte Hamiltonische Dynamik mit Hilfe der Poisson-
klammern schreiben.

Rechenregeln

Folgende Rechenregeln gelten fiir die Poissonklammern:

Antisymmetrie {o. ¥} = —{U, 0},

Linearitét {1+ @2, P} ={@1, P} + {2, V],
und die Jacobi-Identitdt

{o, ¥} x) +{lb,x}, @) +{ix, @}, b} = 0.

Die Poissonklammern fiir Impuls- und Ortskoordinaten, auch als fundamen-
tale Poissonklammern bezeichnet, lauten

{qOU q[?)} - 07 {pocapﬁ} - 07 {qoc;pﬁ} — 60([3 (613)

Das ist leicht nachzurechnen, z.B. fiir die letzte Beziehung

f
{qaapﬁ}:Z(% %—% %> :60([3.

dy P Py d
v=1 \L\L \3/./\;/./
“buy =bpy =0 =0
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6.3 Quantenmechanik

An dieser Stelle ein kleiner Ausblick auf die Quantenmechanik, die kein ei-
gentlicher Stoff dieser Vorlesung ist. Man mag sich fragen, was es denn soll,
dass man eine Formulierung der Mechanik nach der anderen entwickelt, also
die

— Newtonsche Mechanik

— Lagrange-Mechanik

— Hamiltonische Mechanik,

wenn man doch mit der Lagrange-Formulierung schon im wesentlichen alles
berechnen kann. Wie wir gesehen haben liegt die Bedeutung der Hamilto-
nischen Mechanik zum einen in der Asthetik, der vollkommenen Aquivalenz
von Symmetrie und Bewegung (siehe unten, Kap. 6.4 ). Eine weitere und
heutzutage sehr viel wichtigere Bedeutung der Hamiltonischen Mechanik ist
ihre Bedeutung als Ausgangspunkt zum Ubergang zur Quantenmechanik.
Diesen Zusammenhang wollen wir nun kurz beschreiben, auch wenn man ihn
vollstédndig erst nach dem Studium der Quantenmechanik verstehen kann.

Quantisierung

Allgemein stellt sich das Problem: Gegeben ist ein gewisses klassisches System
- wie quantisiere ich es? Gesucht ist also eine quantenmechanische Beschrei-
bung, die im klassischen Grenzfall (Plancksches Wirkungsquantum h — 0)
die gegebenen klassischen Gleichungen reproduziert.

Ganz allgemein betrachtet man in der Quantenmechanik nicht den Phasen-
raum, sondern den Hilbertraum, der der Raum aller Funktionen f(q1 ... q¢)
ist. Weiter werden generell alle Funktionen auf dem Phasenraum zu Opera-
toren auf dem Hilbertraum (Operatoren sind in geeigneter Basis Matrizen).

Ebenso wie nun die Poissonklammer die mathematische Struktur des Pha-
senraums fiir die Mechanik bestimmt, so stellt der Kommutator von zwei
Operatoren [A,B] = AB — BA die Klammer da, die dem Hilbertraum die
mathematische Struktur der Quantenmechanik verleiht. Der Unterschied zwi-
schen klassischer und Quanten-Mechanik liegt also in den zwei Realisierun-
gen der abstrakten Klammer, die den jeweiligen Rdumen die mathematische
Struktur verleihen.

Korrespondenzprinzip
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Der Ubergang Hamilton-Mechanik — Quantenmechanik (Quantisierung) geht
von den kanonisch konjungierten Variablen i und p; aus. Dabei gelten fol-
gende Aquivalenzen.

Mechanik Quantenmechanik
1. Phasenraum Hilbertraum
2. A(qi, pi) linearer hermitescher Operator A
3. MessgroBe (Observable) Eigenwert (Erwartungswert) des Operators
4. Hamiltonfunktion H Hamiltonoperator H
5. di, Pi Operatoren (i, Pi
6.  Poissonklammer {A, B} Kommutator [A,B] = AB — BA
7. {di, pj} = 0y 2[qs, pj) = 8y

dA _ A dA _9A | 1[A T

8. T = 5 t1AH) A =57 + %A H]

Diese Tabelle beschreibt das sogenannte Korrespondenzprinzip.

6.4 Kanonische Transformationen

Wir betrachten alle solche Transformationen des Phasenraumes

(x1...%2¢) = (Y1 ... Yar) = (Y1(x) ... yar(x))

auf sich, die die kanonischen Gleichungen (6.7) invariant lassen. Eine Motiva-
tion, eine solche kanonische Transformation durchzufiithren, ist die Aussicht,
dass nach der Transformation die Bewegungsgleichungen besonders einfach
sind.

Jacobi-Matrizen

Die Invarianz der kanonischen Gleichungen ist also mit

2f

dyk oH .
k—— = , =1...2f 6.14
é €ik dat o, (i ) ( )

gleichbedeutend. Um festzustellen fiir welche y = y(x) (6.14) erfiillt ist,
miissen wir (6.14) auf x—Koordinaten transformieren.

ayk . aH an
kZl ik 6x1 b ; an ayi’
—~~

DL E Xt
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also nach Vertauschen der Summationsreihenfolge

0 : 0 .
E(Ted) oD (Ted)

l k

Diese Gleichung muss fiir alle 1 gelten. Wir definieren die Jacobi-Matrix A
als Matrix aller erster partieller Ableitungen:

_ Ouk A
Ay = . (A, = m (6.15)
denn e 3 3
1\ Yk 0X1 _ OYx _
; Aw (A7) = ; ox; 0yi Oy i

Wir finden somit
_ _INT
Z Eik At = Z ew (A 1)ki - Z (A 1)ik Exty
k k k
was wir in Matrixform als
eA=(ANHTe=(AT) e

schreiben kénnen. Wir finden somit fiir die symplektischen Matrizen A die
Bedingung

AleA =¢ (6.16)

Symplektische Matrizen sind genau durch diese Gleichung definiert, in Wor-
ten: sie lassen eine antisymmetrische Bilinearform invariant. Die symplekti-
schen Matrizen A bilden eine Gruppe und aus (6.16) folgt

det Al =1, (6.17)

es gilt sogar det A = 41, was wir hier nicht beweisen. Eine Koordinaten-
transformation (Xi...Xaof) +— (Y1 ...Yss) heiit kanonisch, falls ihre Jacobi
Matrix (6.15) symplektisch ist. Fiir eine gegebene Koordinatentransformation
y = y(x) im Phasenraum zeigt man also, dass sie kanonisch ist, indem man

ihre Jacobi-Matrix A(y) berechnet und fiir diese die Giiltigkeit von Gl. (6.16)
nachweist.

Beispiel: Transformation der Lagekoordinaten

Beliebige Transformationen

(qi...df) — (Q1...Qg), (6.18)
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der Lagekoordinaten (sogenannte Punkttransformationen) sind bei entspre-
chender Transformation der Impulse

(pl...pf) = (Pl...PfL «119)

kanonische Transformationen. Begriindung: Die Lagrange-Gleichungen sind
invariant unter beliebigen Transformationen der Art (6.18), genauer: Es seien

QO(:QOC(qlu"'7qf7t)7 qﬁ:qﬁ(Qla"'quat)u 0(,[321,...,1:

Dann folgt aus

d oL oL N
dtddq, 94qs’ o
fir L(Q,Q,t) =L(q(Q,t),q(Q,Q,1),t)
d oL oL
- = : =1,....f
ataQ, Q"

(fiir den Beweis, siehe z.B. Nolting). Damit sind nach der Legendre-Transformation
(6.4) auch die kanonischen Gleichungen (6.7) forminvariant unter beliebi-

gen Punkttransformationen. Die Transformation (6.19) der Impulse ist dabei
durch

0 : oL an oL aqﬁ aqﬁ
PaIEL(Q,Q) — ZWE +Za—qﬁﬁ - ZPBBQ ;
x RN v g x
Pp  %dp =0
aQu
(6.20)

gegeben, denn (d,q) und (Q, Q) sind unabhingige Variablen und somit
9qp/0Q« = 0.

Die Klasse der kanonischen Transformationen ist jedoch sehr viel grofler als
(6.18), insbesondere konnen auch Lagekoordinaten und Impulse vermischt
werden. Dies ist ein Vorzug der Hamiltonischen Formulierung.

6.5 Kanonische Fliisse

Ganz analog zur Definition eines Flusses in Kap. 4.5 ist im Phasenraum
x = (q1P1...qsps) ein Fluss ¢ mit

O ix — Yy, A) = dMx)
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eine ein-parametrige Schar von Abbildungen. Jeder Fluss definiert ein Vek-
torfeld

d
vi(x) = acb{‘(x), (i=1...2f).
Umgekehrt definiert ein Vektorfeld v(y) via
dyi :
L) (=120 (6.21)

zu jeder Anfangsbedingung yi(x,0) = x; einen Fluss x — y(x, A).

Vektorfelder

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, diejenigen Vektorfelder zu charakte-
risieren, die via (6.21) kanonische Fliisse erzeugen, also solche Fliisse, fiir die

die Jacobi Matrix 3
Ai(A) = ™ — VYi(x, A)
Xk

fiir alle Werte des Schar-Parameters A symplektisch ist, also (6.16) erfiillt.
Nach (6.21) gilt

. 0A 0 0 ov; aUl
A= 20k = 0 yixA) = v,
K= Tn T v N = axk" Z QL &
Vu Alk
also . .
Aik = Z VﬂA[k oder A = VA

in Matrixnotation. Um die Bedingung fiir diejenigen v(y, A) zu finden, fiir die
der erzeugte Fluss kanonisch ist, bemerken wir zunéchst, dass fiir A =0 die
Jacobi-Matrix A die Einheitsmatrix ist und somit trivialerweise symplektisch
ist (denn y(x,0) = x definiert die Anfangsbedingung). Damit die Bedingung
(6.16)

ATN eAN) =
fiir alle A erfiillt ist, geniigt es also, dass
d
0=+ (ATeA) = (VA)TeA + ATeVA

=A"VTeA + ATeVA =AT (Ve + eV) A
fiir alle A erfiillt ist. Wegen det A # 0 ist dies mit
Vie + eV =
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T:

dquivalent, und wegen ¢ —& zu

—VTel + eV = 0, (eV)T = eV,
d.h. (da € konstant ist)

V)g =D eaVii = Z 5kl_vl
1

Egk(y)
und
T 0
eV = enVik = €il =— €1V
( )kl ; il V1k ; il ayk ayk Z il 1
Egi(y)

Aus (eV)T = eV folgt somit dass
9 =0
du: gkY1 ... Yof) = o

Deshalb muss g(y) der Gradient einer Funktion G(y) sein (vergleiche Kap. 1.7

, G1 (1.18)), also
5o V) = i) = 3 cawtu

gi(y1...yor)

und damit
2f
dyx  9G(y) .
é T (i=1...2f). (6.22)

Fazit: Die Differentialgleichung dy;/dA = vi(y), die kanonische Fliisse cha-
rakterisiert, hat die Form von kanonischen Gleichungen (Gl. (6.22)), wobei A
die Rolle der Zeit und G die der Hamiltonfunktion spielt. Man kann die obige
Schlussweise auch umkehren und folgern, dass y(x,A) dann und genau dann
ein kanonischer Fluss ist, falls eine Funktion G(y) auf dem Phasenraum
existiert, so dass (6.22) erfiillt ist, d.h. kanonische Gleichungen erzeugen ka-
nonische Fliisse auf dem Phasenraum. G(y) heifit erzeugende Funktion des
kanonischen Flusses. Nun sind aber (6.22) mit den Hamiltonischen Bewe-
gungsgleichungen (6.9) nach der Vertauschung

X —— Y, t—— A, H(x) «— G(y) (6.23)
vollkommen &dquivalent; “Die Differentialgleichungen kanonischer Flisse sind
also die kanonischen Gleichungen”. Ein spezieller kanonischer Fluss ist die

Bewegungsabbildung ¢*(x) eines autonomen Hamiltonischen Systems, also
der Propagator der Hamiltonischen Bewegungsgleichungen (6.9).

131



6.6 Erzeugende fiir kanonische Transformationen

Es gibt Rechenvorschriften, die erlauben, aus sogenannten Erzeugenden fiir
kanonische Transformationen giiltige kanonische Transformationen herzuleiten.
Der Vorteil hierin liegt in der Tatsache, dass diese Erzeugenden frei wahlbar
sind, und es somit moglich ist, einfach mal auszuprobieren, ob eine gewis-
se Erzeugende, bzw. die aus ihr resultierende kanonische Transformation die
Bewegungsgleichungen vereinfacht.

Nach (6.4) ist

bzw.

L(g,q.t) = Zpaqa— (a,p. t).

Das Prinzip der kleinsten erkung besagt nun, dass die Bewegungsgleich-
ungen bei einer Transformation

(dip1,---df, ps) —  (Q1P1,... Qs Ps); (6.24)

und
H(p,q,t) — H/(P,Q,1) (6.25)

erhalten bleiben, falls die Variationen

5 | at [Zpaq(x - H(q.p.¥

:6Jdt [ZP(XQ“ — H(Q,P,t)| =0

dieselben sind. Da die Variation nun eine Variation iiber alle Wege mit festen
Anfangs- und Endzeiten ist (siche Kap. 4.4 ), heifit dies nun, dass die entspre-
chenden Integranden bis auf eine totale Ableitung iibereinstimmen miissen
(Aquivalenztransformation),

d
Zpaqa—qut ZP Qa — H(Q.P.t) + -F(a,p,Q.P. 1),

wobei F(q,p, Q, P, t) eine beliebige Funktion sein kann, die aber nur von 2f
der 4f Variablen q,p, Q, P abhéngt, da nur 2f Variablen unabhéngig vonein-
ander sein konnen. Es gibt vier Moglichkeiten, zwei der vier Variablensétze
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d,p, Q, P zu kombinieren; diese schreibt man in der Form

Fl(q7Q7t)7 F2(q7P7t)7 F3(p7Q7t)7 F4(p7P7t)

(es sei darauf hingewiesen, dass F(q,p) und F(Q, P) keine Transformationen
erzeugen).

Erzeugende und kanonische Transformationen

Fir den ersten Fall erhalten wir

d

D [Pada—PaQo) — [H-H] = 1@, Qt) (6.26)

oF; . oF; - oF,
o Z —qoc ; anxro + E

Diese Gleichung ist sicherhch erfiillt, falls

[0

aF1 aFl /
« ==, Py = — : H —H=—
P 34 Qs T

(6.27)

gilt (Koeffizientenvergleich). Aus (6.27) kann man also aus einer beliebigen
Funktion F{(q, Q, t) eine giiltige kanonische Transformation erhalten. Wenn
nun Fi(q, Q,t) gegeben ist, dann sind die Gl. (6.27) die Transformations-
gleichungen der kanonischen Transformation in der Form py = pu«(q, Q, 1)
und P, = P4(qg,Q,t). Diese muss man noch nach (q,p) auflésen und in
H(q,p,t) einsetzen, um die transformierte Hamiltonfunktion H(Q, P, t) zu
erhalten.

Fiir den Fall von Fy(q, P, t) legt die Gleichung (6.27),

oF;
Py = —
08 aQ(x,
nahe, die Darstellung
F2(q,P,t) =Fi(q,Q,t) + ) PuQq (6.28)
x

zu wihlen, wonach Fo(q, P,t) die Legendre-Transformierte einer Funktion
Fi1(q, Q, t) beziiglich den Variablen P < Q ist (beachte das umgekehrte Vor-
zeichen). Eine solche Darstellung ist immer moglich, man kann die Legendre-
Transformation (6.28) ja auch umkehren. Wir 16sen (6.28) nach F; auf und
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setzen in (6.26) ein. Wir erhalten

S pade — H—H] = ZPaQwi Fa(a 7.1 — 3 Qs

= -3 PaQu Lhya. Py

dt
oFs . oFs . oFs
__Zpocro‘l'Z—qoc aPP ‘l'ﬁ
Ein Koefﬁzientenverglelch ergibt nun die Transformat1onsgleichungen
0Fs o0Fs GFQ
= =2 H —H=
poc aqao QOC aP(Xa at
(6.29)
Die kanonische Transformation lautet also pyx = p«(q,P,t) und Qn =
Qulq, P, t).

Analog kann man die aus F3(p, Q, t) und F4(p, P, t) resultierenden Transfor-
mationsgleichungen herleiten. Sie lauten

OF; oF; , oF;
o« T A Py = ==, H—-H=—_—
| 3P« 3Q. ot
(6.30)
und
oF, oF, , oF,
w= ——, w= H —H=2*
a . Qo= 3p. ot
(6.31)

Mit einer der obigen Funktionen Fy bis F4 ist die Transformation von H(q, p, t)
nach H(Q, P, t) kanonisch, und man erhilt die neue Hamiltonfunktion H(Q, P, t),
indem man die jeweiligen nach g und p aufgelésten Transformationsgleichun-

gen o = q«(Q, P, t) und py = pu(Q, P, t) in H(q, p, t) einsetzt.

Anwendungsbeispiel: Pendel

Die Hamilton-Funktion fiir den harmonischen Oszillator (Pendel) hat die
Form
2 2 2

P
H(q,p) :%‘l‘gq :2m+ 5 4 (6.32)




wobei wir die Definition w? = k/m verwendet haben. Wir betrachten nun
die Erzeugende

ma
Fi(a,Q) = —— q* cot Q.
Die Transformationsgleichungen (6.27) werden dann zu

o 6F1 6F1 qu2

—E:quCOtQ, P:_aQ:281n2Q

Um die Transformation wirklich durchfiihren zu konnen, miissen wir diese

Gleichungen nach (q,p) auflésen, d.h.

P

2P
q= sin Q, P = V2mwP cos Q. (6.33)

ma

Diese Ausdriicke fiir g und p setzen wir nun in die Hamilton-Funktion (6.32)
ein und erhalten in den neuen Koordinaten

H(Q,P) = wP cos’? Q + wP sin? Q = wP. (6.34)

Die Hamiltonfunktion ist also zyklisch in Q (von Q unabhéngig) und der
kanonisch konjugierte Impuls nach

_OH _
0Q

eine Konstante, und zwar im wesentlichen die Energie, P = E/w. Die zweite

P= 0

Bewegungsgleichung lautet

oH
oP
Wir kénnen nun die so gewonnene Losung fiir P = E/w und Q(t) in die

Transformationsgleichungen (6.33) einsetzen und erhalten fiir die urspriinglichen
Koordinaten die bekannte Losung

Q= w, Q(t) = wt + Q,.

2E
mw?

sin(wt + Qg), p(t) = V2mE cos(wt + Qo)

q(t) =

fiir den harmonischen Oszillator.

6.7 Hamilton-Jacobi Gleichung

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, wie niitzlich es ist, wenn man so verall-
gemeinerte Koordinaten und Impulse definiert, dass die Hamilton-Funktion
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dann proportional zu einem der Impulse wird. Die kanonischen Gleichungen
sind dann trivial 16sbar. Anders ausgedriickt ist die Losung des mechanischen
Systems dann gefunden, wenn es gelingt eine solche Tranformation zu gewin-
nen. Wir wollen diese Vorgangsweise nun etwas systematischer fiir autonome
Systeme betrachten.

Der zeitunabhingige Fall

Wir mochten eine Erzeugende S finden, so dass nach der kanonischen Trans-
formation die Hamilton-Funktion die Form

H(Q,P)=Ps = E (6.35)

hat, wobei E die erhaltene Energie E ist. Ferner wére es schon, falls S von
der Energie explizit abhinge. Dann sind nédmlich die Bewegungsgleichungen
in den neuen Koordinaten

: oH
Po(:_ == :1,...,f
30, 0 x
. oH : oH
Q(X aP(X x I a( ) Qf an

trivial 1osbar:

Diese Eigenschaften der transformierten Hamiltonfunktion lassen sich errei-
chen, wenn S die gemischte Form

S(gq1---ar-1,d¢ Q1. .. Qe—1,Pe) = S(d1... 9 Q1 ... Qs—1, E)

hat. In den ersten f — 1 verallgemeinerten Koordinaten ist S vom Typus Fy,
in der f — ten Koordinate vom Typus Fy. Es gilt also nach (6.27)

GR GR
=50 P, = (f=1...(f—1)) (6.36)

- 0Qq
und nach (6.29)

Pa

0S oS  0S

= oq; Qf = 3P, _ OF (6.37)

Pf
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Wir setzen nun die obigen Ausdriicke fiir po in den Hamilton-Operator ein
und erhalten

dS  ?S.

H(qi...df,p1-..p¢) =| H(di...df, =—

...— ) =L 6.38
0q:1  0qs (6.38)

die zeitunabhdingige Hamilton-Jacobi-Gleichung, eine Differentialgleichung fiir
die Erzeugende S(q, . .. ) beziiglich der Variablen (1 ... qs. Um die Bedeutung
der Variablen Qy (¢ = 1,...(f — 1)) in S festzulegen, die in (6.38) nicht
explizit vorkommen, betrachten wir zunéchst die Bewegungsgleichungen und
verwenden (6.35):

P“:—%s;mzo, P, = aq, (x=1...1)
Q(x—a—P(x—O’ ro— oy (OC—l...(f 1))
. OH(Q,P) 0oH(Q,P) B
Qf = P~ oE 1, Qf =t+ by,

wobei wir die Integrationskonstanten a = a;...af und b = b;...bs ein-
gefiihrt haben. Nun folgt aus (6.36)

S aS
o= ~Pe g~ (x=l..(f-1)
Fiir « = f erhalten wir mit (6.37)
aS aS
— = — =1+ bs.
aP; Qr, 3T + by

Die letzte Gleichung bestimmt den zeitlichen Durchlauf der Losung.

Der zeitabhingige Fall

Fiir ein nichtautonomes System hangt die Hamiltonfunktion H(q, p, t) expli-
zit von der Zeit ab. Wir suchen jetzt eine zeitabhéngige kanonische Transfor-
mation, sodass in den neuen Koordinaten die Hamiltonfunktion verschwindet:

K(Q,P,t) =0

Dann sind alle Koordinaten Q1, ..., Q¢ und Impulse P, ..., Pf konstant. Wir
wollen also die Bewegung auf Ruhe transformieren. Die erzeugende Funktion
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S(q, P, t) erhalten wir in diesem Fall als Losung der zeitabhdngigen Hamilton-
Jacobi-Gleichung

0S 0S 928
— 4+ H(q,=—,t) =0 it det 0 6.39
Die Bewegung in den urspriinglichen Koordinaten ergibt sich aus den f Glei-
chungen
0S(q, P, t)
~op. Q« do = 4u(Q, P, 1)
x
Einsetzen in
05(q, P, t)
Poa=—"F7
0qx

liefert dann py = p«(Q, P, t).

6.8 Satz von Liouville

Die Jacobi-Matrix Ay, = 0y /0% erhilt das Phasenraumvolumen, denn nach
(6.17) ist |detA| = 1. Wegen der Aquivalenz (6.23) erhalten auch alle kano-
nische Fliisse das Phasenraumvolumen

J Xm...dXQf,
Q

also insbesondere auch der Propagator ¢'(x) der Bewegungsgleichungen.
Dies ist der Satz von Liouwville. Also stellt der Fluss der physikalischen Bewe-
gungen im Phasenraum eine inkompressible Fliissigkeit dar.

t, T, L, 1,

P

Cl

(a) (b)

Abbildung 6.2: Illustration des Satzes von Liouville. Das Phasenraumvo-
lumen I" bleibt erhalten, sowohl infinitesimal wie auch nach endlichen Zeiten.
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AP, A P.P,

-3

Abbildung 6.3: Links: Der Satz von Liouville fiir das mathematische Pen-
del. Ein Punkt befindet sich auf der Kriechbahn in den oberen instabilen
Fixpunkt. Rechts: Mit Dissipation (geddmpftes Pendel) kontraktiert das Pha-
senraumvolumen dagegen.

6.9 Satz von Poincaré

Sei G im Phasenraum R?' ein Gebiet mit endlichem Volumen V und ¢t(x)
ein volumenerhaltender Fluss in G. In anderen Worten, die physikalischen
Bahnen sind beschrankt. Fiir jede Teilmenge K von G mit endlichem
Volumen gibt es dann beliebig grofle Zeiten t, so dass

' (K) N K # 0, (6.40)

wobei () die leere Menge darstellt. Dies ist der Satz von Poincaré.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an und zeigen einen Widerspruch auf.
Falls ¢'(K) N K =0 fiiralle t > T und einem T < o0, so ist auch

d"(K) N K =0, Mm=1,23...).

Nach dem Satz von Liouville ist das Phasenraumvolumen erhalten, zwei dis-
junkte Teilmengen von G miissen nach Propagation durch ¢! somit auch
disjunkt bleiben, also insbesondere fiir t = mT

dMMTK) N d™(K) = 0, (m,m=1,23...).

Die Teilmengen
¢'(K), $*1(K), ¢*'(K), ...

sind also alle disjunkt, haben aber alle das gleiche Volumen. Ein Widerspruch
zur Voraussetzung V < 00.
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Ergodische Bewegung

Man kann den Satz von Poincaré wie folgt verallgemeinern: Fiir alle Teilmen-
gen K und K von G gibt es geniigend grofie Zeiten t so dass

' (K') N K # 0. (6.41)

Hier fiir muss das Volumen von K endlich sein, nicht aber das von K’. Insbe-
sondere kann K’ auch nur aus einem einzigen Punkt x bestehen, dann heif3t
x Wiederkehrpunkt beziiglich K.

Der Satz von Poincaré in der allgemeineren Form (6.41) besagt, dass jedes
beliebige Teilvolumen K des Phasenraumes G in hinreichend grofien Zeiten t
vom physikalischen Fluss besucht wird, wobei das Teilvolumen K’ die Menge

der Anfangsbedingungen darstellt. Man sagt auch, die Bewegung sei ‘ergo-
disch’.

Beispiel: Kugeln im Kasten

Zur Hlustration betrachten wir N elastische Kugeln (Edelgasatome) in einem
endlichen Gebiet Q) des R? mit elastisch reflektierenden Winden. Dann ist
die kinetische Energie

G : 7?16_(1,

invariant unter ¢'. Denn offensichtlich ist ¢*(G) C G, was zusammen mit
dem Satz von Liouville ¢(G) = G bedeutet. Da G im R®N ein endliches
Volumen hat, ist der Satz von Poincaré anwendbar.

Wiederkehrzeiten

Alle Anfangsbedingungen x;(0) und p;(0) (bis auf Ausnahmen mit Mafl Null)
fithren also zu einer Bewegung, die nach geniigend langer Zeit wieder beliebig
nahe an den urspriinglichen Zustand zuriickfiithrt. Dies widerspricht unserem
physikalischen Verstdandnis. Zu Recht, denn diese Wiederkehrzeiten sind ex-
ponentiell grofl, das heiffit wesentlich grofler als das Alter des Universums.
Fiir physikalisch relevante Zeiten ist das Verhalten eines komplexen mechani-
schen Systems jedoch sehr kompliziert und kann im allgemeinen sogenanntes
chaotisches Verhalten zeigen.
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Abbildung 6.4: Illustration des Wiederkehr-Satzes von Poincaré. Nach
geniigend langer Zeit sind alle Atome wieder rechts in der gleichen Ausgangs-
lage mit den gleichen Geschwindigkeiten.

141



7. Kontinuumsmechanik

7.1 Kontinuums-Limes

In der Kontinuumsmechanik geht es um die Beschreibung von mechanischen
Systemen, die aus so vielen Massenpunkten zusammengesetzt sind, dass ei-
ne Beschreibung der Bewegung der einzelnen Massenpunkte entweder nicht
mehr sinnvoll oder nicht mehr moglich ist. Beispiele sind die Dynamik von
elastischen Korpern oder die von Fliissigkeiten und Gasen.

Um die Bewegungsgleichungen fiir ein Ensemble von Massenpunkten herzulei-
ten, geht man von den Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir die einzelnen
Massenpunkte aus und macht dann den Kontinuumsiibergang.

Schwingende Saite

Wir betrachten hierzu die (eindimensionale) schwingende Saite und definieren
mit

u = u(x,t)
die Auslenkung der Saite aus der Ruhelage am Ort x und zur Zeit t.

Die x-Koordinaten der N Teilchen auf der Saite mit der Lénge L sind

1 L
xi:(i—§)Ax, Ax:ﬁ, (i=1...N),
wobei wir der Randbedingungen halber x = 0 und x = L ausgeschlossen
haben. Die Saite habe die Gesamtmasse M und die einzelnen Teilchen die

Masse Am;, mit

N
) Ami=M.
i=1
Fiir eine homogene Saite ist Am; = M /N. Die Massendichte p(x) ist via
(x) = Am; X = X;
p - AX ) A"
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A u(x,t)

Abbildung 7.1: Eine schwingende Saite mit einem kleine Massenteil Am
und Langenabschnitt As.

definiert. Fiir eine homogene Kette ist

Lagrangefunktion

Um die Bewegungsgleichungen fiir die schwingende Saite aufzustellen, miissen
wir zuerst die Lagrangefunktion finden. Die kinetische Energie ist

N
T= ZA;m (dul) ZAxgu

i=

Wir nehmen nun an, dass zwischen allen Massenpunkten eine Feder mit der
Federkonstanten f gespannt sei, so dass die Feder zwischen dem (i + 1)-ten
Teilchen und dem 1i-ten Teilchen einen Beitrag

Yas A= VIAP T (o wP

zur potentiellen Energie leistet, wobei As der Abstand der beiden Teilchen
ist (wir betrachten transversale Auslenkungen). Bis auf eine Konstante ist
die potentielle Energie also

Ny s fAx [u 2
. ] o i+1 —
U= ; 3 (W1 —uy)? Z Ax ( A ) 7

wobei wir die Beitrdge vom 1-ten und dem N-ten Teilchen zum jeweiligen
Einspannpunkt vernachlassigt haben, sie tragen im thermodynamischem Li-
mes (N — 00) nicht bei.
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Wir schreiben u; = u(x;, t) und fiihren nun den Kontinuumsiibergang N —
oo durch, zunéchst fiir die kinetische Energie:

| o(xi) [Oulxi,t)\* [F. p(x) [du(x, )\’
T = lim Ax ( m ) :JOdX 5 ( m )

i=1
Fiir den Grenziibergang der potentiellen Energie verwenden wir
oW (t) —w(t)  ou(x,t)
lim =
Ax—0 Ax 0x

und setzen zudem

P
fAx = P f=—
X Y AX7

das heifit, wir reskalieren mit N auch die Federkonstante zwischen den Teil-
chen (eine kiirzere Feder wird héarter). P kann dann als konstant angenommen
werden. Wir erhalten

N—-1 2 L 2
P /ou(xi,t) J P /ou(x,t)
U= Ax— | ————| = | dx=— [——] .
.Z * 2 ( aXi ) 0 x 2 0x
Damit wird unsere Lagrangefunktion L(u, 1, u’) = L(1t, 1) zu

o Ot p(x) [ou(x,t)\? P [ou(x,t)\”
L(u,u)—TU—de[2 ( m >_§(T> ;

. 7
~"

L (u,l:L,LL,,X,t):L(L'L,LL/,X)

wobei man L (1, u’,x) als Lagrangedichte bezeichnet.

Prinzip der kleinsten Wirkung

Da die Saite als Grenzfall eines Systems aus vielen Massenpunkten gewonnen
wurde, gilt das Hamilton’sche Prinzip

+(2)

L
dtJ dx O(u, i, u’,x,t) = 0. (7.1)
0

dS[u] = ZSJ

t(1)

Um die Variation durchzufithren betrachten wir, wie im §4.4, die Schar von
Funktionen u(x,t, A) mit festen Randbedingungen u(x,t%.A) = ul)(x) in
Zeit und Ort: w(0,t,A) = ug(t), u(L,t,A) = ur(t). Dabei soll wiederum
u(x, t,A = 0) die physikalische Bahn sein, also die, die das Funktional (7.1)
minimal macht:

£(2)

d L
0= — dt [ dxL(u,u,u’,x, t
dA Lm Jo ( )
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£(2)

B J it JL oLdu 0L du = 3L duw
t(1)

dx + — + :
T LT ST PRI
é% [ at é% [ ax

wobei einmal nach der Zeit und einmal nach dem Ort partiell zu integrieren
ist. Dabei sollen die Randterme

t=t(?)
0 JL » oL du(x,t,A)
N 0 ou dA
A=0d t=t(1)
x=L
0 Jt‘” 1 | 9% dulx )
N (1) ou’ dA
A=0d x=0

wegen der festen Randbedingungen verschwinden. Fiir die Variation der Wir-
kung S[u] erhalten wir somit

t(2) L
oL dol d oL
— t b et e 5
! Lu) d L dx [au dtou  dx au/] t
wobel wir du = du(gﬁ\t’m‘ gesetzt haben. Da nun du = du(x,t) belie-

A=0
big ist, muss der Integrand verschwinden; wir erhalten die Euler-Lagrange
Gleichungen

d oL n d oL oL o
dtouw dxou’ odu (7:2)
fiir die Lagrangedichte L.
Homogene Saite
Fiir die homogene Saite ist £ = (p1t? — P(u’)?)/2 und (7.2) wird zu
2 2
pit — Pu” =0, ou CQa_u —0 (7.3)
ot? ox?

mit der Wellengeschwindigkeit

Cc = —.
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Membran

Die Wellengleichung lasst sich sofort verallgemeinern. Fiir die homogene Mem-
bran (Trommel) ist w = wu(x,y, t) die senkrechte Auslenkung. Sie befolgt die
zwei-dimensionale Wellengleichung

i@Zu B 0%u B 0%u
c2otz2  ox2 oy?

Falls die Membran horizontal gelagert ist und das Schwerefeld der Erde nicht
vernachléassigbar ist, so ist ihre Lagrangedichte

, P
L=Pu2_ —(u? —I—ui) — gpu,
2 2
wobei U, = 0u/0x und u, = 0u/dy ist. Die dazugehorige Lagrange-

Gleichung lautet:

c2ot2  ax2  oy? p
Analog gilt fiir eine homogene schwingende Fliissigkeit (oder Luft: Schall-
wellen), oder auch fiir die Komponenten des Elektromagnetischen Feldes im

1 0%2u  9%u 62u__%

Vakuum (Licht), die drei-dimensionale Wellengleichung

i@Qu B 0%u B 02u  0%u 1 9%u
c29t2  ox2 9y? 0z c?ot?

7.2 Schwingende Saite

Als Beispiel fiir die Losung der Wellengleichung (7.3) betrachten wir die ein-
gespannte Saite. Die zu losenden Gleichungen fiir u(x, t) sind also

ii—cu” =0 Wellengleichung
u(0,t) =u(L,t) =0 Randbedingung (7.4)
u(x,0) = F(x), 1(x,0) = G(x) Anfangsbedingung

Zur Losung des Gleichungssystems (7.4) gehen wir wie in Kap. 3.5 vor und
betrachten mit dem Separationsansatz

iwt

u(x, t) = e g(x)

zunédchst die “zeitunabhéngige” Bewegungsgleichung

k*g(x) +g"(x) =0, k=w/c,
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deren allgemeine Losungen durch e*™** gegeben sind. Mit der Randbedingung

g(0) = 0 vertriglich ist die Superposition

1, . :
g(x) = % (e™* — e ™) = sin(kx). (7.5)
Die zweite Randbedingung verlangt
g(L) = 0 = sin(kL). kzkn:%n, n=012... .

Fouierreihen

Die vollsténdige (reelle) Losung ist ein lineare Ueberlagerung der partikuléren
Losungen (7.5) und hat also die Form einer Fourierreihe
(0.0)
u(x,t) = ) _sin(knx) [an cos(wyt) + by sin(wyt)] |
n=0
mit wy, = cky,. Die Entwicklungskoeffizienten a,, by bestimmen sich aus
den Anfangsbedingungen

F(x) =u(x,0) = > ansin(knx), (7.6)
n=0

G(x) =1t(x,0) = Y wnbysin(knx), (7.7)
n=0

Da die Anfangsbedingung F(x) beliebig ist, soweit sie mit den Randbedingungen
F(0) = 0 = F(L) vertréglich ist, folgt aus (7.6), dass sich eine jede Funktion
F(x) auf dem Intervall [0, L] durch die Fourierreihe (7.6) darstellen lésst.

Entwicklungskoeffizienten

Multiplizieren wir (7.6) mit sin(k;,X) und integrieren iiber x, so erhalten wir

L 00 L
J dx F(x) sin(kmx) = Z anJ dx sin(knx) sin(kmx)
0 — 0

Wir zeigen jetzt, dass die sin(knx) eine orthogonale Basis bilden, indem

wir den Ausdruck fé sin(knx) sin(kmx) durch partielle Integration umfor-
men (man kann auch die Exponentialdarstellung des Sinus einfithren und das
Integral ausfiihren). Dabei unterscheiden wir zwei Félle:

1. Falll m=n

(sin(knx))2 —

2 4k

L x  sin(2knx) S
| -5,

0 0
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2. Fall. m#n

L L L
k kn
J sin (k) sin(kex) = [—Msin(km] +J coslenx) y  cos(knx)
0 (. ~ AN ~ / n 0 0 le H/_/
[ dx % 5:—/ [ dx
ax
k k t
= [_M sin(knx) + cos(knx) sm(knx)]
mn Kn 0
L
—J sin(knx) sin(kmx)
0

und damit

L
QJ sin(knx) sin(kmx) =0
0

Beide Fille zusammengefasst ergeben die gesuchte Orthogonalitét:

- L
J sin(knx) sin(kmx) = =0mn
0 2

Damit finden wir

L o0
L
Jo dx F(x) sin(k Z ny mn:Tm
n=0
Die Entwicklungskoeffizienten a,, lassen sich also aus
9 L
On = J dx F(x) sin(kyx) (7.8)
0
berechnen und analog die b, aus
9 (L
b, = J dx G(x) cos(knx). (7.9)

Das Gleichungspaar (7.6) und (7.8) ist die Grundgleichung der Fouriertrans-
formation und ist die Verallgemeinerung der diskreten Fouriertransformation
aus Kap. 3.5 auf kontinuierliche Werte der Variablen x. Die Verallgemeine-
rung auf ein unendlich groBes Intervall x € [—o0, 0o] ist auch nicht schwer
und Gegenstand der Elektrodynamik.

7.3 Elastizitatstheorie

Wir denken uns einen Festkorper (Werkstoff) als Sammlung von Massenpunk-
ten (Atome, Molekiile, Mikrokristalle). Die Ruhelage eines Massenpunktes ist
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X = (x1,%2,%3), die Auslenkung von der Ruhelage u = (uy,ug, u3). Dabei
ist die Auslenkung (Verschiebung) eine Funktion des Ortes, also
u = u(x) = (w(x), u(x), uz(x))

ein Vektorfeld. In Kap. 7.1 haben wir gesehen, dass die elastische Energie (po-
tentielle Energie) einer Saite eine quadratische Funktion der infinitesimalen
Auslenkung der Saite u’ war. Es liegt nahe, diesen Sachverhalt auf die elas-
tische Energie eines Festkorpers zu verallgemeinern, solange die Auslenkung
aus der Ruhelage klein (elastisch) ist, also

U = U({ou;/0x}),

Dazu schreiben wir fiir den neuen Radiusvektor des Punktes x des Korpers
nach der Verformung x’ = (x{, x4, %}), und damit lautet der Verschiebungs-
vektor

JEENRSRIEN

u(x) =x"—x
Infinitesimal lautet diese Gleichung (fiir infinitesimal benachbarte Punkte vor
und nach der Deformation des Korpers)

dx' =x+u

Wir wollen jetzt den (infinitesimalen) Abstand zwischen zwei Punkten vor
und nach der Deformation ermitteln; vorher ist das Abstandselement

= /Z dx?,
und nachher
— /Z dx/* = \/Z(dxﬁ—dui)z. (7.10)

Wir beriicksichtigen jetzt die Abhéingigkeit der Verschiebung u von x durch
aui
du; = dx
BRI
und setzen diese Beziehung in Gl. (7.10) ein:

dl¥ =) dd+2) dudui+ Yy du?
0 i 0 i 0 1
_ A2 42 Z ax: Y azk dxy + Z (Z a:k dxk) (Z 61:1 dxl)

Kk Kk 1
ow; ou ow ou
9 i K _ 1oy
= dl” + E (6xk )dxldxk + Eik El —an _axi dx;dxy



(7.11)

wobei wir im letzten Schritt Indizes umbenannt haben: im zweiten Term
wurde in einem der zwei Terme 1 mit k vertauscht, um die symmetrische
Schreibweise zu erhalten, und im dritten Term wurden Indizes 1 und 1 aus-
getauscht.

Verzerrungstensor

Fiir kleine Deformationen sind die Verschiebungen u und ihre Ableitungen
nach den Koordinaten klein, und man vernachléssigt den dritten Term von
Gl. (7.11), der ein Produkt von Ableitungen von u enthilt. Man definiert
nun durch

dr? = a2 +2 > iy dxidx

ik
den Verzerrungstensor (strain tensor)
1 aui auk
Uik = = 7.12
ik 2 (an + aXi ) ( )

Aus der Forderung, dass Drehungen des gesamten Korpers unberiicksichtigt
bleiben sollen folgt die Symmetrie des Verzerrungstensors

Uik = Ui -
Deshalb hat der Verzerrungstensor nur sechs unabhéngige Komponenten.

Elastischer Tensor

Wir fithren nun 3* = 81 Zahlen
Cijkb (i7j7k7l = 17273)

ein, die man zusammengefasst den elastischen Tensor nennt, und definieren
die potentielle Energiedichte als

1
u = 5 % Uyj Cijkl Ux1.- (7.13)
L)

Natiirlich sind nicht alle 81 Komponenten des elastischen Tensors voneinan-
der verschieden, z.B. folgt aus (7.13) dass Cijii = Cyyj ist. Im allgemeinen
gibt es 21 unabhéngige Komponenten. Weitere Vereinfachungen ergeben sich
aus der Symmetrie (kubisch(3), hexagonal(5), ...) des betrachteten Materi-
als. Fiir die Lagrangedichte L eines elastischen Materials (ohne Reibung) mit
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Abbildung 7.2:
) Komponenten des Span-
9) 11 ) 22 nungstensors auf den
21 Flachen eines Quaders.
Die TM = ony sind die
e auf den Flachen mit Nor-
1 malenvektoren n; wirken-

\ (1) den Spannungsvektoren
T

(hier n; = €;).

(konstanter) Massendichte p erhalten wir dann

L = gl,L — 5 Zkluij Cijkl Wk (714)
D)

Spannungstensor

Aus (7.14) kann man mit dem Hamilton’schen Prinzip die Bewegungsglei-
chungen berechnen. Das ist nicht schwer, doch ein wenig uniibersichtlich,
der vielen Indizes wegen. Es ist daher in der Elastizitatstheorie iiblich, als
Zwischenschritt den Spannungstensor (stress tensor)

ou

Oy = E Cija Wi = L
Kl Y

(7.15)

einzufiihren. Die lineare Abhéngigkeit (7.15) zwischen dem Spannungstensor
0i; und dem Verzerrungstensor uyy nennt man auch Hooke’sches Gesetz. Die
Elemente des Spannungstensors sind in Abb. 7.2 dargestellt. Die Diagonal-
elemente oy stellen die Normalspannungen, die Nichtdiagonalelemente die
Scherspannungen dar.

N

Der Spannungstensor ist sehr niitzlich, da sich die Kraftdichte f(x) = (f1, fo, f3)
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als Divergenz des Spannungstensors

aO‘ij

p(X)ili(x) = fi= )

)

o, (7.16)

dastellen lisst, wobei p(x) die Massendichte ist.

Transformation auf Hauptachsen

Aus (7.16) und der Betrachtung von Impuls- und Drehimpulserhaltung folgt,
dass der Spannungstensor symmetrisch

0ij = Oji
ist. Eine Transformation auf Hauptspannungsachsen ist daher immer moglich.

Voigt-Notation

Die Symmetrien von Verzerrungs- und Spannungstensor bedeuten, dass es
nur 6 unabhéngige Eintrdge gibt und legen eine Vereinfachung der Notation
nahe:

011 = 01 (723(2 032) = 04

022 = 02 031 (: 013) = 05

033 = O3 612(: 021) = 06
und mit wi; = €45 (einer andern iiblichen Bezeichnung fiir den Verzerrungs-
tensor)

€11 = €1 2e93(= 2€30) = €4

€22 = €2 2e31 (= 2¢€13) = €5

€33 = €3 2e19(= 2€21) = €

Damit lasst sich dann das Hooke’sche Gesetz schreiben als

6
Om = E Cmnan
n=1

wobei die Symmetrien des Elastizitatstensors
Cijn = G = Cijie = Cyis

bedeuten, dass man alle unabhéngigen Eintrége in eine symmetrische 6 X 6-
Matrix eintragen kann, wobei man wie vorher Indizes 1,2, 3,4, 5,6 mit xx =

152



11,yy = 22,zz = 33,yz = 23,zx = 31,xy = 12 identifiziert. Ausgeschrie-
ben ist dann das Hooke’sche Gesetz

(011\ (Cn Ci2 Ci3 Cis Cys C16\ (811\

0922 Coo Coz Coy Cos Cog €29

o33 | Caz Caa C35 Cgg €33

oo | Caua Cyus Cyp | | 2623

013 symim. Cs; Csg 2e13

012) \ C66/ KQEU/
Oberflichenkrifte

Aus (7.16) folgt sofort, dass alle elastischen Krifte Oberflichenkrifte sind
(=Definition von elastischen Kriften), da nach dem Satz von Gaufl

ao-..
dVf; = J av— = J dA; oj;
JVolumen Volumen an Oberflache ; Py

mit Flichenelementen dA — (dA1,dAs, dA3). Im isotropen Fall ist der
Spannungstensor o0j; diagonal,

(Ti]' = —Péij, F: — 6])(7?),
wobei P = P(x) der Druck (ein skalares Feld) auf ein Volumenelement ist.

Symmetrien

Als Beispiel fiir die Reduktion des elastischen Tensors Cijx; durch Symmetrie
betrachten wir einen homogenen Korper. Bei einem homogenen Korper gibt
es (Definition) nur zwei Arten der Deformation: Eine selbstédhnliche homogene
Dilatation (hydrostatische Kompression) und eine reine Scherung (Volumen-
erhaltend). Hierzu schreibt man den Verzerrungstensor in der Form

1 1
Uik = (uik — 3 O > uu) + 3 O >
! 1

(>_jun = wi; + uge + usz), wobei der erste Term auf der rechten Seite
Volumen-erhaltend ist (Summe der Diagonalelemente ist null). Da fiir einen
isotropen Koérper alle Scherungen dquivalent sind, kénnen wir die elastische
Energie (7.13) durch nur zwei Konstanten > 0 und K > 0 parametrisieren
(mit Summenkonvention),

2 2
1 K
u = H(uik — §5ik ; uu) + 3 (; uu) : (7.17)
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Dabei nennt man K den Kompressionsmodul und p den Torsionsmodul (Schub-
modul). Allgemein werden in der Elastizitatstheorie eine Unmenge von Pro-
portionalitdtskonstanten eingefiihrt, die sich alle in der einen oder anderen
Weise auf die Ciji; zuriickfiihren lassen.

Aus (7.17) folgt mit (7.15) der Spannungstensor fiir isotrope Korper
1
Oik = 2M(uik —3 dik ;uu) + Ko ;uu-

Die Bewegungsgleichung wird somit in Anwesenheit von Volumenkraften fgvow
(Schwerkraft) und unter Verwendung von Gl. (7.12) zu

_ lvou) 00k _ £Vl

pw =1, + e
2},L 0 a‘LLi auk au1 aLLQ aug
g K—Z2 Iy
+ 2 ; an <an + aXi> < U) Z an (ax1 aXQ + aX3 s
0 0w 0 duy 2 divid
- 0Xy OXk OXy 0X;
h Al a a—idivﬁ ’
also
. 0
Pl = fi(vc’” + pAu; + (K + ) —divu (7.18)
0x;
Schallwellen

Die Gleichung (7.18) ldsst sich in Abwesenheit der Volumenkrifte, f (Vol)

durch

=0,

u(x) = ae’l@t- kx), a = konst.

l6sen. Einsetzen in (7.18) ergibt
(iw)2pa = u(—ik)%a + (K + g) (—ik)(—id - k),
w?pad = pkia + (K+g> (a-k) k.
Fiir jeden Wellenvektor k gibt es zwei transversale Wellen mit a L k und
der Dispersionsrelation (k = |k|)
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As

d2
A

u(x,t)

L x
\5>

Abbildung 7.3: Der eingespannte Balken.

—

und eine longitudinale Welle mit a || k und mit (betrachte 0.B.d.A.a = k)

K+ 4u/3
_ —I_—u/kzclk.
) P
ong.

Offensichtlich gilt fiir die transversale Schallgeschwindigkeit ¢y und fiir die
longitudinale Schallgeschwindigkeit ¢y die Ungleichung

> [
C = Ct.

w?p =puk?+ (K + %L) k2, w(k)

7.4 Balkenbiegung

Wir betrachten einen homogenen eingespannten Balken im Schwerefeld der
Erde mit der Linge L und Masse M = pL. Die Auslenkung aus der Horizon-
talen sei u(x,t).

Die kinetische Energie T und die potentielle Energie haben die Form

o " :
T:§J dx1i?, uf:—J dxu(x, t)f(x, 1),
0 0

wobei f(x, t) die dulere Kraftdichte ist, z.B. —gp fiir die Schwerkraft.
Die elastische Energie fiir diinne Balken (Dicke d — 0) hat wie iiblich die

Form . ) .
P d(u—uyp) PJ , /12
Uy = — sy _ 1w —u
T Jo dx ( 0x ) 2 )y dx { 0)

wobei Uy = ug(x) die Gleichgewichtslage des Balken im dufleren Kraftfeld
(Schwerfeld) ist. ug(x) ist also die statische Losung der noch zu bestimmen-
den Euler-Lagrange Gleichungen und U, beschreibt dann kleine Schwingun-
gen um diese Gleichgewichtslage.
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Dicker Balken

Die Biegung des Balkens wird durch Riickstellkréfte im Gleichgewicht gehal-
ten, die von der endlichen Dicke d des Balkens abhéngen. Thr Beitrag zur
potentiellen Energie U4 kann wie folgt abgeschétzt werden:

Die Mittelfaser des Balkens wird nicht gestaucht oder gestreckt. Zu jedem
Punkt x der Horizontalen betrachtet man die Abweichung As der Auflenfaser
des Balkens von x, gegeben durch

d
As(x) = Eu'(x).
Die Stauchung (Dehnung) der Aulenfaser zwischen zwei Punkten x +Ax und
x ist dann durch die Differenz

As(x + Ax) — As(x) = = (u/(x + Ax) —u'(x))

N | e

2 Ax 2 wix)

gegeben. Nach dem Hooke’schen Gesetz ist die elastische Energie proportional
zum Quadrat der Stauchung, also nach dem Grenziibergang zu

L
Ug = QJ dx (u”)?,
2 Jo

:Axd (u’(x—i—Ax)—u’(x)) :% y

wobei die elastische Konstante Q ~ d? ist. Somit haben wir die Lagrange-

funktion
L

L:T—Uf—uel—ud = J dx L
0
mit der Lagrangedichte
P.o P 2 Q 2
L=2w —gpu— E(u’ —uy)” — E(u”)
und nach Variation der Wirkung erhalten wir wie in Kap. 7.1 die Euler-

Lagrange-Gleichungen, allerdings mit einem zusétzlichen Term:

d oL d oL d? oL oL

= _ — — =0
dt ou + dx ou’ dx2 ou” ou

Mit f(x,t) = —gp folgt daraus die Bewegungsgleichung fiir den Balken
pt = —gp+ P(u’"—uf) — Qu". (7.19)
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Statik des Balken

Im statischen Fall u — uy (Balkenbiegung) ist also die Gleichung

Quy’ = —gp (7.20)

zu 16sen. Die Losung ist ein Polynom vierten Grades,
up(x) = Ax*+Bx* + x> + Dx + E

wobei die Bewegungsgleichung (7.20) zu 24AQ = —gp fiihrt, und die Integra-
tionskonstanten B, C, D, E durch die Randbedingungen zu bestimmen sind.
Fiir den beidseitig eingespannten Balken (Briicke) sind die Randbedingungen

Daraus folgt sofort 1p(0) = E = 0 und u}(0) = D = 0 sowie die Bestim-
mungsgleichungen fiir B und C

uy(L) =AL* +BL* +CL? =0  u)(L) =4AL% 4+ 3BL* 4+ 2CL =0

mit der Losung

gp

up(x) = Ax% (x — L)%, A = —m.

7.5 Hydrodynamik

Die Hydrodynamik beschéftigt sich mit den Eigenschaften von Fliissigkeiten
und Gasen. Aus Sicht der Elastizitédtstheorie handelt es sich bei Fliissigkeiten
um isotrope Korper mit endlichem Kompressionsmodul K , aber mit ver-
schwindendem Schermodul p = 0. Somit gibt es nach Kap. 7.3 nur longitu-
dinale (Dichte-) Wellen, jedoch keine transversalen Wellen. Der Ansatz der
Elastizitatstheorie ist offensichtlich fiir die Hydrodynamik ungeniigend, denn
offensichtlich passieren in Fliissigkeiten noch andere interessante Dinge aufler
den Kompressionswellen.

Kontinuitiats-Gleichung

Die Hydrodynamik beruht auf der Annahme, dass sich eine Fliissigkeit durch
zwei Variablen beschreiben lédsst, zum einen der Massendichte

p(x,t)
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und dem Geschwindigkeitsfeld

RGN

v(x,t)

der konstituierenden Massenpunkte. In einer inkompressiblen Fliissigkeit ist
die Massendichte konstant, i.a. jedoch variabel. Da man in der Hydrodyna-
mik i.a. auch keine abgeschlossene Volumina betrachtet, gibt es auch keine
erhaltene Gesamtmasse fd3xp(7?, t). Anstelle der globalen Massenerhaltung
betrachtet man in der Hydrodynamik die Kontinuititsgleichung

o + divi =0 j(x,t) = p(c, t)v(c, 1), (7.21)

wobei manfals die Stromdichte bezeichnet. Die Kontinuitatsgleichung (7.21)
ist eine direkte Folge der lokalen Massenerhaltung. Integrieren wir (7.21) tiber
ein kleines Volumen AV mit Oberflache AF, so erhalten wir

J dVp = —J dVdivj = —J dF -,
AV AV AF
wobei wir den Satz von Gaufl verwendet haben. Das bedeutet aber nun, dass
die totale Massendnderung im Volumen AV,
d
—J dVp

gleich dem negativen totalen Massenfluss

|, o7
AF
aus dem Volumen raus (durch die Oberfliche) ist. Diese Gleichung muss

natiirlich fiir jedes noch so kleine Volumen AV gelten, somit auch in der
differentiellen Form (7.21).

Euler-Gleichung

Nun wollen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Masse Am =
PAV in einem kleinen Volumenelement AV aufstellen:

d_. . N d_. . - -
Amav(x, t) = p(x, t)AVav(X, t) = AKext + AKpruck, (7.22)

wobei wir die Kraft AK = Ar(ext + Alzmuck auf das Volumenelment in einen
externen Anteil AKgxt und einen Druckanteil AKpp,ck aufgespalten haben.
Ein Beispiel ist das Schwerefeld mit der Kraftdichte f = —pge, und der Kraft

AKexi (X, 1) = f(X, H)AV.
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Die druckabhéngige Komponente der Kraftdichte ist genau dann verschie-
den von Null, wenn der Druck auf das Volumenelement AV auf der einen
Seite grofler als auf der gegeniiberliegenden Seite ist, wenn also der Druck
P = P(x, t) nicht konstant ist. Wir betrachten eine kleines kartesisches Volu-
menelement AV = AxAyAz mit der Oberfliche F. Dann ist (Kraft=Druck
x Fliche)

AKprck = — J dFP = — e, AyAz[P(x + Ax) — P(x)]
F

—e,AxAz [P(y + Ay) — P(y)] — e,AxAy [P(z + Az) — P(z)]
= —(grad P)AV.

Geschwindigkeitsfeld und Materialableitung

In der Teilchenmechanik haben wir jedes Teilchen einzeln behandelt: Jedes
Teilchen wird mit seinem Ortsvektor X;i(Xi, X2, X3) zum Zeitpunkt t identi-
fiziert; bewegt sich das Teilchen, dann #ndert sich x; mit der Zeit t, d.h. X;
und t sind voneinander unabhéngig.

In einem kontinuierlichen Medium ist es einfacher, anders zu verfahren: Man
beschreibt die Bewegung im kontinuierlichen Medium durch ein Geschwindig-
keitsfeld v(x, t), wobei jetzt X im Raum fest ist. v gibt jetzt die momentane
Geschwindigkeit der Teilchen an, die zur Zeit t am Ort x(x1,Xx2,%3) sind.
Also sind hier x und t unabhéngige Variable. Man kann sich v(x, t) vorstel-
len, wenn man an einen Fluss denkt: Ein flielendes Teilchen, das zur Zeit
t an einem Ort mit Koordinaten X ist, bewegt sich in der Zeit dt an einen
anderen Ort x + vdt. Wenn vi(x,t) und vi(x + vdt) die Komponenten des
Geschwindigkeitsfeldes an den zwei Punkten sind, dann ist die momentane
Beschleunigung a;(>t) (i = 1,2, 3) gegeben durch
ai(x,t) = dlt@o i {vi (%1 + vidt, xg + vodt, x3 + vadt, t + dt)vi(x, t)}

Mithilfe der mehrdimensionalen Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung

of of
f(X,y,Z, S) ~ f(a7b7 C, d) + _(aab7 C, d)(x T a) =+ _(anba C, d)(y _ b)

ox oy
of of

+ _(a7b7 C, d)(Z— C) + _(a7b7 C, d)(s - d)
0z 0s

Mit x = x1 +vidt, y = xo +vodt, z = x5 +v3dt, s =t + dt, a = x;q,
b = X9, ¢ =x3, d =t finden wir also fiir die Beschleunigung
1 [ ow ov; oV ov

~ i 0 _
ai(x, t) i d 6x1v1 +ax2"2 +6X3v3 + 3t ] (at—l—v gra )v
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Dabei bedeutet der erste Term die Anderung von v; an einem festen Punkt
im Raum (0v;/0t wird lokale Beschleunigung genannt), un der zweite Term
bedeutet die Verdnderung von v; durch den Ortswechsel der Teilchen zu einer
festen Zeit t.

Man bezeichnet die Zeitableitung

b a +v- d
Dt _ ot &ra

auch als Materialableitung. Die obige Argumentation lasst sich auf beliebige
Funktionen (X, t) ausdehnen, und die zeitliche Anderung lautet

Dy oy
D_t = E + (V grad)ll)

Also finden wir fiir die zeitliche Anderung des Geschwindigkeitsfeldes v

N

Wir setzen nun die Ausdriicke fiir AKey, AKpruex und dv/dt in (7.22) ein
und erhalten

o —
p (at + (v - grad)v ) = —gradP +f (7.23)

die Fuler-Gleichung der Hydrodynamik, die die Dynamik idealer Fliissigkeiten
(ohne Reibung) beschreibt. In realen Fliissigkeiten sind natiirlich immer (in-
nere) Reibungskrifte vorhanden (z.B ~ mV?V), analog der Reibungskraft
—”y§ beim geddmpften harmonischen Oszillator in Kap. 3.1 . Mit Reibungs-
kréften heiflen die Bewegungsgleichungen dann Nauvier-Stokes Gleichungen.

Zustands-Gleichung

Wir bemerken, dass die Euler-Gleichung (7.23) zusammen mit der Konti-
nuitatsgleichung (7.21) 4 partielle Differentialgleichungen fiir 5 reelle Felder
o(x,1), v(x,1), P(x,t) darstellen. Offensichtlich fehlt noch ein Zusammen-
hang zwischen p,v und dem Druck P. Im allgemeinen ist der Druck eine
Funktion der Dichte, also

P =P(p(x, ), (7.24)

und weiteren externen Parametern, wie z.B. der Temperatur T. Der Zu-
sammenhang (7.24) wird Zustandsgleichung genannt, die Zustandsgleichung
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héngt sehr stark von der Art der Fliissigkeit ab (siche Thermodynamik). Ein
Beispiel ist die sogenannte polytrope Zustandsgleichung

P~ pv, (7.25)

die wegen
1 op 1 1.4 )
_= PY — = —PY = —
P o oP vy Py

eine Kompressibilitdt kK der Form

(- _ LoV _10p L (7.26)
~ VOP poP P '

impliziert. Der Exponent 'y kann alle moglichen Werte annehmen:

Y System

00 inkompressible Fliissigkeit
> 1 reale Fliissigkeit

1 ideales Gas (isotherm)
# 1 ideales Gas (adiabatisch)

wobei isotherm bedeutet, dass das System eine konstante Temperatur hat und
adiabatisch, dass das System energetisch abgeschlossen ist. Details werden in
der Thermodynamik behandelt.

7.6 Beispiele zur Hydrodynamik

Wir betrachten nun einige Anwendungen zur Dynamik idealer Fliissigkeiten.

Ruhende Fliissigkeit im Schwerefeld

Dies ist der Grenzfall der Hydrostatik, es gilt

N

p(x,t) = p(x), v(x,t) =0, P(x,t) = P(x),

und die Kontinuitétsgleichung (7.21) ist immer erfiillt. Im homogenen Schwe-
refeld ist f = —pge, und die Euler-Gleichung (7.23) wird wegen der Trans-
lationsinvarianz in x und y Richtung zu

. d
grad P = —pge;, EP(Z) = —p(z)g. (7.27)

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit ist p = pg konstant und

P(z) = Pop — pogz.
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Druckverteilung in der Atmosphire

Fiir ein ideales Gas ist Y = 1 in der Zustandsgleichung (7.25):
VP = NNgkgT ,

wobei kg die Boltzmann-Konstante, N, die Avogadro-Zahl und N die Mo-
lanzahl ist. Sei m die Masse eines Gas-Molekiils und p die Massendichte,
dann erhalten wir

NN m M
P = kgT = —kgT = pkgT .
m v B v B P KB
Die Euler-Gleichung (7.27) wird damit zu
dpP
P mg,
dz kBT

Die Integration ergibt die barometrische Héhenformel

mgz

P(z) = Pye ®T ~ e &m

fiir die Hohenabhéngigkeit des Luftdruckes, unter der (sehr groben) Annahme
einer konstanten Lufttemperatur von T ~ 300K.

Rotierende Fliissigkeit im Schwerfeld

Wir betrachten eine inkompressible Fliissigkeit (Wasser) in einem mit Win-
kelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotierenden Eimer. Nach dem Einstell-
vorgang wird es aufgrund der residuellen Reibungskréfte zu einem statischen
Geschwindigkeitsfeld

—

v(x) = w x X

kommen. In Zylinderkoordinaten (v, ¢, z) haben wir

—

e, = (cos ¢, sin @, 0), ey, = (—sin @, cos @, 0), e, = (0,0,1)

und fiir Divergenz einer vektorwertigen Funktion A= (Ar, A, Az) und den
Gradient einer skalaren Funktion f gilt

-~ 10 10A 0A
divA = ——(TA;) + ——2 é
v rar(r )+r (6J0) + 0z

1 afé+1af§+af€
r — 5 Cr N Az
sta or Tdp © 0z

In Zylinderkoordinaten ausgedriickt sind dann die Gréflen des Systems

P = Po, w = wey, V= wrey, f = —gpge,.
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Die Kontinuitétsgleichung ist erfiillt (wegen divv = 0) und fiir das Geschwin-
digkeitsfeld gilt 0v/0t = 0 und

10 de .
(v-grad)v = wr——(wre,) = wir—2 = — w?re, .
TOQ (o]
Wegen der Rotationssymmetrie ist P = P(r, z). Die Euler-Gleichung wird zu
9 — oP_. 0P_
—PoWTe = — € — € — pOgem
or 0z
beziehungsweise zu
oP w2t oP
or Po Py Pog,

mit der Losung
1
P(r,z) =Py + po ( 9z + 2w2r2)
Die Oberflache der Fliissigkeit ist durch die Isobare (Fliche konstanten Drucks)

w? 1
z(r) = — 1?4 —(Py — P)
29 gpo

gegeben, wobei P =~ 1bar gleich dem &dufleren Luftdruck ist. Die Oberflache
ist also ein Rotationsparaboloid.

Bernoulli-Gleichung

Wir betrachten eine allgemeine stationdre Stromung einer inkompressiblen
Fiissigkeit in Abwesenheit eines dufleren Kraftfeldes, also

f=0  pxt)=pyp, Vx,t)=
Die dazugehorige Euler-Gleichung

RGN

v(x), P(x,t) = P(x).

po(v-grad)v = — grad P
lasst sich umformen; dafiir betrachten wir zunéachst die erste Komponente:

av1 6\)1 av1 6\)1
Zw

v grad)v; = +Vo— + v3—

ax) 6x1 0X9 0x3
= vlm vz% + v3%
0X1 0% 0X1
(3252
aXQ ax1 aX3 ax1
1 0
= §a—X1v — (v x rotv),



denn es gilt

ovy ovq ovy ovs

N (82— 2) g (2 )
aXQ aX3 ax1 aXQ aX3 ax1
v=|M™m_ 9s v V= vz Qva ) (A% R
I'Ot v aX3 ax1 v X I'Otv V3 (aXQ aX3 vl ax1 aXQ

av2 a\)l

> %y Ovi _ Qv ) _ vz _ Qv

aX1 aX2 v (aX?, axl) V2 <aX2 aX3>

Damit finden wir die umgeformte Eulergleichung

%grad (v2) — pgv X rotv = — grad P (7.28)

Wie in Kap. 4.5 definiert das Geschwindigkeitsfeld v(x) via

d_ N
SR = (%) (7.20)

eine Stromline x(A) zu der einparametrigen Schar von Abbildungen
x — X(A)

mit dem Scharparameter A. Das Geschwindigkeitsfeld v(x) ist in jedem Punkt
zur Stromlinie tangential. Wir multiplizieren nun die Euler-Gleichung (7.28)
mit v und beachten, dass v - (v X rotv) = 0 ist. Wir erhalten

. ~ dx(A -
0=v- (ggrad(v2)+gradp> = );()\) - grad (g(v2)+P> :

also mit df(x)/dA = (Vf) 0x,/0A

0=~ (2v2+4P).

a (;

Damit erhalten wir die Bernoulli-Gleichung

(g 2 4 P) = konstant entlang einer Stromlinie

Hierbei bezeichnet man pgv2/2 als den Staudruck. Die Bernoulli-Gleichung
erklirt einige bekannte Phanomene. So sinkt an einer Verengungsstelle (z.B.
in einem Rohr) der Druck P(x), da dort die Strémungsgeschwindigkeit v(x)
erhoht ist. Aus dem gleichen Grunde werden zwei nebeneinander her fahrende
Schiffe zueinander hingezogen.

Potentialstromung
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Eine wirbelfreie Stromung ist durch
rotv(x) =0

definiert. Demnach gibt es ein skalares Geschwindigkeitspotential @ (x) mit

v(x) = grad ®(x).
Daher auch die Bezeichnung Potentialstréomung. Fiir eine inkompressible Fliissigkeit
p(x) = po folgt dann aus der Kontinuitétsgleichung (7.21)

0 =divv = AD

die sogenannte Laplace-Gleichung. Zu der Laplace-Gleichung gehdren noch
Randbedingungen. Fiir Fliissigkeiten verschwindet die Normalkomponente
n-v = 0 am Rand. Damit lassen sich einige Dinge berechnen, z.B. das
Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Stromung durch ein Rohr oder die
wirbelfreie Umstromung eines Korpers.

Schallwellen

Der gewdohnliche Schall ergibt sich aus einer Linearisierung der hydrodyna-
mischen Gleichung fiir Luft um die Gleichgewichtslésung

p(x,t) = po, v(x,t) =0, P(x,t) = Py.

Wir nehmen sofort an, dass die Abweichungen von der Gleichgewichtslosung
harmonisch sind, also die Form

— —_ —
- —_ —_

P =po+Ap ei(wt—k.x)7 v =Av ei(wt—k.x)’ P = Py + AP ei(wt_k.x)

annehmen. Die Kontinuitdtsgleichung (7.21) wird somit (unter Vernachléssigung
eines Terms zweiter Ordnung mit ApAv) zu

—

p+ V- (pv) =iwAp elwt=kx) _ 410 A etlet—kx) _
und damit
WAp — k - Avpy = 0. (7.30)

In der Euler-Gleichung (7.23) ist der Term ~ (v - grad)v zweiter Ordnung
in Av und kann somit vernachlissigt werden. Wir erhalten somit fiir die
linearisierte Euler-Gleichung

N
—_

. I P
P+ VP = lwppAv et Y — kAP el k%) —
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und damit
WpoAV — kAP = 0. (7.31)

Die differentielle Zustandsgleichung

P A
AP = (—) Ap = =P (7.32)
op S PoKs

ergibt nun einen Zusammenhang zwischen AP und Ap. Hierbei ist die Kom-
pressibilitidt ks (siehe (7.26)) mit einem Index S versehen worden, um an-
zudeuten, dass bei Schallwellen die Kompression so schnell erfolgt, dass die
adiabatische (ohne Energieaustausch) Kompression von Bedeutung ist.

Wir setzen nun (7.32) in (7.31) ein und schreiben (7.30) und (7.31) in Ma-

trixform:

w  —pok
T ( Ap ) — 0. (7.33)
wpo Av

Poks
Fiir transversale Wellen mit k | Av folgt sofort w = 0 (vergleiche Kap. 7.1
“oder Gl. (7.30)). Wir interessieren uns also fiir longitudinale Wellen mit
k || Av. Mit k = ke, und Av = Ave, wird (7.33) zu

w  —pok Ap
= 34
(o) (%) - o

einem homogenen linearen Gleichungssystem fiir die beiden Unbekanten Ap
und Ak. Es gibt nicht-triviale Losungen nur, wenn die Determinante ver-
schwindet, also wenn

ist, was die Schallgeschwindigkeit
1
vV POKs

definiert. Zu bemerken ist, dass die Dispersionsrelation w(k) = csk linear
ist, die Schallgeschwindigkeit c¢s & 320m/s somit nicht von der Frequenz des
Schalls abhéngt. Anderenfalls wire die akustische Kommunikation (Sprache)
stark erschwert.

Cg =
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8. Relativistische Mechanik

8.1 Einleitung

Einige experimentelle Tatsachen zeigen, dass die Galileiinvariante Mechanik
nur begrenzte Giiltigkeit haben kann.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit,
c = 2,99992458 x 10° km/s

ist in Widerspruch zum Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

Vo= Gl —|—§2.

Die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit folgt auch direkt aus den Maxwell-
gleichungen, welche die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen vollstandig
bestimmen (siehe Elektrodynamik).

Teilchen ohne Masse tragen Energie und Impuls

Fiir ein kréaftefreies Teilchen mit Masse m kennen wir den Energie-Impuls-

Zusammenhang
=2
E=T="_ (8.1)
2m

Wie verhélt es sich aber mit masselosen Teilchen, etwa dem Photon, dem
Tréger der elektromagnetischen Wechselwirkung? Ein Photon hat Energie
und Impuls (z.B. photoelektrischer Effekt), und GIl. (8.1) kann nicht mehr
gelten (weder ist E unendlich bei endlichem [pl|, noch verschwindet [p| bei
endlicher Energie E).

Das Photon ist charakterisiert durch Kreisfrequenz w und Wellenldnge A, die
iiber
WA = 27C
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zusammenhingen. Da E oc w und [p| o< 1/A folgt daraus die Energie-Impuls-
Beziehung
T=E = «lplc

mit dimensionslosem « (es wird sich zeigen, dass o = 1.

Es gibt Prozesse, in dem ein massives Teilchen unter vollstandiger Verwand-
lung seiner Masse in kinetische Energie in mehrere masselose Teilchen zerfallt.
Beispielsweise zerféllt ein elektrisch neutrales 7--Meson spontan in zwei Pho-
tonen:

™ =y +y
mit m(7¥) ~ 2.4 - 107 g. Wenn das 7t° vor dem Zerfall ruht, addieren sich
die Impulse der beiden Photonen zu Null:

py) Py =0

und die Summe ihrer Energien ist m(n") mal dem Quadrat der Lichtge-
schwindigkeit:

T+ T = c(ipl)l + Ipy)]) = m(n°)c?

Also hat offenbar ein masseloses Teilchen auch dann eine Energie, wenn es in
Ruhe ist, die sogenannte Ruheenergie:

E(p) = mc’
Die Gesamtenergie ist dann
E(p) = mc® + T(p)

mit T(p) aus GL. (8.1) fiir kleine Geschwindigkeiten |p|/m < c, fiir masselose
Teilchen aber T(p) = |p|c. Beides lisst sich durch den Ausdruck

E(p) = \/(m02)2 + p2c? (8.2)

vereinbaren (das ist die allgemeine Energie-Impuls-Beziehung). Damit ist

RN

T(p) =E(p) —mc? = \/(m02)2 + p2c2 — mc?,
d.h. flir m = 0 ist

T(p) = Iplc,
und fiir m # 0, aber |p|/m < c findet man wegen

=22 =2 .92
me?, [1+ L 2ﬁszZ(l—I—1 L 2)
(mc?) 2 (mc?)
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R 1 =2.2 =2
T(P)%mc2(1+— pe 2—1) —_
2 (me?)

unabhéngig von c.

Radioakiver Zerfall bewegter Teilchen

Das Myon, eine Art “schweres Elektron” mit Masse m, ~ 207 m,, zerfallt
spontan in ein Elektron und zwei Neutrinos,

L — e+ vy -+ v,
mit einer Zerfallszeit (im Labor)
9(u) = (2.19703 £ 0.00004) x 10 Cs.

Misst man nun die Zerfallszeit von bewegten Myonen (an einem Strahl), so
findet man eine Zerfallszeit, welche via

M) — 0 _ 1
() = vy, Y i (8.3)
von der Geschwindigkeit v der Myonen abhéngt. Nun ist aber der Zerfalls-
vorgang eines Elementarteilchens ein intrinsischer Vorgang, der also ohne
aduBleren Einflufl nur nach der inneren Uhr des Elementarteilchens ablduft.
Gleichung (8.3) bedeutet nun, dass die innere Uhr bei erh6hten Geschwindig-
keiten um den Faktor y langsamer lauft.

8.2 Wellengleichung

Die Ausbreitung des Lichts, d.h. der 6 Komponenten des elektromagnetischen
Feldes E, B wird durch die Wellengleichung

1 92 - 1 92 02 02 02 -
(__ - A) ult) = (?a@ ettt 67,2)) ulx,t) =0

beschrieben. Wir betrachten erst einmal eine Raumdimension, d.h.

(Z33 —azz)ulxt) =0, (8.4)
mit der allgemeinen Losung

u(x,t) = wy(x+ct) + us(x —ct), (8.5)
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Abbildung 8.1: Der Lichtkegel.

wobei die ug () und us() beliebige Funktionen sind, die sich aus den Anfangs-
bedingungen bestimmen lassen.

Lichtkegel

Nach (8.5) ist somit ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts. Insbeson-
dere breitet sich das Licht von einem Ereignis zur Zeit tg und Ort x, auf dem
Lichtkegel

u(x,t) = d(x—xp+c(t—1ty)) +6(x —xp—c(t—tg))

aus. Wegen der (experimentell festgestellten) Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit muss daher die Kugelwellenfront

lt—1t9)? — (x—x%0)2=0 (8.6)

invariant unter einer noch zu findenden Klasse von Transformationen sein.
Diese Klasse von Transformationen soll dann nicht nur fiir die Wellenglei-
chung, d.h. fiir die Elektrodynamik, sondern auch fiir die Mechanik gelten;
man nennt sie Lorentztransformationen.

Postulate der speziellen Relativitidtstheorie

Die Gesetze der Mechanik miissen demnach gegeniiber der Newtonschen Me-
chanik modifiziert werden, da diese unter der Gruppe der Galileitransforma-
tionen invariant sind (siehe Kap. sec:galileitrafo) und eine Galileitransforma-
tion mit v # 0 (8.6) nicht invariant ldsst. Bei der Bestimmung der neuen
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Abbildung 8.2: Eine Weltlinie.

Gesetze der Mechanik lidsst Einstein sich vom Trigheitsprinzip leiten, wel-
ches besagt, dass fiir freie Teilchen das Trigheitsgesetz x = 0 invariant sein
soll (vergl. Kap. sec:galileitrafo). Die Relativitdtstheorie beruht also auf drei
Postulaten:

1. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

2. Relativitatsprinzip

Alle Gesetze der Mechanik (und der Elektrodynamik) miissen invariant
unter der Gruppe der Lorentztransformationen sein.

3. Tragheitsprinzip

Die Gleichung x soll fiir freie Teilchen (Lorentz-)invariant sein.

8.3 Lorentztransformationen

Wir beschreiben die Raum-Zeit durch den R* mit den Koordinaten x =

(x%, x', %2, x3) mit der Zeitkoordinate x? = ct und den kartesischen Raum-

koordinaten (x!,x?, x3) = x.

Die Bewegung eines Teilchens ist dann eine Kurve im R*, welche jede Ebene
x" = konst. nur einmal schneidet ( Weltlinie). Fiir freie Teilchen sind die Welt-
linien Geraden. Die gesuchten Transformationen A miissen also geradentreu
sein und sogar affin, wenn kein Ereignis ins Unendliche abgebildet werden
soll:

x' = Ax + q, (detA #£0; a € RY). (8.7)
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Koordinatendifferenzen & = x — X transformieren sich homogen:
& = Ag

und die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit verlangt nach (8.6) die Invarianz
von

3
0= c’(t—t)’—(x—x0)* = (7= (8)° = &Tg&, (88)
i=1
wobei
10 0 0
0—1 0 0
910 0 -1 0 (8.9)
00 0 —1

der metrische Tensor im R* ist und den Minkowski-Raum definiert. Die In-
varianz von (8.8) bedeutet

dass der Tensor h proportional zu g sein muss, also
h = ATgA = u?g, (8.10)
wobei die Proportionalititskonstante i.a. positiv ist (betrachte z.B. & = pu&).

Feste Mafistabe

Reine Dilatationen &' = ug (i > 0) beschreiben simultane Mafistabséinderungen
fiir Lange und Zeit; sie sind mit allen Postulaten vertriglich. Im allgemeinen
wollen wir jedoch die physikalischen Gesetze unter der Annahme formulieren,
dass wir in jedem Bezugssytem mit den gleichen (festen) Mafistdben messen.
Dann sind Dilatationen nicht zugelassen und

Damit definieren wir die Gruppe der Lorentztransformationen /A durch

X = Ax+ a; ATgA = g a e R (8.11)
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8.4 Darstellung der Lorentztransformationen

Die allgemeine Lorentztransformation ist durch 6 Parameter bestimmt.

(i) Drei Parameter @ = |@| ¢ beschreiben Rotationen um eine Achse ¢ um
den Winkel ¢ = |q|.

(ii) Drei Parameter (T) = \CT)\ & beschreiben die Transformation auf ein beweg-
tes Bezugssystem mit der Geschwindigkeit v = —c@ coshd, mit ¢ = |¢|.

Die allgemeine, homogene Lorentztransformation ist durch

NN

Ald,¢) = e?*+e] (8.12)

gegeben, wobei die infinitesimalen Erzeugenden K = (Ky, Ky, Kz) und T =
(Jxs Jy,J2) in Komponenten durch

0100 0010 0001
1000 0000 0000
KX_OOOO’ Ky 1000}’ KZ_OOOO
0000 0000 1000
(8.13)
00 0 O 000 O 0 0 00
]_0000 ]_000—1 ]_0010
100 0 1]’ v 000 0] 10 =100/
00 —10 010 O 0 0 00
(8.14)
gegeben sind.
Gruppeneigenschaft

Die homogenen Lorentztransformationen bilden eine Gruppe, es gilt also stets
A((ba (?)) : A(q)/a (6,) - A(d),,a (_p\//)7

wobei allerdings der Zusammenhang zwischen (¢, @, ¢’, @') und (d”, @")
i.a. kompliziert ist. Lorentztransformationen ohne einen Rotationsanteil, also
A(P,0) bezeichnet man als spezielle Lorentztransformationen.

Kommutatoren
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Der Kommutator zweier Operatoren (Matrizen) A und B ist als [A,B] =
AB — BA definiert. Der Kommutator zweier Erzeugenden ist wieder eine Er-
zeugende, somit bilden die Erzeugenden eine sogenannte Lie-Algebra. Man
kann die Kommutator-Relationen iibersichtlich schreiben, wenn man den
total-antisymmetrischen Tensor dritten Ranges, €y (1,j,k = 1,2,3) (sie-
he Kap. 1.7 ) verwendet. Die Kommutatorrelationen der Erzeugenden lassen
sich dann als

[Ki, K5I = e
Ui, K] = —eqj Ky
i, J5] = —einx

schreiben, wobei i, j, k iiber x, y, z laufen. Insbesondere sicht man aus [Kj, Kj] =
€ijk Jk, dass die speziellen Lorentztransformationen keine Gruppe bilden: Zwei
spezielle Lorentztransformationen in verschiedenen Richtungen hintereinan-
der beinhalten auch eine Rotation.

8.5 Spezielle Lorentztransformationen

Drehungen sind auch Lorentztransformationen, doch sie bringen keine neue
Physik mit sich. Wir betrachten daher im folgenden nur die speziellen Lor-
entztransformationen und konnen uns hier, 0.B.d.A. auf einen Boost entlang
der x-Koordinaten beschrinken, d.h. A = exp[pK,].

Wir wollen nun die explizite Form von (8.12) fiir einen Boost berechnen. Wir
bemerken zunéchst, dass

K2 =

X

oo r o
oo o -
oo oo
oo oo
oo~ o
oo o -
oo oo
oo oo

|
oo o -
oo~ o
oo oo
oo oo

Il

=

und somit sz =1 und sz_l = Ky (m > 1). Wir berechnen nun explizit
die Exponentialreihe fiir einen Boost in x-Richtung,

e¢Kx_i£Kn_1+ id)Qm 1’_|_ iﬁ K
B — n ~ (2m)! (2m—1)1 /)

m=1
cosh p—1 sinh ¢
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In Komponenten finden wir also

coshdg sinh¢p 0 0
Ald) = e = sméld) cos(l)qd) (1) 8 |
0 0 01
oder, mit X' = A(d)x,
ct/ = cosh¢ct+sinh P x
;(’/ z sinh ¢ ct 4 cosh ¢ x , (8.15)
7 = z

Ein Punkt, welcher im bewegten Koordinatensystem ruht, also x’ =const.,
der bewegt sich im Laborsystem mit

sinhdct+coshdpx = 0,

also mit der Geschwindigkeit

sinh ¢
= — = —c tanh 8.16
v CCOShd) c tanh ¢, (8.16)

womit wir also einen Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit v des
bewegten Systems und dem Parameter ¢ der Lorentztransformation gefunden
haben. Aus cosh? d —sinh? ¢ = 1, cosh? & = 1/(1—tanh? ¢) und sinh® ¢ =
tanh? /(1 — tanh? ¢) finden wir mit p = v/c
1
coshp = —— = v, sinh¢ = —Pv, (8.17)

Vi

und somit wird (8.15) zu

ct/ = cyt — Pyx

/

X = —vyt + vx (8.18)

Wir kénnen nun nachweisen, dass (8.18) tatséchlich eine Lorentztransforma-
tion ist, das heifit, dass (8.6) erfiillt ist:

() — (¥)? = v (ct —vx)* — 2 (—vt +x)*

— Y2(1 . 62) (C2t2 _XZ) .
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Kausalitat

Wir bemerken noch, dass (8.6) die Kausalitdt im folgenden Sinne erfiillt. Man
bezeichnet ein Ereignis

(cty,x1) mit c(ta — t1)? > (xg — x1)?
als zeitartig, ein Ereignis
(cta, X2) mit ¢ (ty —t1)% < (x1 —x1)?

als raumartig. Fiir t; < to kommt bei zwei zeitartigen Ereignissen ein Licht-
signal vom ersten Ereignis vor dem zweiten Ereignis an, bei zwei raumartigen
Ereignissen erst danach. Bei zeitartigen Ereignissen kann das erste also das
zweite Ereignis auslosen, bei raumartigen Ereignissen ist dies nicht moglich.
Nach (8.6) erfiillen Lorentztransformationen also die Kausalitit.

8.6 Addition von relativistischen Geschwindigkeiten

Wir betrachten zwei Boosts hintereinander in x-Richtung, den ersten mit
Geschwindigkeit vi, den zweiten mit Geschwindigkeit vo. Die Endgeschwin-
digkeit sei vg und tanh ¢; = —P, (1 = 1,2,3). Man findet aus der Expo-
nentialdarstellung

$3Kx 2Ky | P1K (p2t+d1)Ky

e = e e Y = e ,

die Beziehung ¢z = ¢o + ¢ (Beachte: fiir [A, B] # 0 ist e eP # eATB),
Man kann auch explizit die Matrizenmultiplikation durchfiihren, unter Ver-
nachlédssigung der y, z Koordinaten:

coshdy sinhdsz) _ (coshdy sinhda) (coshdy sinhdr)
sinh ¢z coshdps/) ~— \sinhdy cosh sy sinh ¢p; coshpy/)

cosh ¢9 sinh ¢ + sinh ¢po cosh ¢ cosh Py cosh ¢ + sinh P9 sinh Py
(cosh(c])g + &) sinh(dg + (131))
sinh(do + ¢1) cosh(da + d1)/

da cosh ¢9 cosh ¢1+sinh ¢o sinh ¢ = cosh(d1+d2) und cosh ¢y sinh ¢q+
sinh ¢9 cosh ¢1 = sinh(d1 + P2).

Aus ¢3 = ¢o + ¢ folgt nun zusammen mit (8.16) (tanh by = —f4)

(cosh {2 cosh 1 + sinh 9 sinh ¢ cosh Pg sinh ¢y + sinh o cosh d)l)

tanh ! B3 = tanh ™! Py + tanh ' B
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oder
sinh (tanh_1 By + tanh ! [31)
cosh (‘l:anh_1 By + tanh ! [31)
sinh(tanh ™! Ba) cosh(tanh ™ B1) 4 cosh(tanh™ B3) sinh(tanh ! B;)
- cosh(tanh ™! B2) cosh(tanh™ 1) + sinh(tanh ™! B2) sinh(tanh ™' B1)’
Jetzt verwenden wir sinh = tanh /v/1 —tanh und cosh = 1/4/1 — tanh.

Damit wird

B3 = tanh [tanh_1 Bo + tanh ™! [31} =

b 1

sinhtanh ™' p = ———, coshtanh 1 p = ———
V- P VP

und wir erhalten mit

B2t P vy = Vo +Vq
1+ [32[317 1"‘\)2\)1/02

B3 (8.19)

die gewiinschte Additionsformel fiir relativistische Geschwindigkeiten. Fiir
vi/c < 1 und vo/c < 1 wird (8.19) zu v3 = vi + vo + O(vive/c?). Im
nicht-relativistischen Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten erhalten wir also
die iibliche Formel der Galileischen Mechanik. Man kann auch noch zeigen,
dass v3 nach (8.19) nie grofler als die Lichtgeschwindigkeit sein kann.

8.7 Vektorkalkiil

In der relativistischen Mechanik spielt der Begriff eines /-er Vektors eine
zentrale Rolle: (&0, &L &2, &3) ist ein kontravarianter 4-er Vektor, falls sich
die Komponenten unter Lorentztransformationen wie Koordinatendifferenzen
verhalten, d.h.

g = AR E. (8.20)

Nicht alle Quartupel von Zahlen sind 4-er Vektoren; ganz entscheidend sind
ihre Transformationseigenschaften. Z.B. ist (x*) = (ct, x,y, z) ein 4-er Vek-
tor, aber (ct,x,y,z3) ist kein 4-er Vektor.

Invariantes Skalarprodukt

Lorentztransfomationen sind so definiert, dass der metrische Tensor g inva-
riant bleibt. Somit ist das Skalarprodukt

(&) = & gwn” = &ny = £y — (E-ﬁ)
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auch Lorentz-invariant, falls & und n 4-er Vektoren sind, sich also wie (8.20)
transformieren. Hierbei haben wir mit

nu = guvnvu (XH) = (Ct7 —X, Y, _Z)

die kovarianten Komponenten von 1 definiert. Mit g"¥ = g,,v kann man das
Skalarprodukt auch als

(&m) = g"Emy

schreiben.

Kovariante Ableitungen

Die Differenzierung nach der Raum-Zeit, x = (ct, x,y, z), ist kovariant,

0
und das Skalarprodukt
0
B _ zH
& oxH &0,

ein invarianter Differentialoperator. Die Kovarianz von 0,, lasst sich folgen-
dermaBen zeigen: Fiir eine skalare Funktion f(x) (skalare Funktionen sind
Lorentz-invariant) ist die Differenzierung entlang &,

d of
3 [+ Ag) -~ = & = (870 fx)

Lorentz-invariant, und somit auch &"9,,. Dann muss also 9, kovariant sein.

Wellenoperator

Natiirlich ist der Wellenoperator

N 1 02
900 = e

invariant; dies war ja unser Ausgangspunkt. Ferner ist fiir jedes Vektorfeld

A(x) die Divergenz

0AH

J AN — -
: oxH

eine Invariante (Skalarfeld).
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8.8 Kriftefreie Teilchen

Wir suchen eine Lorentz-invariante Bewegungsgleichung fiir ein geladenes
Teilchen in einem elektromagnetischen Feld, welche fiir kleine Geschwindig-
keiten den bekannten nicht-relativistischen Grenzfall haben soll. Wir fangen
mit einem freien Teilchen an.

Differentielle Bogenlédnge

Die differentielle Bogenlinge ds auf einer Weltlinie x(t) ist ein Skalar,
ds? = guydx*dx’ = c?dt? — (dx* + dy® + dz?),
oder, mit der 3-er Geschwindigkeit v = dx/dt,
ds? = (c?— (vi+Vvi+v2)) dt?
und somit Lorentz-invariant.
Eigenzeit

Die Eigenzeit T ist via ¢ dt = ds definiert, also
1 —
dt = Eds = /1—v?/c?dt. (8.22)

Da T Lorentz-invariant ist und im Limes kleiner Geschwindigkeiten mit der

Laborzeit t iibereinstimmt ist T die Eigenzeit, also die Uhr in dem bewegten
Bezugssystem.

Zeitdilatation

Da der in Kap. 8.1 diskutierte radioaktive Zerfall als physikalischer Prozess
Lorentz-invariant ist, lduft er in der Laborzeit dt geméf,

dt = vdr

um den Faktor y = 1/4/1 —v?2/c? langsamer ab (Zeitdilation), in Einklang
mit dem Experiment, siehe (8.3).

4-er Geschwindigkeit

Als 4-er Geschwindigkeit bezeichnet man

dx.

dx W — C v
dt’ V1=Vt /T—Vv2/c?
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mit (u,u) = c2. Anlog ist der J-er Impuls via

— mu (p") = me m (8.23)
P ’ P V1=Vt /T—v2/c? |

definiert, wobei m die Ruhemasse ist. Er erfiillt stets

(p,p) = m?c”. (8.24)

Lagrangefunktion

Um die Lagrangefunktion fiir ein freies Teilchen herzuleiten gehen wir vom
Prinzip von Euler-Maupertuis Kap. 4.9 aus, welches besagt, dass fiir ein
freies Teilchen die Variation der Lorentz-invarianten Wirkung

(2)
J ds
(1)
fiir feste Endpunkte (1) und (2) verschwindet (Die Endzeiten sind jedoch
variable). Wir postulieren also, dass das Prinzip von Euler-Maupertuis auch

relativistisch gilt, wenn man wie mit s einen Lorentz-invarianten Kurvenpa-
rameter wahlt.

Wir multiplizieren mit (—mc) und erhalten

J(—mc) ds = J(—mcz) dt = J\(—m&)\/ 1—v2/c? dt.

L

9

Das Variationsprinzip

(2)
d J Ldt = 0,
(1)

fithrt zur Definition der Lagrangefunktion

m
L = (—mcH)y/1—v2/c2 = —mc? + EV2 + O(v?/c?) .
Die Lagrange-Gleichungen,

—— — — =0 1=1.2,3
dt ox? oxt ’ ( 2,3)
werden somit zu
d__mv__ _, (8.25)
at 1=t/ ’ '
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welches den relativistischen 3-er Impuls
5 = mv
V1—v?/c?

definiert, in Einklang mit (8.23). Die Losung von (8.25) ist natiirlich v =
konst..

Relativistische Energie

Aus Kap. 4.7 wissen wir, dass fiir zeitunabhéngige Lagrangefunktionen die
verallgemeinerte Energie ) pxfs — L erhalten ist. In unserem Fall ist die
Energie E also

3 —9

L mv
E — 'L'l_L — (. 2 1_ D) 2
iElex o (—mc?)\/1 —v?/c

mv? + (mc?)(1 —v?/c?)

Sl

also

mc?

Ji—v@ |

mit der Ruheenergie E(v = 0) = mc?. Ein Vergleich mit (8.23) zeigt, dass
der 4-er Impuls also die Form

P — (%ﬁ) (5.26)

hat und die Relation (p,p) = E?/c? —p? = m?c? somit zu

E =

E = /p2c?+ (mc2)2 (8.27)

wird.
Photonen

Aus (8.27) folgt, dass auch Teilchen ohne Masse, wie z.B. Photonen, einen
Impuls

P = E/c
haben.
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8.9 Elektrodynamik

Die Komponenten des elektromagnetischen Feldes lassen sich via
B = rot/i; E = —gradp — ——— (8.28)

als Funktion des skalaren Potentials d)(?Lt) und des Vektorpotentials R(?, t)
darstellen. Wir fassen nun ¢(x,t) und A(x,t) als kovariante Komponenten
eines 4-er Vektors auf (folgt aus der Lorentzinvarianz der Maxwellgleichun-
gen),

(A = (G UAKD).

Somit ist
I = J {—m2c2—§(u,A)} dt

eine Lorentzinvariante Wirkung. Wir wollen nun zeigen, dass

[ = J [—mczvl—v?/cz—e(cb—%G-R)] dt

.

~"

L(x,vt)

die Lagrangefunktion L(x,V,t) fiir ein relativistisches Teilchen in einem elek-
tromagnetischen Feld definiert. Wegen der Lorentzinvarianz von I geniigt es

nun die Bewegungsgleichungen %aavLi — ngi = 0 zu betrachten. Sie lauten
(siche Kap. 4.3 ):
d mv — cE+ SvxB 8.29
dt \/1—vZ/c2 c (8.29)

Also ist der nicht-relativistische Grenzfall v/c < 1 korrekt wiedergegeben.

Beispiel: Konstantes elektrisches Feld

Als Beispiel betrachten wir ein konstantes elektrisches Feld E = Eox. Mit
v = vx wird dann (8.29) zu
mv

N

= eE()t,

oder




Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir
o eEot
vmZ+ (eEgt)2/c?
Fiir kleine Zeiten ist v ~ eEgt/m, fiir grofle Zeiten ist limy_, v = ¢, die

Lichtgeschwindigkeit ¢ hat also die Bedeutung einer asymptotischen Grenz-
geschwindigkeit.

v = v(t)
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