7. Kontinuumsmechanik

7.1 Kontinuums-Limes

In der Kontinuumsmechanik geht es um die Beschreibung von mechanischen
Systemen, die aus so vielen Massenpunkten zusammengesetzt sind, dass ei-
ne Beschreibung der Bewegung der einzelnen Massenpunkte entweder nicht
mehr sinnvoll oder nicht mehr moglich ist. Beispiele sind die Dynamik von
elastischen Kérpern oder die von Fliissigkeiten und Gasen.

Um die Bewegungsgleichungen fiir ein Ensemble von Massenpunkten herzulei-
ten, geht man von den Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir die einzelnen
Massenpunkte aus und macht dann den Kontinuumsibergang.

Schwingende Saite

Wir betrachten hierzu die (eindimensionale) schwingende Saite und definieren
mit

u=1u(x,t)
die Auslenkung der Saite aus der Ruhelage am Ort x und zur Zeit t.

Die x-Koordinaten der N Teilchen auf der Saite mit der Lénge L sind

1 L
xi:(i—g)Ax, Ax:ﬁ, (i=1...N),
wobei wir der Randbedingungen halber x = 0 und x = L ausgeschlossen
haben. Die Saite habe die Gesamtmasse M und die einzelnen Teilchen die

Masse Am;, mit

N
Y Ami=M.
i=1
Fiir eine homogene Saite ist Am; = M/N. Die Massendichte p(x) ist via
(x) = Am; X=X
p - AX I A
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Abbildung 7.1: Eine schwingende Saite mit einem kleine Massenteil Am
und Lingenabschnitt As.

definiert. Fiir eine homogene Kette ist

MN M

p(x) = p:TL_ L

Lagrangefunktion

Um die Bewegungsgleichungen fiir die schwingende Saite aufzustellen, miissen
wir zuerst die Lagrangefunktion finden. Die kinetische Energie ist

N

Am; [du\’ N p
_ i i - 72
T—Z 5 <dt) —;AXQul.

i=1

Wir nehmen nun an, dass zwischen allen Massenpunkten eine Feder mit der
Federkonstanten f gespannt sei, so dass die Feder zwischen dem (1 + 1)-ten
Teilchen und dem i-ten Teilchen einen Beitrag

f
2

(As)?, As = /(Ax)2 + (W1 — w)?

zur potentiellen Energie leistet, wobei As der Abstand der beiden Teilchen
ist (wir betrachten transversale Auslenkungen). Bis auf eine Konstante ist
die potentielle Energie also

pa: = fAx u; w)?
u—= Y Ax =~ (Sl T ™
:L:Zl 9 (Ll’l+1 LLL) ; X 9 < AX ) )

wobei wir die Beitrdge vom 1-ten und dem N-ten Teilchen zum jeweiligen
Einspannpunkt vernachléssigt haben, sie tragen im thermodynamischem Li-
mes (N — 00) nicht bei.



Wir schreiben u; = u(xi, t) und fithren nun den Kontinuumsiibergang N —
oo durch, zunéchst fiir die kinetische Energie:

N ) ) 2 L 2
T owm S oAy PO (au(xl,tJ> _J dx PO <6u(x,t)>
N—oo 1 2 ot 0 2 ot

Fiir den Grenziibergang der potentiellen Energie verwenden wir
() —w(t) dulxt)
im =
Ax—0 Ax 0x

und setzen zudem

P

AX’

das heif}t, wir reskalieren mit N auch die Federkonstante zwischen den Teil-
chen (eine kiirzere Feder wird hérter). P kann dann als konstant angenommen
werden. Wir erhalten

ou(xi, t) 2_ ou(x,t)
U= ZA< 0x; > _JOdQ( 0x >

Damit wird unsere Lagrangefunktion L(u, 1, u’) = L(1,u') zu

o B L p(x) [ou(x,t) 2 p ou(x,t) 2

L(uau/ x,t)=L(,u’,x)

fAx = P, f=

wobei man L (1, u’, x) als Lagrangedichte bezeichnet.

Prinzip der kleinsten Wirkung

Da die Saite als Grenzfall eines Systems aus vielen Massenpunkten gewonnen
wurde, gilt das Hamilton’sche Prinzip
£(2)

dSMu] = SJ

L
dtJ dx L(u,u,u’ x,t) = 0. (7.1)
(1) (

)

Um die Variation durchzufithren betrachten wir, wie im §4.4, die Schar von
Funktionen u(x, t,A) mit festen Randbedingungen u(x,t, A) = ul)(x) in
Zeit und Ort: w(0,t,A) = ug(t), w(L,t,A) = ug(t). Dabei soll wiederum
u(x,t,A = 0) die physikalische Bahn sein, also die, die das Funktional (7.1)
minimal macht:

a L
0=— dt | dxL(u,i,u’ x,t
dA Ll) Jo ( )

B Jt”’ dtJde oLdu 0L du 0L du
IR Tl TR TN TS

% [at 4 fax

wobei einmal nach der Zeit und einmal nach dem Ort partiell zu integrieren
ist. Dabei sollen die Randterme

t=t(2)
0 JL i 9L du(x,t,A)
o ou  dA
A=0d t=t(D)
. x=L
- Jt‘” ap | 98 dulx t.A)
- (1) ou’ d?\
A=0d x=0

wegen der festen Randbedingungen verschwinden. Fiir die Variation der Wir-
kung S[u] erhalten wir somit

£(2) L
oL doL d oL
0= dt| d ——————1 b
LU JO X {au dtou  dx au/} s
wobel wir du = du(g)’\t’)\) gesetzt haben. Da nun du = du(x,t) belie-

A=0
big ist, muss der Integrand verschwinden; wir erhalten die Euler-Lagrange
Gleichungen

doL dal aL :
dtouw dxou’ ou (7.2)

fiir die Lagrangedichte L.

Homogene Saite

Fiir die homogene Saite ist L = (pu? — P(u')?)/2 und (7.2) wird zu

. " __ aZU, 28211
pi—Pu” =0, W_Cw:o (7.3)

mit der Wellengeschwindigkeit



Membran

Die Wellengleichung lésst sich sofort verallgemeinern. Fiir die homogene Mem-
bran (Trommel) ist uw = u(x,y,t) die senkrechte Auslenkung. Sie befolgt die
zwei-dimensionale Wellengleichung

Falls die Membran horizontal gelagert ist und das Schwerefeld der Erde nicht
vernachlassigbar ist, so ist ihre Lagrangedichte

_Pp.a Poo
L= W g(uX +uy) — gpu,
wobei uy = 0u/0x und u, = 0u/dy ist. Die dazugehorige Lagrange-
Gleichung lautet:

19%u  o*u d%u _gp

c2ot2 ox2 oJy: P’
Analog gilt fir eine homogene schwingende Fliissigkeit (oder Luft: Schall-
wellen), oder auch fiir die Komponenten des Elektromagnetischen Feldes im
Vakuum (Licht), die drei-dimensionale Wellengleichung

19%u  9’u d%u d%u 1 9%u

= ——— — Au=0.
2o e ay? o2 cor w70

7.2 Schwingende Saite

Als Beispiel fiir die Losung der Wellengleichung (7.3) betrachten wir die ein-
gespannte Saite. Die zu lsenden Gleichungen fiir u(x,t) sind also

i—c’u’ =0 Wellengleichung
u(0,t) =u(L,t) =0 Randbedingung (7.4)
u(x,0) = F(x), u(x,0) = G(x) Anfangsbedingung

Zur Losung des Gleichungssystems (7.4) gehen wir wie in Kap. 3.5 vor und
betrachten mit dem Separationsansatz

u(x, t) = e“g(x)
zunéchst die “zeitunabhéngige” Bewegungsgleichung

k?g(x) +g"(x) = 0, k=w/c,

+kx gegeben sind. Mit der Randbedingung

g(0) = 0 vertriglich ist die Superposition

deren allgemeine Losungen durch e

1 . )
g(x) = % (e1kx - eﬂk") = sin(kx). (7.5)
Die zweite Randbedingung verlangt
g(L) = 0 = sin(kL), kzknzgn, n=0,1,2... .
Fouierreihen

Die vollsténdige (reelle) Losung ist ein lineare Ueberlagerung der partikuliren
Lésungen (7.5) und hat also die Form einer Fourierreihe
o0
u(x,t) = ) sin(knx) [an cos(wnt) + by sin(wyt)],
n=0
mit w, = ck,. Die Entwicklungskoeffizienten a,, by bestimmen sich aus
den Anfangsbedingungen

F(x) = u(x,0) = i an, sin(knx), (7.6)
n=0

G(x) =u(x,0) = i wn by sin(knx), (7.7)
n=0

Da die Anfangsbedingung F(x) beliebig ist, soweit sie mit den Randbedingungen
F(0) = 0 = F(L) vertriiglich ist, folgt aus (7.6), dass sich eine jede Funktion
F(x) auf dem Intervall [0, L] durch die Fourierreihe (7.6) darstellen lésst.

Entwicklungskoeffizienten

Multiplizieren wir (7.6) mit sin(ky,x) und integrieren iiber x, so erhalten wir

L 00 L
J dx F(x) sin(kmx) = ZanJ dx sin(knx) sin(Kmx)
0 — 0

Wir zeigen jetzt, dass die sin(knX) eine orthogonale Basis bilden, indem
wir den Ausdruck J‘é sin(knx) sin(kmx) durch partielle Integration umfor-
men (man kann auch die Exponentialdarstellung des Sinus einfithren und das
Integral ausfithren). Dabei unterscheiden wir zwei Félle:

1.Fall m=n
b 2 [x  sin(2knx) L_ L
[t = [5-55] —



2. Fall m#n
L r . L L
J sin(knx) sin(kmx) = —M sin(knx)} —}—J Mkm cos(kmx)
0" L k«n 0 0 k«n N~—
[ax 4 T [ax
- ‘ L
= _—COb](linX) sin(knx) + cos](jznx) sin(knx)] ;
L
—J sin(knx) sin(kmx)
0
und damit

L
2J sin(kpx) sin(km,x) = 0
0

Beide Félle zusammengefasst ergeben die gesuchte Orthogonalitét:

- L
J sin(kpx) sin(kmx) = §5mn
0

Damit finden wir

o0

L
. L La
Jo dx F(x) sin(kmx) = Z an§6mTl = Tm
n=0
Die Entwicklungskoeffizienten a, lassen sich also aus
9 (L
an = — J dx F(x) sin(knx) (7.8)
L Jo
berechnen und analog die b, aus
2 L
b, = J dx G(x) cos(knx). (7.9)
Lwn 0

Das Gleichungspaar (7.6) und (7.8) ist die Grundgleichung der Fouriertrans-
formation und ist die Verallgemeinerung der diskreten Fouriertransformation
aus Kap. 3.5 auf kontinuierliche Werte der Variablen x. Die Verallgemeine-
rung auf ein unendlich grofies Intervall x € [—o0, oo] ist auch nicht schwer
und Gegenstand der Elektrodynamik.

7.3 Elastizititstheorie

Wir denken uns einen Festkorper (Werkstoff) als Sammlung von Massenpunk-
ten (Atome, Molekiile, Mikrokristalle). Die Ruhelage eines Massenpunktes ist

X = (x1,%2,%3), die Auslenkung von der Ruhelage 1 = (11, U, u3). Dabei
ist die Auslenkung (Verschiebung) eine Funktion des Ortes, also

— RGN

w=u(x) = (ur(x), us(x), uz(x))

ein Vektorfeld. In Kap. 7.1 haben wir gesehen, dass die elastische Energie (po-
tentielle Energie) einer Saite eine quadratische Funktion der infinitesimalen
Auslenkung der Saite u’ war. Es liegt nahe, diesen Sachverhalt auf die elas-
tische Energie eines Festkorpers zu verallgemeinern, solange die Auslenkung
aus der Ruhelage klein (elastisch) ist, also

U = U({ow;/oxx}),

Dazu schreiben wir fiir den neuen Radiusvektor des Punktes x des Koérpers
nach der Verformung x’ = (x},x4,x}), und damit lautet der Verschiebungs-
vektor

u(x) =x"—x
Infinitesimal lautet diese Gleichung (fiir infinitesimal benachbarte Punkte vor
und nach der Deformation des Korpers)

dx'=x+u
Wir wollen jetzt den (infinitesimalen) Abstand zwischen zwei Punkten vor
und nach der Deformation ermitteln; vorher ist das Abstandselement

= Z dx?,
i
und nachher

- VZ axl? = \/Z(dxi—i—dui)z. (7.10)

Wir beriicksichtigen jetzt die Abhingigkeit der Verschiebung 1 von X durch
ouy
duy —dx
Wi = Z dxi k
und setzen diese Beziehung in Gl. (7.10) ein:

ar? = Z ax? +2 Z dx;du; + Z du?
o o
=dl* + QZ dxlz o Z (% a:zdxk> ( 1 a:: dxl)

o, ou, ou ou
2 Z i k Z Z 1 1




(7.11)

wobei wir im letzten Schritt Indizes umbenannt haben: im zweiten Term
wurde in einem der zwei Terme 1 mit k vertauscht, um die symmetrische
Schreibweise zu erhalten, und im dritten Term wurden Indizes 1 und 1 aus-
getauscht.

Verzerrungstensor

Fiir kleine Deformationen sind die Verschiebungen 1 und ihre Ableitungen
nach den Koordinaten klein, und man vernachléssigt den dritten Term von
Gl. (7.11), der ein Produkt von Ableitungen von u enthilt. Man definiert
nun durch

ar? = di2 +2 3w dxidx

ik
den Verzerrungstensor (strain tensor)
1/0uw; oOuy
Uik = = =— 7.12
ik 2 (axk + aXi> ( )

Aus der Forderung, dass Drehungen des gesamten Korpers unberiicksichtigt
bleiben sollen folgt die Symmetrie des Verzerrungstensors

Uik = Ugj -
Deshalb hat der Verzerrungstensor nur sechs unabhéingige Komponenten.

Elastischer Tensor

Wir fithren nun 3% = 81 Zahlen
Ciji, (i,3,k,1=1,2,3)

ein, die man zusammengefasst den elastischen Tensor nennt, und definieren
die potentielle Energiedichte als

1
u= 5 % Wyj Cijkl Uk1- (7'13)
D)

Natiirlich sind nicht alle 81 Komponenten des elastischen Tensors voneinan-
der verschieden, z.B. folgt aus (7.13) dass Cijii = Cyqyj ist. Im allgemeinen
gibt es 21 unabhéngige Komponenten. Weitere Vereinfachungen ergeben sich
aus der Symmetrie (kubisch(3), hexagonal(h), ...) des betrachteten Materi-
als. Fiir die Lagrangedichte L eines elastischen Materials (ohne Reibung) mit

Abbildung 7.2:
Komponenten des Span-
nungstensors auf den
Flichen eines Quaders.
Die TV = on; sind die
auf den Flachen mit Nor-
malenvektoren n; wirken-

den Spannungsvektoren \ (1)
T

(hier n; = e;).

(konstanter) Massendichte p erhalten wir dann

L= §u — 5 Ekl Wyj Cijkl Ukl (7.14)
Y

Spannungstensor

Aus (7.14) kann man mit dem Hamilton’schen Prinzip die Bewegungsglei-
chungen berechnen. Das ist nicht schwer, doch ein wenig uniibersichtlich,
der vielen Indizes wegen. Es ist daher in der Elastizitédtstheorie iiblich, als
Zwischenschritt den Spannungstensor (stress tensor)

ou
Oy = Z Cijkl Uxl = W (7.15)
Kkl Y

einzufiihren. Die lineare Abhéngigkeit (7.15) zwischen dem Spannungstensor
0y; und dem Verzerrungstensor uy; nennt man auch Hooke’sches Gesetz. Die
Elemente des Spannungstensors sind in Abb. 7.2 dargestellt. Die Diagonal-
elemente 0y stellen die Normalspannungen, die Nichtdiagonalelemente die
Scherspannungen dar.

Der Spannungstensor ist sehr niitzlich, da sich die Kraftdichte f(x) = (f1, fo, f3)

10



als Divergenz des Spannungstensors

pR)i(x) = fi= Y 50 (7.16)

dastellen lisst, wobei p(x) die Massendichte ist.

Transformation auf Hauptachsen

Aus (7.16) und der Betrachtung von Impuls- und Drehimpulserhaltung folgt,
dass der Spannungstensor symmetrisch

0ij = Oji
ist. Eine Transformation auf Hauptspannungsachsen ist daher immer moglich.

Voigt-Notation

Die Symmetrien von Verzerrungs- und Spannungstensor bedeuten, dass es
nur 6 unabhéngige Eintrage gibt und legen eine Vereinfachung der Notation
nahe:

011 =01 023(2 032) = 04
022 = 02 031(: 013) =05
033 = 03 012 (: 021) = 0¢

und mit Wwi; = €y (einer andern iiblichen Bezeichnung fiir den Verzerrungs-
tensor)

€11 = €1 2e3(=2e32) = &4
€92 = €2 2e31 (= 2¢e13) = €5
€33 = €3 2e19(= 2€21) = €6

Damit lasst sich dann das Hooke’sche Gesetz schreiben als

6
Om = E CmnEn
n=1

wobei die Symmetrien des Elastizitdtstensors
Cijla = Gy = Cijix = Ciay
bedeuten, dass man alle unabhéingigen Eintrége in eine symmetrische 6 X 6-

Matrix eintragen kann, wobei man wie vorher Indizes 1,2, 3,4, 5,6 mit xx =

11

11,yy = 22,zz = 33,yz = 23,zx = 31,xy = 12 identifiziert. Ausgeschrie-
ben ist dann das Hooke’sche Gesetz

o11 Cin Ci2 Ci3 Ciy Ci5 Cyg €11

022 Coy Co3 Coy Co5 Cop €22

o33 | C33 C34 C35 Cazg €33

oo [ Cys Cys Cyp | | 2e23

013 symim. Cs5 Csg 2e13

012 Ces/ \2€12
Oberflichenkrifte

Aus (7.16) folgt sofort, dass alle elastischen Kréfte Oberflichenkrdfte sind
(=Definition von elastischen Kréften), da nach dem Satz von Gaufl

00y
J avf; = J av— = > dAjoy
Volumen Volumen an Oberfliche j

mit Flichenelementen dA = (dA1,dAg, dA3). Im isotropen Fall ist der
Spannungstensor 0j; diagonal,

Gij = —Péij, 1?: —6P(§)7
wobei P = P(x) der Druck (ein skalares Feld) auf ein Volumenelement ist.

Symmetrien

Als Beispiel fiir die Reduktion des elastischen Tensors Cijiq durch Symmetrie
betrachten wir einen homogenen Korper. Bei einem homogenen Korper gibt
es (Definition) nur zwei Arten der Deformation: Eine selbstédhnliche homogene
Dilatation (hydrostatische Kompression) und eine reine Scherung (Volumen-
erhaltend). Hierzu schreibt man den Verzerrungstensor in der Form

1 1
U = <U4k 3 dix ; uu) + 3 dix ; uy,

(> un = uyp + U + ug3), wobei der erste Term auf der rechten Seite
Volumen-erhaltend ist (Summe der Diagonalelemente ist null). Da fiir einen
isotropen Korper alle Scherungen dquivalent sind, kénnen wir die elastische
Energie (7.13) durch nur zwei Konstanten p > 0 und K > 0 parametrisieren
(mit Summenkonvention),

2 2
1 K
U= H<uik — 36ik;ull) +5 (; uu) : (7.17)

12



Dabei nennt man K den Kompressionsmodulund p den Torsionsmodul (Schub-
modul). Allgemein werden in der Elastizitétstheorie eine Unmenge von Pro-
portionalitéitskonstanten eingefiihrt, die sich alle in der einen oder anderen
Weise auf die Cijiq zuriickfiihren lassen.

Aus (7.17) folgt mit (7.15) der Spannungstensor fiir isotrope Korper

1
Oik = 2H<uik ~3 dix ; uu) + Kb Z uy.

Die Bewegungsgleichung wird somit in Anwesenheit von Volumenkréaften f (Vo)

(Schwerkraft) und unter Verwendung von Gl. (7.12) zu

_ 4lvoy 00 £Vol

puy + an =l
Qu ou;  Oouy 2 0 [/0u; Ous Oug
K—= (SR T S s
Z 0Xy <6Xk 0x4 + ?)PL % Oxx \ 0xq + 0Xx2 * 0Xx3 .
Z 0 aul Z 0 aUk aixidivﬁ
0Xy OXyc 0xy 0X4
Auy aixidivu
also
. wy o . _
ply = fgvm) + uAw; + (K + 5) a—Xidwu (7.18)
Schallwellen
Die Gleichung (7.18) lasst sich in Abwesenheit der Volumenkréfte, f (vVel) =0,
durch L
u(x) = aeflwr=Fx, a = konst.

lésen. Einsetzen in (7.18) ergibt
(iw)2pd = p(—ik)%d + (K + g) (—ik)(—id - k),
w?pa = pk’a + (K—I—%) (a-k) k.

Fiir jeden Wellenvektor k gibt es zwei transversale Wellen mit a L kund
der Dispersionsrelation (k = [k|)

13
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Abbildung 7.3: Der eingespannte Balken.

N

und eine longitudinale Welle mit a || k und mit (betrachte 0.B.d.A.a = k)

K+4u/3
. p
ong.

Offensichtlich gilt fiir die transversale Schallgeschwindigkeit c¢¢ und fiir die
longitudinale Schallgeschwindigkeit ¢ die Ungleichung

4
L = gCt

w?p = nk? + (K+ %) K2, w(k)

7.4 Balkenbiegung

Wir betrachten einen homogenen eingespannten Balken im Schwerefeld der
Erde mit der Lange L und Masse M = pL. Die Auslenkung aus der Horizon-
talen sei u(x,t).

Die kinetische Energie T und die potentielle Energie haben die Form

p(" '
T:QJ dx?, Uf:—J dxu(x, t)f(x,t),
0 0

wobei f(x,t) die duBere Kraftdichte ist, z.B. —gp fiir die Schwerkraft.
Die elastische Energie fiir diinne Balken (Dicke d — 0) hat wie iiblich die

Form L ) .
P o(u—uyp) P 2
o= [, o () =5 f o —ui

wobei 1y = ugp(x) die Gleichgewichtslage des Balken im dufleren Kraftfeld
(Schwerfeld) ist. ug(x) ist also die statische Losung der noch zu bestimmen-
den Euler-Lagrange Gleichungen und U, beschreibt dann kleine Schwingun-
gen um diese Gleichgewichtslage.
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Dicker Balken

Die Biegung des Balkens wird durch Riickstellkréafte im Gleichgewicht gehal-
ten, die von der endlichen Dicke d des Balkens abhingen. Ihr Beitrag zur
potentiellen Energie U4 kann wie folgt abgeschétzt werden:

Die Mittelfaser des Balkens wird nicht gestaucht oder gestreckt. Zu jedem
Punkt x der Horizontalen betrachtet man die Abweichung As der Auenfaser
des Balkens von x, gegeben durch

d
As(x) = Eu’(x).
Die Stauchung (Dehnung) der AuBenfaser zwischen zwei Punkten x +Ax und
x ist dann durch die Differenz

As(x + Ax) — As(x) = — (u/(x + Ax) —u'(x))

|

o "
2 Ax = v

gegeben. Nach dem Hooke’schen Gesetz ist die elastische Energie proportional
zum Quadrat der Stauchung, also nach dem Grenziibergang zu

L
Ug = QJ dx (u”)?,
2 Jo

_ Axd (u’(x + Ax) — u’(x)) Axd

wobei die elastische Konstante Q ~ d? ist. Somit haben wir die Lagrange-

funktion
L

L=T—-Ui—Ug—Ug = J dx L
0
mit der Lagrangedichte
P
L= qu —gpu— §(u’ —u[’))2 Q (u”)2
und nach Variation der Wirkung erhalten wir wie in Kap. 7.1 die Euler-
Lagrange-Gleichungen, allerdings mit einem zusétzlichen Term:

d oL d oL d? 2L oL

Badhab = = =)
dton | dxow  daxlou’  ou

Mit f(x,t) = —gp folgt daraus die Bewegungsgleichung fiir den Balken

pi= —gp+ P(u”" —ul) — Qu"". (7.19)

Statik des Balken

Im statischen Fall u — ug (Balkenbiegung) ist also die Gleichung

u" = —gp (7.20)

zu l6sen. Die Losung ist ein Polynom vierten Grades,
up(x) = Ax*+Bx* + Cx>+ Dx + E

wobei die Bewegungsgleichung (7.20) zu 24AQ = —gp fiihrt, und die Integra-
tionskonstanten B, C, D, E durch die Randbedingungen zu bestimmen sind.
Fiir den beidseitig eingespannten Balken (Briicke) sind die Randbedingungen

Daraus folgt sofort up(0) = E = 0 und u}(0) = D = 0 sowie die Bestim-
mungsgleichungen fiir B und C

u(L) = AL +BL3 4+ CL2 =0  u)(L) =4AL* +3BL*+2CL =0

mit der Losung

gp

up(x) = Ax?(x — L), A= — 21Q’

7.5 Hydrodynamik

Die Hydrodynamik beschéftigt sich mit den Eigenschaften von Fliissigkeiten
und Gasen. Aus Sicht der Elastizitatstheorie handelt es sich bei Fliissigkeiten
um isotrope Korper mit endlichem Kompressionsmodul K , aber mit ver-
schwindendem Schermodul p = 0. Somit gibt es nach Kap. 7.3 nur longitu-
dinale (Dichte-) Wellen, jedoch keine transversalen Wellen. Der Ansatz der
Elastizitdtstheorie ist offensichtlich fiir die Hydrodynamik ungentigend, denn
offensichtlich passieren in Fliissigkeiten noch andere interessante Dinge aufler
den Kompressionswellen.

Kontinuitits-Gleichung

Die Hydrodynamik beruht auf der Annahme, dass sich eine Fliissigkeit durch
zwei Variablen beschreiben lésst, zum einen der Massendichte

p(x,t)
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und dem Geschwindigkeitsfeld

v(x, t)
der konstituierenden Massenpunkte. In einer inkompressiblen Fliissigkeit ist
die Massendichte konstant, i.a. jedoch variabel. Da man in der Hydrodyna-
mik i.a. auch keine abgeschlossene Volumina betrachtet, gibt es auch keine
erhaltene Gesamtmasse J‘d3xp(§, t). Anstelle der globalen Massenerhaltung
betrachtet man in der Hydrodynamik die Kontinuitdtsgleichung

wobei man)?als die Stromdichte bezeichnet. Die Kontinuititsgleichung (7.21)
ist eine direkte Folge der lokalen Massenerhaltung. Integrieren wir (7.21) iiber
ein kleines Volumen AV mit Oberfliche AF, so erhalten wir

J avp = —J dVvdivi = —J dF -,
AV AV AF

wobei wir den Satz von Gaufl verwendet haben. Das bedeutet aber nun, dass
die totale Massenidnderung im Volumen AV,

d
— dv
dt J AV P

gleich dem negativen totalen Massenfluss

[ B
AF
aus dem Volumen raus (durch die Oberfliche) ist. Diese Gleichung muss

natiirlich fiir jedes noch so kleine Volumen AV gelten, somit auch in der
differentiellen Form (7.21).

Euler-Gleichung

Nun wollen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir die Masse Am =
PAV in einem kleinen Volumenelement AV aufstellen:

d. . R d. . = =
Amav(x,t) = p(x,t)AVav(x,t) = AKext + AKpruck, (7.22)

wobeil wir die Kraft AK = Aﬁm + ARDruck auf das Volumenelment in einen
externen Anteil AKey und einen Druckanteil AKpryck aufgespalten haben.
Ein Beispiel ist das Schwerefeld mit der Kraftdichte f = —pge, und der Kraft

Aot (X, 1) = f(X, t)AV.

17

Die druckabhingige Komponente der Kraftdichte ist genau dann verschie-
den von Null, wenn der Druck auf das Volumenelement AV auf der einen
Seite grofler als auf der gegeniiberliegenden Seite ist, wenn also der Druck
P = P(X, t) nicht konstant ist. Wir betrachten eine kleines kartesisches Volu-
menelement AV = AxAyAz mit der Oberfliche F. Dann ist (Kraft=Druck
x Fliche)

AKpruck = — J dFP = — e, AyAz[P(x + Ax) — P(x)]
F

—eyAxAz [P(y + Ay) — P(y)] — e;AxAy [P(z + Az) — P(z)]
—(grad P)AV.

Geschwindigkeitsfeld und Materialableitung

In der Teilchenmechanik haben wir jedes Teilchen einzeln behandelt: Jedes
Teilchen wird mit seinem Ortsvektor xi(xi,X2,X3) zum Zeitpunkt t identi-
fiziert; bewegt sich das Teilchen, dann &ndert sich X; mit der Zeit t, d.h. X;
und t sind voneinander unabhéngig.

In einem kontinuierlichen Medium ist es einfacher, anders zu verfahren: Man
beschreibt die Bewegung im kontinuierlichen Medium durch ein Geschwindig-
keitsfeld v(x, t), wobei jetzt x im Raum fest ist. v gibt jetzt die momentane
Geschwindigkeit der Teilchen an, die zur Zeit t am Ort x(xi,X2,X3) sind.
Also sind hier x und t unabhingige Variable. Man kann sich v(x, t) vorstel-
len, wenn man an einen Fluss denkt: Ein fliefendes Teilchen, das zur Zeit
t an einem Ort mit Koordinaten X ist, bewegt sich in der Zeit dt an einen
anderen Ort x +vdt. Wenn vi(x,t) und vi(x + vdt) die Komponenten des
Geschwindigkeitsfeldes an den zwei Punkten sind, dann ist die momentane
Beschleunigung a;(5t) (i = 1,2, 3) gegeben durch
Q%) = Jim i [vi(xl +vidt, xo + vadt, x3 + vadt, t + dt)vi(X, t)]

Mithilfe der mehrdimensionalen Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung

of of
f(x,y,z,8) ~ f(a,b,c,d) + —(a,b,c,d)(x —a) + =—(a,b,c,d)(y — b)

a ) b ) ay
+ af(a b,c,d)(z—c) —I—a—f(a,b,c,d)(s— d)
0z 0s

Mit x = x; +vidt, y = xo + vodt, z = x3 + vzdt, s = t + dt, a = xq,
b =x2, ¢ =x3, d =t finden wir also fiir die Beschleunigung

- ) 1 [ 0w ov; ov; ovj 0 _
ai(x, t) :dltlgloa ™ l 1dt+a 2V2dt+a vsdt+aldt] (at+v~grad>vi

18



Dabei bedeutet der erste Term die Anderung von v; an einem festen Punkt
im Raum (0v;/9t wird lokale Beschleunigung genannt), un der zweite Term
bedeutet die Verdnderung von v; durch den Ortswechsel der Teilchen zu einer
festen Zeit t.

Man bezeichnet die Zeitableitung

D _ 9 +v - grad
Dt ot sra

auch als Materialableitung. Die obige Argumentation ldsst sich auf beliebige
Funktionen 1(x, t) ausdehnen, und die zeitliche Anderung lautet

d_ ov
=3t (v grad)

Wir setzen nun die Ausdriicke fiir AKey, AKpyek und dv/dt in (7.22) ein
und erhalten

ov =
<at + (v grad)v > = —gradP +f (7.23)

die Fuler-Gleichung der Hydrodynamik, die die Dynamik idealer Fliissigkeiten
(ohne Reibung) beschreibt. In realen Fliissigkeiten sind natiirlich immer (in-
nere) Reibungskrifte vorhanden (z.B ~ nV?V), analog der Reibungskraft
—yi beim geddmpften harmonischen Oszillator in Kap. 3.1. Mit Reibungs-
kraften heifilen die Bewegungsgleichungen dann Navier-Stokes Gleichungen.

Zustands-Gleichung

Wir bemerken, dass die Euler-Gleichung (7.23) zusammen mit der Konti-
nuitéitsgleichung (7.21) 4 partielle Differentialgleichungen fiir 5 reelle Felder
p(x,t), v(x,t), P(x,t) darstellen. Offensichtlich fehlt noch ein Zusammen-
hang zwischen p,v und dem Druck P. Im allgemeinen ist der Druck eine
Funktion der Dichte, also

und weiteren externen Parametern, wie z.B. der Temperatur T. Der Zu-
sammenhang (7.24) wird Zustandsgleichung genannt, die Zustandsgleichung
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héngt sehr stark von der Art der Fliissigkeit ab (sieche Thermodynamik). Ein
Beispiel ist die sogenannte polytrope Zustandsgleichung

P ~ p", (7.25)
die wegen
eine Kompressibilitdt k der Form

(— _1oV_10p 1 (7.26)
T T VoP  pop 4P '

impliziert. Der Exponent y kann alle méglichen Werte annehmen:

Y System

00 inkompressible Fliissigkeit
>1 reale Fliissigkeit

1 ideales Gas (isotherm)
#1 ideales Gas (adiabatisch)

wobei isotherm bedeutet, dass das System eine konstante Temperatur hat und
adiabatisch, dass das System energetisch abgeschlossen ist. Details werden in
der Thermodynamik behandelt.

7.6 Beispiele zur Hydrodynamik

Wir betrachten nun einige Anwendungen zur Dynamik idealer Fliissigkeiten.

Ruhende Fliissigkeit im Schwerefeld

Dies ist der Grenzfall der Hydrostatik, es gilt
p(x,t) = p(x), v(x,t) =0, P(x,t) = P(x),

und die Kontinuitétsgleichung (7.21) ist immer erfiillt. Im homogenen Schwe-
refeld ist f = —pge, und die Euler-Gleichung (7.23) wird wegen der Trans-
lationsinvarianz in x und y Richtung zu

4
dz

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit ist p = pg konstant und

grad P = —pge;, P(z) = —p(z)g. (7.27)

P(z) = Py — pogz.
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Druckverteilung in der Atmosphire

Fiir ein ideales Gas ist Y = 1 in der Zustandsgleichung (7.25):
VP = NNkgT ,

wobei kg die Boltzmann-Konstante, Ny die Avogadro-Zahl und N die Mo-
lanzahl ist. Sei m die Masse eines Gas-Molekiils und p die Massendichte,
dann erhalten wir

NN m M
P = kgT = —kgT = pkgT .
m v B Vil pKp
Die Euler-Gleichung (7.27) wird damit zu
@~ mg
dz  kgT

Die Integration ergibt die barometrische Hohenformel

mgz

P(z) = Pye %' ~ e &n

fiir die Hohenabhéngigkeit des Luftdruckes, unter der (sehr groben) Annahme
einer konstanten Lufttemperatur von T & 300K.

Rotierende Fliissigkeit im Schwerfeld

Wir betrachten eine inkompressible Fliissigkeit (Wasser) in einem mit Win-
kelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotierenden Eimer. Nach dem Einstell-
vorgang wird es aufgrund der residuellen Reibungskrifte zu einem statischen
Geschwindigkeitsfeld

v(x) = w x X
kommen. In Zylinderkoordinaten (v, ¢, z) haben wir
e, = (cos @, sin @, 0), 6@ = (—sin ¢, cos @, 0), e, =(0,0,1)
und fiir Divergenz einer vektorwertigen Funktion A= (Ar,Agp,A;) und den
Gradient einer skalaren Funktion f gilt

- 10 10A 0A
divA = ——(TA;) + = ——2 -
v Tor (T )+r6(p+az
afé 41 1 af 8o+ gé
a T acp oz ~
In Zylinderkoordinaten ausgedriickt sind dann die Grolen des Systems

grad f =

P = po, W = we,, V= wreg, f = —gpoe;.
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Die Kontinuitétsgleichung ist erfiillt (wegen divv = 0) und fiir das Geschwin-
digkeitsfeld gilt ov/dt = 0 und

- - 19 ~ de -
(v-grad)v = wr-—(wre,) = wir—2 = —w’re, .
To@ o
Wegen der Rotationssymmetrie ist P = P(r, z). Die Euler-Gleichung wird zu
oP_ aPé

2_\
—pp wire, = — —e
’ or | az

p(]geZa

beziehungsweise zu

mit der Losung
1
P(r,z) =Py + po ( gz + w2r2>

Die Oberfldche der Flissigkeit ist durch die Isobare (Fliche konstanten Drucks)

2
w
z(r) = —1° + 7(P0 —P)
29 gpo
gegeben, wobei P ~ 1bar gleich dem &ufleren Luftdruck ist. Die Oberfliche

ist also ein Rotationsparaboloid.

Bernoulli-Gleichung

Wir betrachten eine allgemeine stationdre Stromung einer inkompressiblen
Fiissigkeit in Abwesenheit eines dufleren Kraftfeldes, also

f= 0, p(;’a t) = Po, (X t)
Die dazugehérige Euler-Gleichung

JENGNEN

v(x), P(x,t) = P(x).

po(v - grad)v = — grad P
lasst sich umformen; dafiir betrachten wir zunéchst die erste Komponente:

6\)1 V1 av1 6v1
(v -grad)v; = ZV] = V1 1 +V287x2 36)(3



denn es gilt

dvo vy ovy dvs
vz _ 0wy V2(*—f>—\’3(*—*>
% s 0x1 0x2 0x3 0xq
v= |9 __ dv v V= o Qv _ dva) _ vy _ Qv
rotv 0x3 0x1 v X 10tV V3 (axz 0x3 Vi 0x1 0xo
a\)z 6v1
. Oy Ovi _ dvz) _ vz _ Ovy
aX1 aX2 Vl (ax:; aX1> VQ (aXQ ax3)

Damit finden wir die umgeformte Eulergleichung
Po —9 - -
?grad (v¥) — pov X rotv = — grad P (7.28)

Wie in Kap. 4.5 definiert das Geschwindigkeitsfeld v(x) via

45
dA

eine Stromline x(A) zu der einparametrigen Schar von Abbildungen

(A) =v(x) (7.29)

x — x(A)

mit dem Scharparameter A. Das Geschwindigkeitsfeld v(x) ist in jedem Punkt
zur Stromlinie tangential. Wir multiplizieren nun die Euler-Gleichung (7.28)
mit v und beachten, dass v - (v x rotv) = 0 ist. Wir erhalten

dx(A)
da

0=v- (ggrad (v2) + grad P) = - grad (2(32) + P) ,

also mit df(x)/dA = (V) - 9x/0A

0:%<SG2+P>.

Damit erhalten wir die Bernoulli-Gleichung

(592 + P) = konstant entlang einer Stromlinie

Hierbei bezeichnet man pgv?2/2 als den Staudruck. Die Bernoulli-Gleichung
erklart einige bekannte Phidnomene. So sinkt an einer Verengungsstelle (z.B.
in einem Rohr) der Druck P(x), da dort die Strémungsgeschwindigkeit v(x)
erhoht ist. Aus dem gleichen Grunde werden zwei nebeneinander her fahrende
Schiffe zueinander hingezogen.

Potentialstromung
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Eine wirbelfreie Stromung ist durch
rotv(x) =0
definiert. Demnach gibt es ein skalares Geschwindigkeitspotential @ (x) mit
v(x) = grad O (x).

Daher auch die Bezeichnung Potentialstromung. Fiir eine inkompressible Fliissigkeit
p(x) = po folgt dann aus der Kontinuititsgleichung (7.21)

0 =divv = AD

die sogenannte Laplace-Gleichung. Zu der Laplace-Gleichung gehéren noch
Randbedingungen. Fiir Fliissigkeiten verschwindet die Normalkomponente
n-v = 0 am Rand. Damit lassen sich einige Dinge berechnen, z.B. das
Geschwindigkeitsprofil einer laminaren Strémung durch ein Rohr oder die
wirbelfreie Umstrémung eines Korpers.

Schallwellen

Der gewohnliche Schall ergibt sich aus einer Linearisierung der hydrodyna-
mischen Gleichung fiir Luft um die Gleichgewichtslosung

p(x,t) = po, v(x,t) =0, P(x,t) = Py.

Wir nehmen sofort an, dass die Abweichungen von der Gleichgewichtslosung
harmonisch sind, also die Form
wtfff)

p=py+Ape! . V=AVECTIN P = Py AP i@tk

annehmen. Die Kontinuitétsgleichung (7.21) wird somit (unter Vernachléssigung
eines Terms zweiter Ordnung mit ApAv) zu

p+ V- (pv) =iwAp ellwt=kx) _ ikppAV ellwt=kx) _
und damit
wAp — k- Avpy = 0. (7.30)

In der Euler-Gleichung (7.23) ist der Term ~ (v - grad)v zweiter Ordnung
in Av und kann somit vernachléssigt werden. Wir erhalten somit fiir die
linearisierte Euler-Gleichung

v

poe + VP = twpAv el — ikaP e ) 0
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und damit
WpeAV — KAP = 0. (7.31)

Die differentielle Zustandsgleichung

P A
AP — <a> Ap = 2P (7.32)
0p /¢ PoKs

ergibt nun einen Zusammenhang zwischen AP und Ap. Hierbei ist die Kom-
pressibilitit ks (siehe (7.26)) mit einem Index S versehen worden, um an-
zudeuten, dass bei Schallwellen die Kompression so schnell erfolgt, dass die
adiabatische (ohne Energieaustausch) Kompression von Bedeutung ist.

Wir setzen nun (7.32) in (7.31) ein und schreiben (7.30) und (7.31) in Ma-
trixform:

W  —pok
f Po ( ig > = 0. (7.33)
Tooxs WPO

Fiir transversale Wellen mit k 1 AV folgt sofort w = 0 (vergleiche Kap. 7.1
“oder Gl (7.30)). Wir interessieren uns also fiir longitudinale Wellen mit
k || Av. Mit k = ke, und Av = Ave, wird (7.33) zu

w  —pok Ap\
[ 29 (%) - -

einem homogenen linearen Gleichungssystem fiir die beiden Unbekanten Ap
und Ak. Es gibt nicht-triviale Losungen nur, wenn die Determinante ver-
schwindet, also wenn

k2
w? = = cK?
PoKs
ist, was die Schallgeschwindigkeit

1
v/ PoKs

definiert. Zu bemerken ist, dass die Dispersionsrelation w(k) = cgk linear
ist, die Schallgeschwindigkeit cs &~ 320m/s somit nicht von der Frequenz des
Schalls abhéngt. Anderenfalls wére die akustische Kommunikation (Sprache)
stark erschwert.
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