5. Starre Korper

5.1 Der starre Korper als Vielteilchensystem

Starre Korper kénnen als Systeme von Vielteilchensystemen modelliert wer-
den, die durch ihre Wechselwirkungskréfte starr an ihren Plitzen festgehalten
sind. Das ist ein Grenzfall des allgemeineren Problems, in dem N Punktmas-
sen an Positionen x;,i = 1,..., N durch Paarpotentiale wechselwirken mit
einem Gesamtpotential

N N
V) = ) ) Vylry) mit 1 =% — X
i=1 j=i+1
Die Orte X = ay, k = 1,..., N, fiir die alle internen Krifte verschwinden,
= ov
Fi=——=_ _ =0, i=1,...,N,
O | f=ai k=1,....N}

sind die Gleichgewichtspositionen a;. Ein stabiles Gleichgewicht existiert,

wenn die a; Minima des Gesamtpotentials sind. Das bedeutet, dass die Eigen-
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werte w2 der Matrix aj)a(%%
i0X%;j

(die Koeffizienten der Taylorentwicklung

{xi=ax)
von V um die Gleichgewichtslage) positiv sein miissen. Der starre Korper

entspricht dem Grenzwert sehr groBer w?.

Freiheitsgrade des starren Korpers

Im idealen starren Korper sind die Abstdnde zwischen jedem Paar von N
Punktmassen fixiert:

Ty = const, 1,j=1,...,N

Wegen T3 = 131 sind das N(N — 1)/2 Bedingungen. Allerdings kénnen die-
se Bedingungen nicht alle unabhéngig sein, denn fiir grofe N (d.h. N > 7)
sind das mehr Bedingungen als die 3N Freiheitsgrade des Systems. Um zu
iiberlegen, wie viele Freiheitsgrade der starre Korper hat, stellen wir zuerst

fest, dass wir nicht alle Abstédnde von jedem Teilchen zu jedem anderen Teil-
chen bendétigen. Zundchst wihlen wir 3 Teilchen, die nicht auf einer Gera-
den liegen. Dann ist eine vierte Punktmasse eindeutig fixiert durch ihre drei
Absténde zu den ersten 3 Teilchen, und dasselbe gilt fiir jede weitere Punkt-
masse. Das ergibt 3(N — 3) Bedingungen fiir alle N — 3 Punktmassen. Also
ist die Zahl der Freiheitsgrade reduziert auf 3N — 3(N — 3) = 9; weitere
3 Bedingungen sind erforderlich, um die Lage der ersten drei Punktmassen
zueinander festzulegen. Damit hat der starre Korper 6 Freiheitsgrade. Davon
sind 3 die Translationsfreiheitsgrade des Schwerpunkts, und 3 sind Rotati-
onsfreiheitsgrade. Die Zahl 6 der Freiheitsgrade ist unabhéngig von der Zahl
N der Punktmassen und gilt sogar im Kontinuumlimes N — oo.

Die Zwangsbedingungen (Punktmassenabstdnde) des starren Korpers sind
holonom; wir implementieren sie dadurch, dass wir direkt im 6-dimensionalen
Konfigurationsraum des Systems arbeiten, in dem dann keine Zwangsbedin-
gungen mehr auftreten.

5.2 Grundlagen der Statik

Die Statik des starren Korpers beruht auf Gleichgewichtsbedingungen von
6 einfachen Maschinen, Hebel, Rad, Flaschenzug, schiefer Ebene, Keil und
Schraube.

Statistisches Gleichgewicht eines Systems von Punktmassen ist gewéhrleistet,
wenn sowohl Gesamtimpuls P als auch Gesamtdrehimpuls L zeitlich konstant
sind.

Gleichgewichtsbedingungen:

a) Kriftegleichgewicht (d.h. keine Translation des Korpers):

(wobei alle Kréfte externe, an den Punktmassen angreifende Krifte
sind).

b) Gleichgewicht der Drehmomente (d.h. keine Rotationen des Korpers):
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Dies sind die Grundgleichungen der Statik. Die zweite Bedingung besagt,
dass die Summe der Drehmomente fiir einen gemeinsamen Bezugspunkt ver-
schwinden muss. Man macht sich leicht klar, dass dieser Bezugspunkt beilie-
big gewéhlt werden kann.

Die Hauptaufgabe der Statik ist dann die folgende: Angenommen, die Krifte
oder Drehmomente eines starren Korpers sind nicht im Gleichgewicht; welche
Krifte oder Drehmomente sind erforderlich, um das Gleichgewicht herzustel-
len? Die zwei Grundaufgaben sind:

i) Z{il Fi # 0, aber Z{\Ll M; = 0. Dann geniigt es, die Kraft F =
— Z]iil Fi am gemeinsamen Bezugspunkt der Drehmomente angreifen
zu lassen, was das Gleichgewicht der Drehmomente unberiihrt ldsst und
das Kraftegleichgewicht herstellt.

ii) Z?:l F, = 0, aber Z{il M; # 0. Hier hilft nur ein Kriftepaar, kei-
ne Einzelkraft; dieses besteht aus zwei gleichgroflen Kréiften in entge-
gengesetzter Richtung, was nur das Gesamtdrehmoment, aber nicht die
Gesamtkraft dndert.

5.3 Der Kreisel

Beim starren Korper ist oft der Fall interessant, dass der Korper in einem
Punkt (nicht unbedingt dem Schwerpunkt) festgehalten wird, sodass es keine
Schwerpunkttranslation gibt. Das ldsst nur den Rotationsfreiheitsgrad iibrig,
und einen solchen starren Korper nennt man Kreisel.

Korperfestes Koordinatensystem

Bei der Behandlung des Kreisels ist die Wahl eines geeigneten Bezugssystems
von grofler Bedeutung, da sich dadurch die Bewegungsgleichungen dramatisch
vereinfachen. Wir bezeichnen mit x das Laborsystem und mit y das (rotie-
rende) korperfeste Koordinatensystem. Es gilt die Transformationsgleichung
X = R(t)y, wobei R(t) € SO(3) die Matrix der Rotation e *®7 ist (siche
Kap. 4.6 und beachte fiir das Vorzeichen im Exponenten, dass y das rotie-
rende Koordinatensystem ist). Ferner gilt

R'RYy = w x y, —x = —Ry = Ry, (5.1)

(siehe Kap. 4.6) da der Kérper im y-System starr ist, sich also nicht bewegt.

Die Eulerschen Winkel

Bislang hatten wir die Rotation eines Vektors x’ = R(t)x durch eine Drehach-
se in Richtung des Einheitsvektors n und einen Drehwinkel & parametrisiert;
der Zusammenhang zwischen x und x’ folgt dann aus der Beziechung

X' =Xcos &+ ﬁ(ﬁi) (1 — COos oc) — (ﬁ X 7?) sin oc.
Fiir infinitesimal kleine Winkel € lautet diese Beziehung
X'=x—e(Mxx).
Es ist wichtig, bei Rotationen darauf zu achten, ob von einer aktiven Rotation
die Rede ist (bei festgehaltener Basis wird der Vektor x nach x’ gedreht), oder
von einer passiven Rotation (das Koordinatensystem, in dem x dargestellt ist,
wird gedreht). Fiir einen infinitesimal kleinen Winkel € ist das in Abb. 5.1

dargestellt. Fiir die Koordinaten des Vektors entspricht eine aktive Rotation
um € einer passiven Rotation um —e, d.h. gerade der inversen Rotation.
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Abbildung 5.1:
Infinitesimale Dre-
hung um die z-
Achse. Links: passi-
ve Drehung. Rechts:
aktive Drehung.

X

Als Lagekoordinaten werden in der Theorie des starren Korpers gerne die
sogenannten Fulerschen Winkel verwendet. Das ist neben {n, o} eine zweite
wichtige Methode, die drei Rotationsfreiheitsgrade zu parametrisieren. Hier-
bei stellt man eine beliebige Rotation R des Korpers als Produkt dreier auf-
einander folgender Rotationen Ry, Ry und Ry, dar:

R =Ry - Ry - Ry. (5.2)
Fiir genaue Definition der Eulerschen Winkel, d.h. um welche drei Achsen

gedreht wird, gibt es in der Literatur verschiedene Konventionen. Wir ver-
wenden die folgende Sequenz von Drehachsen und -winkeln:



X1

R:

Drehachse Drehwinkel

1. Drehung Ry: X3 ®
2. Drehung Rg: K D
3. Drehung Ry,: Y3 U,

wobei die Knotenlinie K das Bild der x1-Achse nach der ersten Drehung ist.

y
-
Yy
X2
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¢
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Abbildung 5.2: Die Eulerschen Winkel. Rechte Figur: Die gestrichelte Li-
nie einspricht der Knotenlinie K. Die zwei um den Winkel ¥ (2. Drehung)
gegeneinander verkippten Kreisscheiben représentieren die Ebenen, in denen
die 1. Drehung um ¢ beziehungsweise die 3. Drehung um 1 stattfinden.

Als Rotationsmatrizen haben wir also

cos@ sing@ 0 1 0 0
Ry = | —sing cosp 0]; Roy=1[0 cosd sind |,
0 0 1 0 —sind cos?d
. (5.3)
cosP sin 0
Ry = | —siny cosyP 0
0 0 1

Hieraus kann man mit Gl. (5.2) die Rotationsmatrix berechnen:

cos\Pcos @ —sinPpcosdsin@  cosPsin@ + sinPcosdcos @ sinPsind
—sin cos @ — cos P cosVsin @ —sinP sin @ + cosP cosd cos @ cos sin D

sin ¥V sin @ —sind cos @ cos?

Winkelgeschwindigkeiten

Wichtig ist der Zusammenhang zwischen den Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit im y—System, W = (w1, Wy, w3) und den Winkelgeschwin-
digkeiten der Eulerschen Winkel, ¢, &, :

w1 = @sindsin + Scosll)
wo = @sindcosP — Ssind) (5.4)
w3 = @cosV + 1])

Diese kann man entweder aus aus RTRﬁ = W x Y gewinnen oder aus aus dem
Additionstheorem fiir Winkelgeschwindigkeiten

W = @&, + ey + ey,

wobei €4, €y und &, die Einheitsvektoren der Rotationsachsen sind, deren
y—Komponenten durch

e = (sinVsin,sind cosp,cosd)

€y = (cos,—sinp,0)
ey = (0,0,1)

gegeben sind.

Diesen Zusammenhang kann man mit folgender Uberlegung verstehen: Wegen
@ = Winkel zwischen x1-Achse und Knotenlinie K
9 Winkel zwischen x3-Achse und ys-Achse
v Winkel zwischen Knotenlinie K und y;-Achse
(siche Abb. 5.2) bedeuten die Anderungen der Winkel ¢, 9, P Drehungen
um die jeweils dazu senkrechte Achse, also
@ = Drehung um x3-Achse

3y = Drehung um Knotenlinie

11) = Drehung um ys-Achse

Somit lassen sich diese Teildrehungen um @, 9, 11) durch die drei Vektoren
€y, €x und §y3 ausdriicken als @ey,, SEK, 1b§y3. Allerdings gehoren diese
drei Einheitsvektoren zu drei verschiedenen Koordinatensystemen, €y, zum
Laborsystem, ex zu einem intermedifiren System und €y3 zum korperfesten
System, und wir brauchten Sie ausgedriickt im korperfesten y-System, denn
in diesem ist die Winkelgeschwindigkeit w = (w1, ws, w3) gegeben. Um
das zu erreichen, ist es am einfachsten, die Tatsache auszunutzen, dass die
Drehmatrix Ry, (Gl (5.3)) den Vektor dex = (9,0,0) aus dem intermediiren
System ins y-System dreht, und dass konsekutive Drehungen mit Ry und
dann Ry, den Vektor ¢ex, = (0,0, @) aus dem Laborsystem ins y-System



drehen (11.)293 = (0,0,1) ist bereits im y-Syxtem):

9 coslp sinp 0 9 dcos v
Ry (0] = [—sinp cosp Of 0] = | —Jsiny
0 0 0o 1/ \o 0
0 1 0 0 0
RyRy | O | =Ry [0 cosd sind 0
0] 0 —sind cos?d )
cosP sinp 0 0 @ sin Y siny
= | —siny cosP 0 @sind | = | ¢sindcosP
0 0 1 @ cos D @ cos D

Nach dem Additionstheorem fiir Winkelgeschwindigkeiten setzt sich @ dann
aus den drei Beitrdgen zusammen:

(0 [ cos sin ¥ sin . .
W= 0]+ [ —sinp |+ ¢ [sindcos® | =Pey, + ey + ¢eg
1 0 cosd

(5.5)

Damit haben wir Gl. (5.4) gezeigt, und wir haben die Einheitsvektoren der
Drehachsen a]), ey und ap, ausgedriickt in Koordinaten des y-Systems ge-
funden; um diese Drehachsen ist der Kreisel beziiglich des Laborsystems ver-

kippt.

5.4 Der Tragheitstensor

Wir denken uns einen festen (starren) Kérper aus vielen Massenpunkten zu-
sammengesetzt. Wir betrachten den Drehimpuls im Laborsystem:

i = Z mﬁq X ii = Z mi(Rgi X Rgl)

wobei wir Gl (5.1) verwendet haben. Mit R = RQ, Q = R'R und Qu =
w x y folgt

i:RZmﬂjiX ((I) lei)
i

Dabei ist w die Winkelgeschwindingkeit im y-System. Mit der “bac-cab-
Regel” fiir das doppelte Vektorprodukt finden wir

f: RZmi[(T)(ﬁi'gi) _gi(gi : ‘B)]

w1 (y% + U%Q + U%s) — Vi1 (Uilwl + Yigwz + Ui3w3)
=R Z mi | w2 (U%l +yi + U%g) — Yi2 (Uﬂwl + Yigwa + Ui3w3)
i w3 (y%l + y%g + U123) — Vi3 (Uilwl + Yigwz + yi3w3)

(5.6)

An dieser Gleichung sehen wir, dass L linear in omega ist, sodass wir schrei-
ben konnen

[ = RS = ROW,

und aus Gl (5.6) konnen wir die Komponenten der Matrix 0 ablesen:

i +uh vuvYie Yol
0= Z mi | yuvie vi+ul  vius
L YuYis YUz Yh UG
Bei der Matrix 0 handelt es sich um eine Darstellung des Trdagheitstensors
im y-System, den wir auch durch die Vektoren y ausdriicken kénnen:

0= Zmi(ﬁ%]l —ﬁi®gi),

mit den Matrixelementen

O = > (Yt — uluf) . (5.7)
i

Fiir das Tensorprodukt zwischen Vektoren a und b gilt a ® b=a ;BT.
Damit haben wir den folgenden Zusammenhang zwischen Drehimpuls L im
x-System und Drehimpuls S im y-System gefunden:

3
L=RS mit S=0w, dh. S5 = Z O wi
k=1

Fiir kontinuierliche starre Korper wird die Summation iiber die Punktmassen
durch eine Volumenintegration, d.h. eine Integration iiber die Massenvertei-

> omi— [ amiy) = [ @yu).

lung, ersetzt:



wobei p(y) die Massendichte und d?y das Volumenelement sind. Dann ist
M = fdm die Gesamtmasse. Dann gilt wieder fiir den Drehimpuls im La-
borsystem,

4_ N > N 5\ N To— _ N
L—Jdm(xxx)—Jdm(Ryny)—RJdm(yxRR};) = RS.
wxy

Dabei ist S (und W) der Drehimpuls (und die Winkelgeschwindigkeit) im

mitrotierenden Bezugssystem, dem y-System. S ist eine lineare Funktion der

wy (k=1,2,3):

5 = Jdm % (@x3)], = Jdm 2a—(G9)u), = Y O (55)
k

wobei der Trdgheitstensor 8 die Komponenten

O = J dm [y%8x — iy (5.9)

hat. Ein rotierender Ring mit Radius R und Gesamtmasse M hat, z.B., 8, =
8, = MR?/2, 0,, = MR2.

Kinetische Energie

Die Geschwindigkeit eines Massenpunkts ist im Laborsystem X = Rﬁ, im
rotierenden System also R'x = RTRy = w x y. Also finden wir fiir die
kinetische Energie

T = ;Jdm(@xﬁ)~(d)xﬁ) _ ;Jdmd)-[ﬁ (@ % 5)].

wobei die letzte Identitéit eine Konsequenz der geometrischen Eigenschaften
des Kreuzproduktes ist. Also kénnen wir die kinetische Energie auch in der

Form
T*ld)gflzw'e‘w (5.10)
2 g TR '
schreiben.
Hauptachsensystem

Den Triigheitstensor © kann man als lineare Abbildung 0 : @ +— S =0
auffassen. Ferner ist 0 symmetrisch, 0;, = 6y; und die quadratische Form

(w,0w) = 2T positiv definit, da dies die kinetische Energie T ist. Jede
reelle, symmetrische Matrix ldsst sich vollstdndig diagonalisieren. Es gibt
somit stets ein orthonormiertes System von Eigenvektoren €1, €2, €3 von 0 mit
positiven Eigenwerten 01, 02, 03. Wihlt man die e; als Basis des korperfesten
Koordinatensystems, so wird die Matrix 0 diagonal:

0, 0 0
6= 0 6, 0 (5.11)
0 0 6

und wir befinden uns im Hauptachsensystem. Gl. (5.8) und (5.10) vereinfa-
chen sich zu

Si = eiwi (1 =1,2, 3); T= Z elwg (5.12)

Im folgenden benutzen wir stets ein Hauptachsensystem.

Eigenschaften des Trigheitstensors

e Der Tréagheitstensor ist additiv: Die Trigheitsmomente eines Korpers
sind gleich der Summen der Tragheitsmomente seiner Teile, wie man
unmittelbar aus Gl. (5.7) oder (5.9) ablesen kann.

e Falls zwei Haupttrigheitsmomente gleich sind: 87 = thetas # 03, dann
spricht man von einem symmetrischen Kreisel. Dann ist die Wahl der
Haupttrigheitsrichtungen in der y;-yo-Ebene beliebig.

e Falls alle drei Trigheitsmomente gleich sind, spricht man von einem
Kugelkreisel. Dann gibt es freie Wahl fiir alle drei Haupttrigheitsachsen.

e Wenn der Korper eine Symmetrie besitzt, vereinfacht sich die Suche nach
den Hauptachsen, denn Schwerpunkt und Hauptachsen haben gemein-
same Symmetrien.

Beispiel 1: Der Korper hat eine Symmetrieebene. Dann liegt der Schwer-
punkt in dieser Ebene, ebenso wie zwei der Hauptachsen. Die dritte
Hauptachse steht senkrecht auf dieser Ebene.

Beispiel 2: Der Koper besitzt eine Symmetrieachse beliebiger Ordnung.
Dann liegt der Schwerpunkt auf dieser Achse, und eine Hauptachse fallt
mit dieser Achse zusammen; die beiden anderen stehen senkrecht dazu.

Beispiele:
1) Diinner Stab der Liange 1: Wir legen ys in Richtung der Stange und haben
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in dieser Richtung kein Trégheitsmoment. Vom Schwerpunkt, der Mitte der
Stange aus haben wir mit © = M/1:

1/2

B2 3 ML
y n
) dysy3 = u[f;’] ==

1 | 43 2 2\ _ 5
11_12—deu(y2+ys)—uj ve 12 12

1%
2) Kugel mit Radius R, Massendichte p = M/V = M/ (%TERB). Die drei
Haupttriagheitsmomente sind gleich, und am leichtesten findet man ihre Sum-
me:

1
I = 5(111 + o + I33)
1
- 3(J dyp(ul +u3) + J dyp(ui +v3) + J dyu(y? +v3))
2 2 R 8 51R  8muR®
—”styyz—“ﬂmj drr4:ﬂ[r—] =T
3 37, 3 Lslo 15
R5
:871 M ngRQ
15 4R35

Satz von Steiner

Bislang hatten wir als Bezugspunkt fiir die Berechnung des Tréagheitstensors
0 den Schwerpunkt, d.h. den Ursprung des korperfesten y-Systems gewéhlt.
Wir wollen jetzt den Trigheitstensor ' bestimmen, der sich ergibt, wenn
wir den Schwerpunkt des starren Korpers in einen beliebigen Punkt a im
Y-System verschieben. Er lésst sich leicht zu 0 in Beziehung setzen. Die Mas-
senpunkte befinden sich jetzt an Orten ﬁ{ =y; + a Vi, und damit folgt:

o= Z my ((yi + a)%85 — (Yi + a) (yi + a)k)

1
g =g oo Sk 2ok Sjok sk
= ;mi((yﬁra +%6g)5jk—yiyi —da —y1(; _&]%i/)

Die linearen Terme in Yy bzw. den Komponenten von y sind Null, weil der
Ursprung des y-Systems mit dem Schwerpunkt iibereinstimmt: ), myy; = 0.
Damit erhalten wir den Satz von Steiner:

0/, = Ojx + M (a8 — d'a¥) (5.13)

mit M =3 ;mj.
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5.5 Freier Kreisel

Der Drehimpulssatz i =M (siehe Kap. 1.7) gilt im Laborsystem und fiithrt
auf die Bewegungsgleichungen fiir den Kreisel. Fiir den freien Kreisel ver-
schwindet das Drehmoment M = 0. Mit L = RS finden wir

0 =L — RS+RS
und
S = R'RS = @ xS. (5.14)

Driicken wir nun S mithilfe von GI. (5.12) durch wj aus, so erhalten wir fiir
die wj ein nicht-lineares System von Differentialgleichungen erster Ordnung,
die FEulerschen Gleichungen:

011 = (02— 03) waws

. 5.15
Oay = (03— 01) wawq (5.15)
B33 = (01 — 02) wiwy

Im Allgemeinen, d.h. fiir nichtverschwindendes Drehmoment M= (M1, Mg, M3) #

0 lauten diese Gleichungen

M1 = 011 — (02 — 03) waw3
My = 022 — (03 — 61) wiw; (5.16)
M3 = 033 — (01 — 02) Wiws

Konstruktion von Poinsot

Die Bahnkurve des freien Kreisels L =const. ldsst sich geometrisch bestimmen
durch die Konstruktion von Poinsot. Dazu betrachten wir die raumfeste (da
L fest) Ebene

(x,L) = (y,S) = 2E (5.17)
(die Identitét folgt aus x = Ry und L= Rg)7 und das kérperfeste Ellipsoid

(y,0y) = 2E, (5.18)
wobei jeweils x und y als freie Variablen zu sehen sind und E die (erhaltene)

kinetische Energie ist. Wie iiblich notieren wir mit (, ) das Skalarprodukt,
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Abbildung 5.3: Die Konstruktion von Poinsot mit dem korperfesten Ellip-
soid (y,0y) = 2F und der Labor-festen Ebene (x, L) = 2E

und Gl. (5.18) sollte mit der allgemeinen Gleichung fiir ein Ellipsoid, y3/a®+
y3/b?% +y3/c? = 1 verglichen werden.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die raumfeste Ebene und das korperfeste
Ellipsoid genau in einem Punkt (y = w) schneiden. Haben wir dies gezeigt, so
folgt, dass das Ellipsoid auf der Ebene abrollt, womit die Bahnkurve gefunden
ware.

Wir beginnen mit der Bemerkung, dass y = w sowohl (5.17) sowie (5.18)
lost, da R

(w,S) = (w,0w) = 2E.
Damit ist jedes y der Ebene (5.17) von der Gestalt Y= w+ Ay (weil w die
Ebenengleichung erfiillt), mit (Ay,S) = 0 (weil Ay in der Ebene liegt und

S senkrecht auf ihr steht). Diese Form setzen wir nun in die linke Seite von
(5.18) ein:

(w+ Ay, 0(w + Ay)) = (w,0w) + (w, 0AY) + (Ay, 6w) + (Ay, 6AY)
=2E + (Ay, 0AY)

da (w,0AYy) = (Ag,e(f)l = (Aﬁ,g) = 0. Somit ist (5.18) dann und nur
dann erfiillt, wenn Ay = 0 ist,denn (Ay, 0Ay) > 0.

Stabilitidtsanalyse

Als ersten (Spezial-)Fall betrachten wir nun
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die permanenten Rotationen um eine Hauptachse, z.B.

@w = (w,0,0) = konst. (5.19)
Man rechnet leicht nach, dass es sich dabei um eine Losung der Eulerschen
Gleichungen handelt. Wir untersuchen nun die Stabilitdt dieser Bewegung,

indem wir die Eulerschen Gleichungen nach kleinen ws und ws entwickeln,
d.h. wir vernachldssigen Terme mit wows.

Linear in ws, wg sind die Eulerschen Gleichungen von der Form

B = 0
Oaby = (03 —01) wsw;
B3z = (07 —02) wiws

Somit bleibt w; weiterhin konstant, und wir haben zwei lineare Gleichungen
mit zwei Unbekannten, ws, ws:

Wy ) _ 0 Egtw ws (5.20)
w3 91(;92(1)1 0 w3 ' '
3

A

Die Eigenwerte A der Matrix A ergeben sich zu
(03 —01)(61 —02)

wi.

0203

Die Eigenwerte A sind reell, falls 0 zwischen 85 und 03 liegt — dann hat (5.20)
exponentiell wachsende Losungen (Instabilitdt der permanenten Rotationen
um die mittlere Hauptachse). Falls 01 das kleinste oder grofite Hauptriagheitsmoment
ist, so sind die Eigenwerte A imaginiar und das System fithrt kleine Schwin-
gungen um die Losung @ = (w1, 0,0) aus, die somit (marginal) stabil ist.

A=

Symmetrischer Kreisel

Wir betrachten nun die allgemeine Bewegung des freien symmetrischen Krei-
sels (=2 gleiche Tragheitsmomente). Sei die yj-Achse die Figurenachse, also
82 = 03. Die Eulerschen Gleichungen lauten

B = 0 — Wy = konst., also
wo = —ows o= Ghe;f:swl = konst.
d)g = XWs2

Diese gekoppelte Differentialgleichung lasst sich mit dem folgenden Ansatz
16sen:

wa(t) +iws(t) = (wa(0) + iws(0))e'™
= (w2(0) cos ot — w3(0) sin oct) + i(wz(()) sin oct + w3(0) cos oct)

14



Da die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit reell sind, ist der Realteil
des Ansatzes ws(t), und der Imaginérteil w3(t). Man kontrolliert leicht, dass
der Ansatz die Differentialgleichung 16st:

d
oy = E((UQ(O) cos act — w3(0) sin xt)
= — w3 (0) sin oct — w3 (0) cos okt = — oxaws(t)
d
g = E((.UQ(O) sin ot + w3(0) cos xt)

= aws(0) cos at — axw3(0) sin ot = xwo(t)

Dies zeigt, dass sich der Vektor w im korperfesten System mit der konstan-
ten Winkelgeschwindigkeit o« um die Figurenachse, hier die yi-Achse, dreht.
Dabei bleibt die Winkelgeschwindigkeit dem Betrag nach konstant. Diese
zeitliche Anderung von @ heifit Prizession (w prizediert um die Figuren-
achse). Sie ist in Ubereinstimmung mit der Konstruktion von Poinsot. Die
Priizessionsfrequenz o ist kleiner als die Frequenz |w|, und sie ist umso klei-
ner, je kleiner 83 — 07 ist.

5.6 Schwerer, symmetrischer Kreisel

Der néchste wichtige Fall ist der symmetrische Kreisel im homogenen Schwe-
refeld der Erde, der schwere symmetrische Kreisel.

Wir setzen 07 = 0y (ys-Achse = Figurenachse) und nehmen an, dass der
Schwerpunkt auf der ys-Achse liegt und die kérperfeste Koordinate (0,0, 1)
hat (1 > 0 fest). In den Eulerschen Winkeln wird die kinetische Energie zu

1 1
T = 591((1)%'1‘(1)%) + gegwg

= %91 (@2 sin? 9 + 192) + %93 (11) + ¢ 0058)2.

Wenn die x3-Achse in der Vertikalen liegt, so ist die potentielle Energie V =
mglcos?d und die Lagrangefunktion L =T — V wird zu

0 . .
L = ?1 ((()2 5111219—1—192) + %(1]) + q')cos%)2 — mglcosd . (5.21)

Erhaltungssitze

Da L nicht von t, @, abhéngt, besitzt das System die drei Erhaltungsgrofien
T+V =E (5.22)

oL

Po = % = @(0;sin?d + 05c0s? D) + POB3cosd = M, (5.23)
oL o
Py = % = 03(b+ @cosd) = Mg, (5.24)

deren Konstanten wir mit E, M, und M3 bezeichnen. p, und py, sind die

Projektionen des Drehimpulses S auf e, (Vertikale) bezichungsweise ey, (Fi-
gurenachse):

Po=5"€ Py =S¢y
Mit GL (5.4) ist

B 01 (@ sindsinP + D cosp)
S=0w=|0y(¢sindcosPp—dsin) | .
03( cosd + 1)

und mit der Definition von e, und ey, aus Gl (5.5) rechnet man py, = S- ey
und py, = S - ey, leicht nach. Die GréBen E =T + V und p,, sind auch beim
allgemeinen schweren Kreisel erhalten, py jedoch nur beim symmetrischen
Kreisel.

Bewegungsgleichungen

Aus (5.23) und (5.24) erhalten wir
M

P = 3 ¢ cos D, (5.25)
03
; M, — M3 cosd
= - - 5.26
¢ 01 sin? (5.26)

d.h. @ und P sind durch 9 bestimmt. Kennen wir also erst einmal 9(t),
kénnen wir aus Integration von (5.26) und (5.25) @(t) und P(t) erhalten.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Nutationsbewegung 9(t) erhalten wir, in-
dem wir (5.26) und (5.25) in (5.22) einsetzen:

o\ 03 M2
+¥>+ﬁgﬁ+mmmw

E
2 03

B i((MZ — M3 cos9)?
) 9% sin? 9
und damit
28 2 M2 . (M, — Mjscosd)?  2mgl
E—-—2) =9 z
( ) 9% sin? 9 + 01

+

cosd. (5.27)
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Abbildung 5.4: Qualitativer Verlauf der Funktion f(u), siche Gl. (5.29).

Wir fiihren eine Variablentransformation u = cos 9 (und damit uw = —dsind,
1> = 9%(1 —u?)) durch und setzen

M, M3 2F 2mgl
Dann lautet (5.27)
u? (a —bu)?
Ehow Ty TR
und aufgelést nach 112
W = (a—pBu)(1—u?)—(a—bu)? = f(u) (5.29)

Hier ist u nur fir —1 < u < 1 definiert. Wegen 11> > 0 ist die allgemeine
Losung auf das Gebiet mit f(u) > 0 beschrinkt. Die Losung ist dort wegen
du/dt = /f(u)

tw) — t(ug) = J i‘(‘u/). (5.30)

Hieraus ergibt sich u(t) = cos®(t) und damit ¥(t) = arccosu(t).

Diskussion der Lésungen

Die Funktion f(u) hat die Eigenschaften
f(£1) = —(aFb)* <0, flw) ~ pu’,  (u— *o0)

Aufgrund der Anfangsbedingungen muss ferner f(u) = 1? irgendwo im In-
tervall —1 < u = cos® < +1 grofler als Null sein.
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Abbildung 5.5: Schematische Illustration der Nutationsbewegung des
schweren, symmetrischen Kreisels. Links: u; < a/b < us, Mitte: a/b = us,
Rechts: a/b > us.

Daraus ergibt sich, dass u; < u < Uy der Bereich energetisch zuldssiger
Losungen ist (sieche Abb. 5.4). Dabei sind u; und uy Nullstellen erster Ord-
nung von f(u), d.h. Umkehrpunkte der Nutationsbewegung. u(t) pendelt
periodisch zwischen u; und ug mit der Periode

U9 /
T= 2J dw
w A/ fw)

Dieselbe Periode hat

. M;—Mjgcosd  a—bu

¢ = 0 sinZ 9 o1 —u?
¢ wechselt das Vorzeichen nur, falls u; < a/b < us. Der Grenzfall u; =
a/b ist ausgeschlossen, denn dann wire auch w3 = o/p, dh. x — pu =
Bla/Pp —u) = B(u; —u) und f(u) negativ im Intervall [ug, us]. Fiir die
Richtung der Figurenachse gibt es somit drei Bewegungstypen, die wir auf
der Einheitskugel darstellen kénnen (siche Abb. 5.5).

Die Abbildung zeigt die Position des Kreisels als Punkte (8(t), @(t)) auf
der Einheitskugel. Der Winkel 1)(t) entspricht der Rotation des Kreisels um
seine Symmetrieachse (Figurenachse) und spielt daher zur Angabe der Ori-
entierung des Kreisels im Raum keine Rolle. Die Punkte (9(t), @(t)) hei-
Ben Locus des Kreisels. Der Locus verlduft also zwischen den zwei Kreisen
B = arccosu; und d2 = arccosuy (den Umkehrpunkten). Die Gestalt der
Locuskurve ist wegen

. _a—bu
PTT @

im Wesentlichen durch den Wert der Wurzel von a — bu, also ug = a/b
bestimmt. Die drei Félle sind:
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Abbildung 5.6: Illustration der Funktion (1 —u)? [2oc — (12]. Links: 20¢ <
a?, Mitte: 2cc = a?, Rechts: 20¢ > a?.

1) Mit Anfangsbedingungen, die 1y > Us ergeben, wird ¢ immer dasselbe
Vorzeichen fiir die erlaubten Neigungswinkel zwischen $; und &2 haben
(siche Abb. 5.5 rechts); der Kreisel prézediert um die vertikale Ach-
se, aber nicht regulir wie beim freien Kreisel, sondern mit Nutationen
(Nickbewegungen).

2) uy = a/b liegt zwischen u; und us. Dann ist die Richtung der Prizession
an den zwei Begrenzungskreisen verschieden, und die Bewegung erfolgt
in Schleifen (sieche Abb. 5.5 Mitte) . Im Mittel wird ¢ aber nicht Null
sein, sodass die Prizession in eine Richtung fortschreitet.

3) ug fallt mit einer Wurzel von f(u) zusammen. An dieser Stelle verschwin-
den ¥ und @, und der Locus hat Spitzen, die einen Begrenzungskreis
beriihren (siche Abb. 5.5 links).

Stabilitiat des senkrecht stehenden schweren Kreisels

Der Kreisel rotiere um die x3 = ys-Achse. Dann ist

E' = mgl; Mz =M, =M, also

a=b=— und

W= f(u) = (1—-u)? [oc(l—l—u)—aQ] ~ (1—u)? [Qa—ag] (u=1)

hat eine doppelte Nullstelle bei w = 1. Der Verlauf héngt vom Vorzeichen
von (2 — a?) ab (siehe Abb. 5.6):

Fiir 20 > a? (d.h. M? < 40;mgl) ist die Losung u = 1 instabil, da links von
u = 1 ein energetisch erlaubtes Intervall mit f(u) = 1? > 0 anschlieft. Der
senkrecht aufgesetzte Spielkreisel beginnt also zu wackeln, sobald M? durch
Reibungsverluste unter die Stabilitéitsgrenze 40;mgl sinkt.




