3. Schwingungen

3.0 Einfiihrung

Schwingende Systeme lassen sich fiir kleine Amplituden im allgemeinen auf
ein System linearer Differentialgleichungen zuriickfithren. Das geddmpfte ma-
thematische Pendel, z.B., wird durch

mx = —fx—Kx (3.1)

beschrieben. Hierbei ist m die Masse, f die Federkonstante und K die Rei-
bungskonstante. Gl. (3.1) ldsst sich elementar mit dem Ansatz

x(t)=eM mAZHKA+f=0 (3.2)

16sen. Unser Ziel ist es hier, einen allgemeinen Formalismus zu entwickeln,
der zum einen Gl. (3.2) reproduziert und zum anderen auch auf komplizierte
Probleme, wie z.B. ein System von gekoppelten Oszillatoren anwendbar ist.
Hierzu werden wir eine Darstellung mit Hilfe von Operatoren und Propaga-
toren verwenden, wie sie in der Quantenmechanik {iblich ist.

3.1 Gedampftes mathematisches Pendel

Zur Einfithrung betrachten wir das (geddmpfte) mathematische Pendel, Gl.
(3.1). Wir fithren einen Vektor

7z = X . x = i B_L
- \x/a) S Vm - o2m’

ein, mit «, 3 > 0. Die Bewegungsgleichung,

. f K. .
X= ——x——x = — a’x — 2px,
m m

wird dann zu

d (x\ % o (%
dt(oc>_oc__“x_ﬁ(oc>’

oder in Matrix-Form

R 0 ol
Az, A= (_(X _26>. (3.3)

Wir haben also eine Differentialgleichung zweiter Ordnung durch zwei ge-
koppelte Differentialgleichungen erster Ordnung ersetzt. Der Vorteil ist die
Anwendbarkeit der Methoden der linearen Algebra.

z

Wir verwenden Exponentialansatz
z=ae acC?

mit der Eigenschaft z = AZ. Einsetzen in GL. (3.3) ergibt AaeM = AaeM.
Also finden wir die Eigenschwingungen durch Losung des Eigenwertproblems

Ad=Ad<= (A—Al)a=0
Nicht-triviale Losungen (also solche, fiir die a # 0 in C? ist) sind durch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

—A x
—x —A—2f3

f

det(A—AlL) = det < — =0
m

K
) =N +2BA4o? = ?\2+n—17\+

gegeben (vergl. G1.(3.2)). Die Eigenwerte A1 » ergeben sich zu
K K\* f
AMo=—BEVp2—a2= ——=+ — ——. 3.4
1,2 ) B & om (Zm) m (3.4)

Die entsprechenden Eigenvektoren finden wir mit dem Ansatz

0 (08 ap - a - &
(Ceap) (@) () = =G
und damit

N 1
a = (A> , (i=1,2). (3.5)

Es gibt drei Méglichkeiten fiir die Eigenwerte Aq o:
o«>P, Ag=-—pfxiy/a?—p2%  unterkritische Ddmpfung
x=1p, Ai2=-—0, kritische Ddmpfung
a<B, Ma2=—-BEp?—a%  iiberkritische Ddmpfung.



Wir betrachten jetzt den Fall & > 3 genauer und passen die zwei Anfangs-
bedingungen x(t = 0) = x¢ und x(t = 0) = %9 an. Wegen A; # A2 haben
wir zwei linear unabhéngige Losungen gefunden; die Losung erhalten wir als
Linearkombination

x _ 1 At L1 Aot
(x/O()—B(};)e +B (2 e

Da A; = A} gilt eMt = (e)‘Qt)*7 und um eine reelle Losung x(t) zu erhalten,
miissen die zu bestimmenden Koeffizienten B und B* zueinander konjugiert

komplex sein. Mit B = C; +1Cy, B* = C; —1Co und @ = \/OCQfﬁ2 folgt
x(t) = Be(—ﬁJricD)t + B*e(—ﬁ—id))t =(Cy+ iCQ)e(_BH‘I’)t 1+ (Cy — icgje(_ﬁ_i@)t
= e—rst(eiwt n efi(bt) 4G, efﬁt(eicbt _ eqan)

= 2C1e Pt cos(t) 4+ 2Coe Ptsin(t)

Aus x(t =0) =2C; L xq folgt C1 = xp/2. Die Zeitableitung liefert

ax(t) = — Q[Sefﬁt(cl cos(wt) + Co sin(d)t))
+2e PRt (—Clcb sin(@t) + Co cos((bt))
Damit ist
x(t=0) = —2[5C1-|—2C2(1)!:5(0:> CQZL(E‘FXOF)
2w 2w

Damit finden wir als Losung fiir die schwach geddmpfte Schwingung (o > f3)
. . : 1 .
x(t) = xge Pt <COS wt + % sin wt) + X efﬁta sin (0t (3.6)

Im Falle der unterkritischen Dadmpfung ist die Frequenz

K
D=V —p2 =4/
B m  4m?

gegeniiber der Frequenz w = o« = \/% der ungedédmpften Schwingung ver-

ringert. Die Dampfung 3 fiithrt zu einer Halbwertszeit 1/f3 fiir die Amplitude.
Ein Beispiel fiir eine unterkritisch gedampfte Schwingung ist in Abb. 3.1 ge-
zeigt, eines fiir eine iiberkritisch geddmpfte Schwingung in Abb. 3.2.
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Abbildung 3.1: Illustration einer unterkritischen Schwingung mit einer
Schwingungsdauer T = 27t/@ und einer Dampfung f3.

Im Spezialfall des ungeddmpften harmonischen Oszillators (f = 0, w = «)
vereinfachen sich die Gleichungen wie folgt:

f
X+ w?x =0 w=1/—
m

x = Be'! + B*e 't = 2C; cos(wt) + 2Cy sin(wt)
— x(t) = xg cos(wt) + =2 sin(wt)
w

x(t) = xg cos(wt) — wxg sin(wt)
Dabei handelt es sich um die parametrische Darstellung einer Ellipse im Pha-
senraum (X, x).

Propagator
Mit z(0) = (x(0),%(0)/e) definieren wir durch
z(t) = P(t,0) z(0)

den Propagator P(t,0) : {€? — C?}, der den Zustand des Systems zur Zeit
t = 0 auf den zur Zeit t abbildet (propagieren=ausbreiten). Der Propagator
ist durch

—pt ot + Lsind Bt gin @
P(t.0) = e PHcos wt + & ?m wt) e @ sin Wt )
_e,ﬁt% sin wt efﬁt(cos wt — % sin (Ot)
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Abbildung 3.2: Illustration einer tiberkritischen Schwingung mit verschie-
denen Anfangsgeschwindigkeiten xg = x(t = 0).

gegeben.

Beispiel

Als weiteres Beispiel diskutieren wir die Gleichung dritten Grades

d—gx + ad—Qx + b£x~|—cx—0
dt3 dt? dt N
X
mittels des Vektors z= [ x | ,
%
_ X 0 1 0\ [x
z= X = 0 O 1 x| = Az
—aXx — bx —cx —c —b —a X

Demnach ist auch der Propagator in diesem Beispiel eine 3 x 3 Matrix und
es gibt drei Anfangsbedingungen, x(0),%(0),%(0). In der Mechanik ist die
Bewegungsgleichung dagegen nur zweiter Ordnung und die Bahn ist durch
nur zwei Anfangsbedingungen, Ort und Geschwindigkeit, festgelegt.

3.2 Lineare Stabilititsanalyse

Physikalische Messungen an einem Prozess werden dadurch sinnvoll, dass
man den Prozess und die Experimente wiederholen kann. Jede Wiederholung
sollte dann bei gleichen Anfangsbedingungen stattfinden, d.h. sowohl die ex-
ternen Einfliissse (Reibung, treibende Kraft) wie interne Anfangswerte (xg,
xp) sollten dieselben sein. Allerdings wird es technisch nie moglich sein, ex-
akt dieselben Anfangsbedingungen zu priaparieren, und daher wird es immer
eine kleine Abweichung in den Anfangsbedingungen geben. Wenn eine kleine
Abweichung nach langer Zeit eine beschriankte Abweichung in den beobachte-
ten Zusténden ergibt, nennt man die Bewegung stabil. Hier untersuchen wir
die Stabilitéat beziiglich der internen Anfangswerte.

Betrachten wir eine allgemeine Bewegungsgleichung der Form

z=G(

z) (3.7)
(z und G seien Vektorfelder auf R™). Nehmen wir an, dass eine Losung z(t)
von (3.7) bekannt sei. Wir betrachten jetzt eine zweite Losung z(t) + 8z(t),
die anfangs zu z(t) benachbart ist; also ist z(t) € R™ eine kleine Abweichung
um die bekannte Trajektorie z(t). Die Bewegungsgleichung fiir diese Losung
ist

z+6z=G(z2+62) (3.8)

Die Stabilititsanalyse fragt jetzt nach dem Langzeitverhalten der Abwei-
chung 6z(t). Dazu linearisieren wir Gl. (3.8), d.h. wir entwickeln in erster
Ordnung in 8z(t):

2482 = G(z) + (82V;) G (2 + 82)

4+ 0(52%)
z
oder komponentenweise

i+ 55 = Gi(2) + ) St Gi(z+ 52)
k

4 0(582%).
z

Unter Verwendung von Gl. (3.7) finden wir fiir die Abweichung
5z = (02V2)G(z + 02)

z
Wir identifizieren die partiellen Ableitungen 0G;/9zy mit den Elementen Ay
der Matrix A

0G;
Ay = 22 .
= o (3.9)



und finden damit

> Audzi, 5z = Adz
k

5z

Die Untersuchung der Matrix A (t) ist Ausgangspunkt der Stabilititsanalyse.
Falls A(t) stetig ist, so existiert fiir jeden Anfangswert 8z(s) € R™ (zur Zeit
s) eine eindeutige Losung 8z(t).

Propagator
Die lineare Abbildung

P(t,s): z(s) — z(t)

heiit Propagator oder Bewegungsabbildung des Systems (wichtig insbeson-
dere in der Quantenmechanik). Es gilt

P(t,r)P(r,s) = P(t,s)
P(s,s) =1

0
aP(t s) = A(t) P(t,s)

Die letzten beiden Gleichungen sind zu der Integralgleichung

t

P(t,s) =1 +J dt; A(t1) P(ty,s)

S
dquivalent. Sie ldsst sich iterativ losen:

t

P(t,s) :]l—I-J

S

dt; A(ty) |:]l +J 1 dts A(ts) P(ts, S):|

S
t t t1
=1 +J dt; A(ty) +J dty J dty A(t1)A(t2) P(ta, s)
S S S
und nach unendlich vielen dieser iterativen Schritte

thot

+ZJ dt1J dtg...J dtn A(t)) Ats) ... Alt,).

S

Autonome Systeme

Das System heifit autonom (zeitunabhingig), falls A nicht von der Zeit t
abhiingt (in (3.7) Linearisierung um eine Gleichgewichtslage x"(t)=konst).

Dann hingt P(t,s) nur von der Differenz der Zeiten t — s ab und wir setzen
P(t) = P(t,0). Es gilt

P(t)P(s) = P(t+s)
P(0) =1
(Gruppeneigenschaften von P(t)) und
d
—P(t) = APt
S P = AP(Y
At (At)?
P(t) :]1-1-?—#( ) ... =M

Die letzte Gleichung besagt, dass P(t) die durch A erzeugte ein-parametrige
Gruppe ist. Aus der Exponentialdarstellung von P(t) kann man direkt nach-
vollziehen, dass

A = dZtnA = i P AT APy
T at T -1 -

gilt.
Beispiel

Fiir B = 0 hat die Matrix fiir den geddmpften harmonischen Oscillator die

Form (3.3)
o 0 08 . 0 1 2 2 -1 0 _ 2
A () (%) mmw( 0) e
Es gilt also allgemein

A2n: (_Unchn]L A2n+l — (—1)“0(2nA, (Tl: 172’3”.).

Mit diesen Formeln lasst sich die Exponentialreihe fiir den Propagator auf-
summieren:

AL [e's) t2m ) 00 t2m+1 -
m=0 m=0
> t2m 9 > t2m+1 2
m o2m™ mnoom
m:O
t .
= cos(ta) 1 + MA — CO.S((X’C) sin(oct)
x —sin(oct) cos(ot)



in Ubereinstimmung mit Kap. 3.1 (fiir B = 0 ist & = /o2 — B2 = o).
Stabilitidt der Losung

Mit dem Propagator P(t) = exp(At) konnen wir wieder auf die Stabi-
litétsanalyse zuriickkommen. Fiir zeitunabhéngiges A ist

5z(t) = ePMoz (3.10)

mit der Anfangsabweichung 8zy = 8z(t = 0). Mithilfe der Eigenvektoren a;
der Matrix A (d.h. Aa; = A\i@;), die bei Diagonalisierbarkeit von A den C™
aufspannen, kénnen wir 8zy wie folgt darstellen:

520: E Ciai
i

Dabei ergeben sich die ¢; aus den Anfangsbedingungen. Da Aa; = ?\{‘ai
folgt aus Gl. (3.10)

s = MY cdi=Y o) DANG = X Z =¥ e
i i n=0

Im Beispiel des geddmpften harmonischen Oszillators finden wir mit z; = x,
Z9 = X/®, 21 = KZy, 2o = —&z1 — 2Pz9 nach GL (3.9)

60 = (Lo p) = A= ()= (32) = (%, %)

und mit den schon bekannten Eigenwerten A1, Ay (siche Gl. (3.4))

5z(t) = creMtay + coe™tay

Da A reell ist, sind die Eigenwerte A, As entweder beide reell oder beide
komplex konjugiert, und wir kénnen die Stabilitdt der Losung z(t) anhand
der sechs Fille in Abb. 3.3 diskutieren:

a) Ay > 0 und Ay > 0: [5z(t)| wiichst unbegrenzt; z ist ein abstoBender
Punkt (Repellor).

b) A1 > 0, Ay < 0: fiir ¢ # 0 wiichst die Abweichung [8z(t)|, fiir ¢; = 0
verschwindet sie (|6z(t)] — 0); z ist ein Sattelpunkt.

¢) A1 < 0und Ay < 0: [8z(t)| — 0; z ist ein anziechender Punkt (Attraktor).

d) A; und Ay imaginir (A} = A}): [8z(t)] ist beschrinkt; z ist ein elliptischer

Punkt.

i
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Abbildung 3.3: Zeitentwicklung der Abweichung 8z(t) fiir verschiedene
Werte der Eigenwerte A, As.

e) A1 und Ag sind komplex konjugiert, ReA; < 0: [5z(t)| — 0; z ist At-
traktor eines Spiralflusses von 6z(t).

f) A1 und Ag sind komplex konjugiert, ReA; > 0: [5z(t)] — oo; z ist
Repellor eines Spiralflusses von 8z(t).

3.3 Spektralzerlegung

Mit dem Ansatz z(t) :‘aekt (a € C") findet man die Eigenschwingungen

des autonomen Systems z = Az. Die Losungen des resultierenden Eigenwert-
problems, Aa = Aa (in C") sind durch die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms det(A — A1) = 0 gegeben.

Falls die Eigenvektoren a; (i =1,...m) den ganzen C™ aufspannen, dann ist

10



jede Losung von z = Az eine Linearkombination von Eigenschwingungen. Die
Matrix A heifit dann diagonalisierbar, da A in einer Basis von Eigenvektoren
{ai,...,an} diagonal ist:

A1 0
Ao
A= _ (A1 ... A= Eigenwerte).
0 An
Dies ist z.B. der Fall, wenn das charakteristische Polynom n verschiedene
Wurzeln hat, also alle A; paarweise voneinander verschieden sind. Definieren

wir nun einen Projektionsoperator Py (Matrix) als lineare Abbildung C" —
C™, die die Eigenvektoren zum Eigenwert A invariant lisst und alle anderen

— a)\'/ L‘LZA
P)\(lp:
0, A

Dann hat die diagonalisierbare Matrix A die Spektralzerlegung

annihiliert:

A= APy (3.11)
)

A€o

wobei o(A) die Menge der Eigenwerte von A ist (trivial: Aay = Ady). Die
Projektionsoperatoren Pj haben folgende Eigenschaften:

PAPL=05uPr,  APA=P\A=AP,, ) Py=1. (3.12)

A€o

Beispiel

Eine 3 x 3 Matrix hat die diagonale Form

A 0O
A= 0 AQ 0 = ?\1P)\1 + )\QP?\Q + )\3P7\3
0 0 As
mit den Projektoren
100 000 000
Ph,=(000], P,=[(010], Py,=[000
000 000 001

Anhand dieses Beispiels kann man die allgemeinen Eigenschaften von Gl. (3.12)
leicht verifizieren.

Gedampfter harmonischer Oszillator

Im Falle des geddmpften harmonischen Oszillators sind die Eigenvektoren
a; = (1,Ay/a), (i = 1,2) linear unabhiingig, solange A; # A9, also fiir & # {3.
In diesem Fall hat die Losung die Form

At Aot
)

x(t) =creM +coe

wobei sich ci,c9 € C durch die Anfangsbedingungen x(0) und %(0) aus-
driicken lassen (vergl. (3.6)).

Fiir « = B fallen nicht nur die beiden Eigenwerte zusammen, A; = Ag, son-
dern nach (3.5) auch die Eigenvektoren, z; = z, und A ist nicht mehr dia-
gonalisierbar. Die Losung x(t) ldsst sich dennoch durch den Grenziibergang
@W — 0 gewinnen:

x(t) = x(0) (1 + Bt)e Pt +x(0) te Pt

o=p

Dissipation

Allgemein gilt fiir den Dampfungsexponenten ReA

Re\ — —B, 0SB s«
e BEV/BI—2, B>a>=0

also immer Re A < 0. Die Ursache fiir die Dampfung ist der dissipative Term
—Kx in der Differentialgleichung, dessen Leistung stets negativ ist:

d fm o, fo\ .. o . :
dt<2x +2x) = mxX + fxx = x(—fx — Kx) + fxx

= K2 < 0.
Die Energie %XZ + %XQ ist also nicht erhalten, sie nimmt kontinuierlich ab,
sie wird dissipiert. (In Wirklichkeit geht die Energie nicht verloren, sie wird
nur auf ein anderes System iibertragen, das in der Beschreibung (3.7) nicht
mitgenommen wurde.) Allgemein heifit ein System z = Az dissipativ falls es
eine positiv definite quadratische Form (z,z) gibt, die nie zunehmen kann:

d . . . oo
a(z, z) = (Az,z) + (z,Az) < 0, (3.13)

12



fiir alle z. Dies schlieBt unbeschrinkt wachsende Losungen aus, also muss
ReA < 0 sein, fiir alle A € 0. In diesem Fall ist die Losung x°(t), um welche
die urspriingliche Differentialgleichung x = a(x) linearisiert wurde, stabil.
In der Sprache der Stabilitdtsanalyse bezeichnet man A auch als Liapunov-
FEzponenten.

Falls (z,z) sogar eine Erhaltungsgrofe ist, so ist P(t) = e (in dieser Me-
trik) eine 1-parametrige Gruppe von Drehungen des R™. Nach (3.13) ist A
antisymmetrisch und daher (in C") stets diagonalisierbar. Mit A ist auch

—A konservativ, also sind alle Eigenwerte rein imaginér.

3.4 Erzwungene Schwingungen

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems

Z(t) = A(t)z(t) + b(t)
ist durch die Duhamel-Formel
z(t) = P(t,s)z(s) + Jt dTP(t,T)b(T) (3.14)

S

gegeben, wobei P(t,s) der Propagator des homogenen Systems ist. Fiir eine
harmonische Anregung

b(t) =bet  (be ™)
erhélt man als Losung

2(t) = M [2(0) - a(w)} +etg(w) | (3.15)
mit (Achtung: Reihenfolge der Matrizen!)

(w) = (iw—A)"1b.

el

Die Groie iw — A ist eine Matrix und sollte als w1 — A gelesen werden. Die
Invertierbarkeit von iw — A setzt iw ¢ o(A) voraus. Man kann Gl. (3.15)
entweder aus der Duhamel-Formel gewinnen oder direkt verifizieren, was wir
nun machen wollen. Die Anfangsbedingung z(t = 0) = z(0) ist offensichtlich
von Gl. (3.15) erfiillt. Ferner gilt

d.

20 = AME(0) — dlw)] + iw e d(w)

13

= A (MZ(0) — a(w)] + “ta(w)) + bt
=z(t)
+ (iw GG (W) — Acdtd(w) — Beiwt)
=0
= Az(t) + b(t)

mit b(t) = bel®! (nach Voraussetzung) da der Term

iweta(w) — Aeta(w) — be®t = e (iw — A) alw) — bet*t
— glwt [(iw “A) (iw—A) b — B} — it [6 - B] —0
verschwindet.
Beispiel

Fiir den geddmpften harmonischen Oszillator ist

. iw —x
lw—A = <oc iw—l—2|3>’

1  [lw+2B « 1
iw—A —a  iw/) iw(iw + 2p) + a2’

Fiir 3 > 0 verschwindet der erste Term in (3.15) fiir groBe Zeiten (t — oo,
Einschwingvorgang) und es bleibt nur die erzwungene Schwingung iibrig. Wir

haben
p>0 1
= ci“’ta(w) = e b

=(t) A"

t—o0

(Zﬂt)) B elwt (iw—l—?ﬁ oc) (b1>
(1)) iw(iw +2p) + o2 - iw) \by/)’

Also, z.B. fiir by = 0 (keine Kopplung der treibenden Kraft an x/o, nur an
den Ort)

iw+2p3 it iw+ 2B

x(t) = elwt(in Fopiw+ o2 b ¢ (lw — M) (iw — Ag)

1-
Dabei ist (wie erwartet) Aj o = —p £1iy/o2 — B2 fiir & > B, es gibt also

Resonanzen fir w = +@® = /&2 — B2, da bei schwacher Dampfung { fiir
diese Anregungsfrequenzen w die Amplitude von x(t) sehr groff werden kann.

14



Resonanzen

Allgemein (also nicht nur fiir den eindimensionalen Oszillator) gilt: Wenn A
strikt dissipativ ist, also Re A < 0, fiir alle Eigenwerte A, so ist der erste Term
in (3.15) exponentiell abklingend und nach dem Finschwingvorgang bleibt fiir
t — oo nur noch die erzwungene Schwingung

z(t) = e*'a(w)

iibrig. Der Frequenzverlauf der Amplitude a(w) zeigt typische Resonanzen.
Falls A diagonalisierbar ist, so ist nach Gl. (3.11)

Pa
iw—A)"! =
( ) Z iw—N
Aeo
denn iw —A =1wl — 3 5 a) AP = 2_yco(a) (iw —A)Py, d.h. iw — A sind
die Eigenwerte von iw — A, und die Eigenwerte eines Matrixinversen sind
die Inversen der Eigenwerte. Es gilt

. 1y Pr(iw — ?\
(w)—A)l(w)—A):Z )\1 ZP;\—]I
Aco Ao

Fiir Anregungsfrequenzen iw nahe einer Resonanz Ay dominiert der entspre-
chende Term und die erzwungene Schwingung wird durch die Anregung einer
einzigen Kigenmode dominiert:
iwt
e 1 e -
= ——P\b = ~ el @0 py b

t
2(t) iw —Ag 0

wWaAg

Hier haben wir komplexe Gréfie icw—Ag = ye® in Polarkoordinaten geschrie-

ben. Fiir die und die | Amplitude 1/v|findet man fiir den Fall einer

schwach gedampften Schwingung, Ag = —f + 1,

! L ie-@)p e
iw—2A Hwo-—@)+B (w—0)2+p> /[w—0)2+p>

also -
1 1 5 ; w—w
— = = arctan
Y (w—wP+p

Aus der Breite der Resonanz kann man also die Zerfallskonstante 3 der reso-
nanten Eigenschwingung entnehmen. Fiir einen rein imaginédren Eigenwert,
Ao = i divergiert a(w). Natiirlich kann es vorkommen, dass Py b = 0 ist,
dann ist diese Resonanz nicht durch die duflere Stérung e'“*b anregbar.

1ly 1t

Abbildung 3.4: Verlauf

der Amplitude 1/ und | : ‘
der Phase & durch die Re- B w
sonanz 0 = 0 einer er-

zwungenen Schwingung o/m

(mit B = 0.5).

D

3.5 Fourierzerlegung

Wir betrachten eine lineare Kette von N Massenpunkten, je mit Masse m, die
durch Federn mit der Federkonstante f verbunden sind. Die Auslenkungen
aus den Ruhelagen der Massenpunkte bezeichnen wir mit xo(t) ... xn_1(t).
Die Kette soll sich schliefien, also xg(t) = xn(t).

Die Bewegungsgleichungen lauten fir n=0...(N —1)

mX, = f(xnt1 — xn) + f(xno1 — xn) = f(Xn41 + xXno1 — 2xn). (3.16)
Wir finden als Losung laufende Wellen der Form

Xn(t) = ette ik, (3.17)
Wegen der Randbedingung sind nicht alle Werte fiir den Wellenvektor k zu-

X5 x4

| | | @Q
m m m m

Abbildung 3.5: Illustration einer Kette von Massenpunkten m, die un-
tereinander mit Federn der Federkonstante f verbunden sind. Die unendlich
lange Kette kann man sich auch als Ring mit periodischen Randbedingungen
vorstellen.
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gelassen, denn es muss
xo(t) = xn(t), 1= 0= N

gelten. Das bedeutet aber 1 = e*N = coskN + isin kN, was durch die k-
Werte kg = 0,k = 27t/N, ko = 47t/N, ... kn—1 = (N — 1)7t/N erfiillt wird.
Die erlaubten Werte von k sind also ganze Vielfache von 27t/ N,

da grofiere Werte von 1 zu keinen neuen Funktionen fithren (explikin] =
explikon] fiir ki — ko Vielfache von 27, denn mit k1 — ko = m2mr,m € IN
folgt ko = m27m — k; und damit etken = e-tmn2meikin — elkm). Wir setzen
nun den Ansatz (3.17) in die Bewegungsgleichung (3.16) ein:
m(iw)2 oot —ikn ¢ [efik(nJrl) 4 o ikn=1) _ 264kn} it

)

miw)? = f [e_ik—l—eik—Q} =1 [200sk—2},

2 f Qk .2k f -2k
w'=—21]1—cos”"—=+sin“—| =4—sin” —.
m 2 2 m 2

wobei wir das Additionstheorem fiir den Kosinus in der Form cos & = cos?(o/2)—

sin?(o/2) verwendet haben. Also finden wir fiir die Dispersionsrelation w(k)
der elastischen Wellen (Schallwellen) mit der Wellenldnge A = 27t/k:

f .k 21
w(k):2\/;|sm2, k:W(O...(N—l)).

Allgemein versteht man unter einer Dispersionsrelation den Zusammenhang
zwischen Frequenz w oder EnergieE und Wellenvektor k oder Impuls p.

Wir kénnen nun eine Beziehung zum Eigenwertproblem herstellen. Lésst man
die rdumliche Abhéngigkeit der Losung offen und macht man nur einen har-
monischen Ansatz fiir den zeitlichen Teil der Losung, also

Xn(t) = eiwtxm

so erhélt man eine zeitunabhdngige Bewegungsgleichung fiir die Xy,

f
2
W = = — [Xni1 + Xn—1 — 2xn
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die man mit X = (Xg...Xn_1) auch in Matrixform

-2 1 1
1 -2 1

- - f I =2
wx = —AX, A=—

3

1 1 -2

schreiben kann. Mit anderen Worten ist die gesuchte Losung X ein Eigen-
vektor zu der symmetrischen Matrix A. Die respektiven Eigenwerte A = w?
bestimmen damit die Frequenz w. Wir wissen schon, dass die normierten
Eigenvektoren x(k) durch

(k) = 1 (17 oik G2k 3k ’e(Nfl)ik)
VN

gegeben sind, mit A = w? = 4% sin® % Hieraus schlielen wir, dass die Fi-

genvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, und damit auch zu verschieden

k-Werten, orthogonal sind, wie man auch direkt nachpriifen kann, indem man

das Skalarprodukt

k=p

N—1
U 1 ; )
RRKP) = ~ 3 elkon - {
N ﬁ =0, k#p

da (k —p)N = ZN—”(lk — 1,)N ein ganzes Vielfaches von 27t ist, und somit
exp[i(k —p)N] = 1. Wir haben die Beziehung ZT]\L];Ul q*=(gN—-1)/(q—1)

mit q = e'®*P) fiir die Partialsumme der geometrischen Reihe verwendet.

Wir haben also die Orthogonalitétsrelationen
(x(K)[x(p)) = Skp (3.18)

gefunden, und mit
=
bep = N D eilkwim (3.19)
n=0
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eine Darstellung der Dirac’schen Delta-Funktion. Da alle N Eigenvektoren
x(k) orthogonal sind, sind sie auch vollstéindig, bilden also im CN eine or-
thonormierte Basis. Somit lisst sich jeder Vektor y € CN, d.h. eine beliebige
Auslenkung der ganzen Kette von Massenpunkten, in dieser Basis darstellen,
mit Entwicklungskoeeffizienten yyx = y(k):

In Komponenten haben wir

N-1 N-1

1 27[ s 270
Un= ) Uxalk) =—=) y(Gle "M
1=0 \/N 1=0 N

die Darstellung von yy als (diskrete) Fourierreihe. Diese Fourierreihe kann
man auch umdrehen und man findet mit der Darstellung (3.19) der Di-
rac’schen Deltafunktion

1 N—-1 )
_ Ci—N“ln.
Yk /fN n§:0 Un

Diese Uberlegungen lassen sich auch auf schwingende Systeme verallgemei-
nern, die nicht aus diskreten Massepunkten sondern aus einem Kontinuum
aufgebaut sind (schwingende Saite, Trommel, ... ). Die entsprechenden Ei-
genschwingungen bilden dann wieder eine vollsténdige Basis.




