2. Das 2-Korperproblem

2.1 Transformation auf Relativkoordinaten

Die Bewegungsgleichungen der beiden Massenpunkte sind

= 1 0

X1 = —"T—7= (Rl *§2|)
mq ax1
und L2
§2 =TT A= V(\X1 —XQU
meo aXQ

Wir fithren die Relativkoordinate x = X;—Xa ein (siche Fig. 2.1) und beachten

0 0 0 0

o™X, ox Xy Ox

Wir subtrahieren die beiden Bewegungsgleichungen und finden

= = 1 0 1 0 N ~ 1 1 0 N
X1 —Xe = | —— +—a= V(X1 —%2) = — | — +— ) =VI(X]),
my axl my 0Xg m; Mo/ 0x

und damit
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Abbildung 2.1:
Zusammenhang zwischen
Koordinaten der Mas-
senpunkte, Relativ- und
Schwerpunktkoordinate.

wobei p die reduzierte Masse und M = m; + my die Gesamtmasse ist.
GL (2.1) entspricht der Bewegung eines Teilchens der Masse p im Potential
V. Mit der Schwerpunktskoordinate X = (mXx; + maXs)/M gilt

my mo_. mq mo_. mi_

)? = ﬂXl + MXQ M (X + XZ) + MXQ ﬂx + XQ (22)
X:%§1+%§2:%§1+n}\f(x1*x) :zlf%ﬁ (2.3)

und es ergeben sich die Transformationsgleichungen
o TTLQ; o m1;

Drehimpulserhaltung

Ohne #uBeres Drehmoment M ist nach Kap. (1.7) der Gesamtdrehimpuls
erhalten und via

L= S [XxP L =0

dt dt I
auch der relativ-Anteil L, da wir 0.B.d.A. den Gesamtimpuls P zu Null

setzen kénnen. Die Schwerpunktskoordmate X ist auch erhalten, denn P =

MX und damit X = 0 = X = Xo 0O.b.d.A. setzen wir auch X = 0. Damit
werden die Transformationsgleichungen zu

N mo_. — mi_.

X1 =X, X2 = — —X (2.4)

M
und der Relativ-Anteil trel zZu

Lot = E mi(x; —X) X X{ = My X] X X1 + My Xy X Xo
i=1,2

und mit Gl. (2.4)

2 2
- m m L. mpme . -
Ll = lm1<M2> —I—mz(—M1> 1 x X x= (my —A:mQ) ﬁx X X
oder, mit Gl. (2.1),
Lol = m;\;lm X X X = (X x x). (2.5)
——
n
Energieerhaltung




Die Gesamtenergie T + V ist ohne duBere Kréfte erhalten. Nach Kap. 1.7
setzt sich die kinetische Energie T = Tsp+ T, aus einem Schwerpunktsanteil,

Tsp, und einem relativ-Anteil, Tyer, zusammen. Wegen X = 0 verschwindet
Tsp = %NlX2 und somit ist T.ep + V erhalten. T, hat die Form

1 N = 2 m1;2 m2;2
Tt =3 Z mi(xi = X)™ = %)+ 7%
1

und mit Gl. (2.4)

2 2
_ (M fm2 Mpf Mu)\ ey Lo
Trer = [2 (M) * 2( M)}X oM

w/2

wie schon zuvor. Die Energieerhaltung hat also die Form

Ta+V =5 4+ V(R (26)

2.2 Allgemeines Potential

Da frel erhalten ist und X - frel = w?(iéx )?) = 0 gilt, folgt damit, dass die
Bahn x(t) in einer Ebene senkrecht zu Lo = (0,0, 1) verlauft. Wir fithren
ebene Polarkoordinaten (v, @) ein (siehe Fig. 2.2):

T Cos @
x= |Tsing (2.7)
0

Wir bestimmen die Einheitsvektoren in Polarkoordinaten:

x cos @ ox —Tsin @ —sin @
e, o — | sin © ap =92 — Z | rcos © = cos @

ox Ox T

& 0 x 0 0

Daraus berechnet man auch leicht e, x ap = e3. Die Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten lautet dann

d q [Teose Tcos@ — T@sin @
ai:dt rsiéup = | tsin@ +T@cos@ | =Te +roe,
0
3

X2 A
T T, b ?
rsing r
Abbildung 2.2:
Zusammenhang zwi- ¢
schen kartesischen Ko-
ordinaten und ebenen B >
Polarkoordinaten. I COS (I) X1

Wir kénnen die Erhaltungsgréfien 1 und E = T + V zur Bestimmung der
Bahnkurve ¢@(r) und des zeitlichen Durchlaufs t(r) benutzen.

frel - u(i x 2) = urer % (1..ér + T‘pé@) = urt (ér X ér) Hur?@ (ér X ap)
e ~—

=0 o

und damit N
Liet = HTZ@E:%-
Mit,
x = (fe, +1¢ey)’ = 2 +12¢?

werden Gl. (2.5) und Gl. (2.6) zu

l=ur?¢ (2.8)
_H .o 2.2 _ H.o
E = E(T + 1)+ V(r) = Er + U(r), (2.9)
wobei 2
U = 5297+ v = — + v
2 2ur

Die Grofe 12/(2ur?) heiBt Zentrifugalpotential, und da sie nur von T abhéngt,
wird sie formal dem Potentialterm zugeschlagen, obgleich sie aus der kineti-
schen Energie hervorgegangen ist. Da 1 eine Erhaltungsgrofe ist, haben wir

also schon @ eliminiert. Aus Gl. (2.9) folgt
dr 2

F=— =4/—(E—U(r)). 2.10

R ) (2.10)

Wir integrieren diese Gleichung durch Separation der Variablen und erhalten
den zeitlichen Durchlauf als Funktion der Erhaltungsgréfien E und 1 und der



Anfangsbedingung t(r¢):

T / t(r)
J ‘“:J at’ = t(r) — t(ro). (2.11)

To ,/%(E—U(T’)) (7o)

Sobald wir ein bestimmtes U (1) gegeben haben, kénnen wir das Integral auf
der linken Seite von dieser Gleichung lésen; auch falls wir nicht explizit nach
1(t) auflosen konnen, gibt diese Gleichung dann implizit den Verlauf des
Abstandes T als Funktion der Zeit an.

Weiterhin verwenden wir (2.8) in der Form ¢ = 1/(ur?). Zusammen mit
Gl. (2.10) ergibt dies

do ¢

1 1
dr ur? %(E—U(T‘)) 2 QH(E—U(T)).

Nun kénnen wir die Bahnkurve @ (1) direkt aus den Erhaltungsgrossen E und
1 und der Anfangsbedingung t(ry) berechnen:

(2.12)

' Ldr
= @(r) — (o). (2.13)
J;(TWQ\/QH(EU(WD
Wir bemerken also, dass wir zur Losung des 2-Korperproblems nicht die
Differentialgleichung (2.1) zu lésen brauchten, da wir die Konstanten der
Bewegung kennen. An einem Beispiel fiir U(r) illustrieren wir die moglichen
Bewegungstypen (siche Abb. 2.3).

Im “Phasenraum” mit den Koordinaten 1,7 ist die radiale Bewegung fiir
4 verschiedene Energien dargestellt. Es gibt 2 Typen: Gebundene (finite)
Bahnen und Streubahnen (infinite Bahnen).

Symmetrie der Bahnen

Die Wurzel in Gl. (2.10) wechselt bei Tmin (und bei finiten Bahnen auch bei
Tmax) ihr Vorzeichen, denn nachdem r monoton auf 14,4, abgefallen ist, muss
T das Vorzeichen wechseln, bevor 1 wieder wachsen kann.

Wenn man dden Wert ¢ = 0 dem Perihel P zuordnet, dann unterscheiden
sich in Gl (2.13) Punkte mit gleichen r-Werten in der Ndhe von P nur durch
das Vorzeichen von @, nicht im Betrag von @. Damit hat die Bahn die Sym-
metrieachse SP (S steht fiir das Zentrum). Mit demselben Argument findet
man die zweite Symmetrieachse SA vom Zentrum S zum Aphel A (siehe
Abb. 2.4). Damit kann man die ganze Bahn aus einem Abschnitt A — P
konstruieren (im Fall infiniter Bahnen aus der halben Bahn co — P).
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Potential: U(r)
I

Geschwindigkeit: v

Abbildung 2.3: Streu- und gebundene Bahnen fiir ein allgemeines absto-
Bendes Potential U(r) = 12/(2ur?) + V(r).

Abbildung 2.4:
Symmetrie der finiten
Bahnkurven mit dem
Zentrum S: Bahnab-
schnitt von Aphel A zu
Perihel P hat die Sym-
metrieachsen SA und !
SP. !




Abbildung 2.5: Bahn im Ortsraum fiir das Potential aus der Abbildung
2.3, und mit den Energien E; und E3 und der Periheldrehung A.

2.3 Gebundene Bahnen

Hier ist r(t) periodisch, mit der Periode (siehe (2.11))

Tn1ax /
T = QJ dr (2.14)

rmin V/2/E=U[))

Aus dem Sonnensystem stammen die Bezeichungen Perihel fiir den Punkt mit
Tmin in grofter Sonnennahe sowie Aphel mit 7,45 in groffter Sonnenferne. In
einer Periode nimmt dabei der Winkel ¢ um den Betrag (siche (2.13))

Ag = gjrm Ldr . (2.15)
rmin (77)24/20(E —U(1'))

zu (Periheldrehung). So ergibt sich im allgemeinen eine “Rosettenbahn” im
Ring Tmin < T < Trmax, die sich nur fiir rationale Verhéltnisse von Ag/(27)
schliefit. Sei z.B. Ap = 2mm/n, m,n € N, dann hat v(t) nach der Zeit nT
m ganze Durchldufe ausgefiihrt und ist wieder am Anfangswert; die Kurve
schlieft sich. Fiir das Kepler-Problem ist A = 0, relativistische Korrekturen
ergeben jedoch eine Periheldrehung (Gemessen wird fiir den Merkur ein Ag
von 40" pro Jahrhundert).

5~ o
N

Streuebene

Abbildung 2.6: Die Geometrie des Streuproblems.

2.4 Streubahnen

Fiir 1 = 0 kreuzen sich die Bahnen der Massenpunkte. Voraussetzung fiir die
Existenz von Streubahnen ist somit 1 # 0 sowie lim; o, V(1) < 00. Nehmen
wir lim; s V(1) = 0 an. Dann gibt es Streubahnen nur fiir E > 0. Fiir groBe
T ist das Potential so schwach, dass die Bahn geradlinig wird. Es existieren
also Asymptoten fiir t — 4-o0:

Zum Charakterisieren des Stofles benutzen wir die erhaltene Gesamtenergie
E, die Einfallsrichtung e[[x(t = —oo) und den “Zielfehler” b.le. [b| heift
Stofparameter. Fiir t — —oo ist E — %wﬁ und

- [2E
l=pul/bl|x] =ub I = b+/2uE. (2.16)

So bestimmen b = |B| und E den Drehimpuls 1 und den Streuwinkel x via
x=m—2%

o0 /
5= J Ldr (2.17)

rn (71)20/20(E = U())

(Der Winkel ¢ von Gl (2.13) ist hier in die fiir Streuprobleme iibliche Be-
zeichnung 9 umbenannt). Bei fester “Einfallsenergie” E und Einfallsrichtung

¢ entspricht jedem Punkt b in der StoBparameterebene P_Lé ein Punkt &’



auf der Einheitskugel. Die Dynamik definiert also eine Abbildung

b — é'(b).
Unter dieser Abbildung geht ein Fliachenlement do = b db d¢ von P (hier
ist ¢ der ebene Winkel in P) in ein Raumwinkelelement dQ = sinx dx dd

(in Kugelkoordinaten) iiber. Als differentiellen Wirkungsquerschnitt (oder
Streuquerschnitt) (siehe Kern-/Teilchenphysik) definiert man

b db| | b [dx\ '
sinxdi)( B sinx (db>

wobei x(b) durch (2.16) und (2.17) gegeben ist. Betrachtet man viele StoBe
mit festem E und €, deren Stofparameter b die Ebene P mit einer Dichte
p bedecken, so ist pg—g dQ die Zahl der StéBe mit ¢’ € dQ. In Worten
ist der Wirkungsquerschnitt o die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwischen
einfallenden Teilchen und Target eine Wechselwirkung stattfindet; der diffe-

rentielle Wirkungsquerschnitt ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Streuung in
eine bestimmt Raumrichtung.

do

aa

, (2.18)

2.5 Das Keplerproblem

Newton hat 1665 aus Keplers 3. Gesetz (T2 o a3, T Umlaufzeiten, a grofBe
Ellipsenhalbachsen) geschlossen, dass die Gravitationskraft zwischen zwei
Korpern invers proportional zu ihrem Abstand ist:

= Ymims

|F| = T D)
X1 =%
wobei m; und me z.B. die Massen von Sonne und Erde sind. Dem entspricht
das Potential

V()?) - _ ymlmQ

x|

mit der universellen Gravitationskonstante y = (6.674+0.004)10~% cm3 /(g s?).

Bemerkenswerterweise sind diese sogenannten schweren Massen m; und ms
dieselben, die in der Impulsdnderung auftauchen (die sogenannten tréigen
Massen): o

Y X1 — X2

miX; = —yYmimag— 3
[x1 =%

(v ist universell und daher keine Proportionalitdtskonstante). Experimentell
ist die Aquivalenz von schwerer und tréiger Masse seit Newton immer wieder
bestétigt worden.

Die reduzierte Masse W ist © = myms/M; daher konnen wir das Gravitati-
onsgesetz auch als
- M
V(x) = — Y2
[X]
schreiben. Wenn man nur die Relativbewegung betrachtet, kann man dies als
Wirkung eines externen Potentials auffassen, das auf die reduzierte Masse p
wirkt:
V(x) = — K|g|, Kk =vYM
X

Das Keplerproblem besteht also in der Beschreibung der Bewegung eines
Teilchen in einem 1/r-Potential (wie in Kap. 2.2 arbeiten wir in ebenen
Polarkoordinaten mit R} =7):

Vi) = —Ymame _ YrM
T T

Als Variable benutzen wir s = 1/t und suchen die Bahngleichung v = r(¢)
in der Form s = s(¢). Wir finden aus Gl. (2.12)

ds  d <1> L e

de de\r)  r2de = 121
Mit dem effektiven Potential
12
u(r) = 2 + V(1)
haben wir
:11;— — QLLQE—I—%/TQZMS—SQ = —/(s2 —s)(s — s1), (2.19)

wobel wir mit s; < s9 die beiden Nullstellen des Radikanden bezeichnet
haben. Wegen (sg — s)(s — s1) = —s152 + (51 + s2)s — s? ergibt der Koeffi-
zientenvergleich

si+sy YH2M, sis2 _ HE
2 127 2 127

Wir konnen die Nullstellen auch direkt ermitteln:

1[ 2yu’M  [4y2utM2 SuE 2yuw’M
e Ve T -

2T E E

{ 212E ]
174 /1 4+

Y23M2
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Wir stellen fest, dass wir reelle Losungen fiir ds/de nur fiir s1 < s < sg
haben. Somit kénnen wir s durch einen Winkel 3 darstellen:

_S1+S2  S2—8)
2 2
Mittelwert (s1 + s2)/2 und Amplitude (so — s1)/2 dieses Ansatzes sind so

gewihlt, dass der erlaubte Bereich s; < s < s9 genau eingehalten ist. Aus
dem Ansatz folgt fiir den Zusammenhang zwischen s und ¢

ds So— 81 . dp
- _ - 2.21
o 5 sin o (2.21)

Einsetzen des Ansatzes in Gl. (2.19) ergibt jedoch

cos f3. (2.20)

ds
rr (s2—s)(s—s1)
— —\/(52581—82551008[3)(52581+82;Slcos[3)
—52;51\/1 “cos? P = — SQgsl sin (2.22)

Also haben wir durch Vergleich von Gl. (2.21) und (2.22)

ds So— Sy . dp S9 — S1
= — sinfp — = —

% = 9 d(p 5 S f.))

Daraus folgt df3/de =1 oder p = @ — @g (d.h. B und @ sind bis auf eine
Konstante gleich). Damit wird (2.20) zur Bahngleichung,

S S Sg—S 1
s = Lt 2(1—1— 2 1cos(p) = —<1+€cos(p),

2 So + 81 d
und wir brauchen nur noch einzusetzen (mit s = 1/7):

d

_ ’ (2.23)
1+ e€ecosq

(@)

2 1
sit+s2  yw*M’

So — §1 212E 2 48182 212
€= =4/l1+—-—%—= bzw. 1—-€6 = —-~—"— = —FE——7—.
So + 81 \/ YZusm2 “w (s1 + s9)2 Y2usmz2

(2.23) ist die Gleichung eines Kegelschnitts, mit einem der Brennpunkte in
T =0, und zwar fiir

11

E<0 = e<1: Ellipse
E=0 = e€=1: Parabel
E>0 = € >1: Hyperbel

Ellipsen

Der erste Fall mit negativer Gesamtenergie E < 0, der zu gebundenen Bah-
nen fiihrt, entspricht dem ersten Keplerschen Gesetz: Die Umlaufbahn eines
Trabanten ist eine Ellipse; einer ihrer Brennpunkte liegt im Schwerpunkt des
Systems.

Ellipsen sind definiert als Punktmenge {P||F17P\ + |FoP| = 2(1} mit Brenn-
punkten Fi, Fy und grofier Halbachse a (sieche Abb. 2.7).

Die grofle Halbachse a ergibt sich aus Perihelabstand 1,,in, und Aphelabstand
Tmax, die bei cos @ = 1 und cos @ = —1 auftreten, zu 2a = d/(1 + €) +
d/(1—e€) und damit d = a(1—e€?). Die numerische Exzentrizitit € ist durch
€ = e/a mit der Exzentrizitit e verkniipft. Fiir die kleine Halbachse b liest
man aus der Figur b> = a? — e? ab, und damit ist b = ay/1 — €2 = \/a\/a

Die Umlaufzeit T ergibt sich durch Integration aus (2.14) oder aus dem
Flichensatz: Die Anderung der Fliche F unter einer Kurve r(¢) ist dF =
$72d@. Somit ist mit Gl (2.8) ¢ = 1/(ur?) die Flichengeschwindigkeit F

| l

2 2u

konstant, im Einklang mit dem zweiten Keplerschen Gesetz: In gleichen Zei-
ten iiberstreicht der Fahrstrahl (d.h. die Linie Trabant-Schwerpunkt) gleiche
Fléchen.

Abbildung 2.7:

Die Geometrie einer E
Ellipse mit Brenn- 2
punkten Fq, Fo, € X4
groflen und kleinen
Halbachsen a und
b, Halbparameter d
und Exzentrizitit e.




Ellipse der Erde

Abbildung 2.8: Der Kep-
lersche Fléchensatz unter
Beriicksichtigung des Mas-
senverhéaltnisses 333000 : 1
von Sonne zu Erde (Son-
ne im Brennpunkt der

Ellipse).
Die Gesamtfliche tab der Ellipse ist durch
. l
mab =FI = —T
2n
gegeben, und die Umlaufzeit T somit durch
2mab
T = AR
L
Verwenden wir nun noch, dass ab = d'/2a%2, dann haben wir mit dem
Ausdruck fiir d = 12 /yu?M (siche G1. (2.23))
T oma®?u 1 2 g

= a s
I wyYyM  V/YM

das dritte Keplersche Gesetz hergeleitet: Die Quadrate der Umlaufzeiten je
zweier Trabanten um ein gemeinsames Zentrum sind proportional zu den drit-
ten Potenzen der grofien Halbachsen ihrer Ellipsenbahnen: T12 / T22 = a‘;’ / ag.

Bislang haben wir die Bewegungsgleichung fiir die Relativkoordinate x =
X1 — Xg betrachtet, aber wir konnen mit Gl. (2.4) zuriicktransformieren:

N mo_. - mij_

X1 = —X, Xg = — —X

L= 2 M

Wir sehen, dafl beide Massenpunkte m; und my Ellipsen folgen mit einem
geteilten Brennpunkt (siehe Abb. 2.9). Die Grofien der Ellipsen entsprechen
den Massenverhiiltnissen. Die Relativkoordinate beschreibt ebenfalls eine El-
lipse.

Wenn eine der beiden Massen viel gréfier ist als die andere (m; > mg), dann
gilt M =~ mq, L = my. Die Position von my ist dann fest im Schwerpunkt
des Systems: X1 ~ 0, X2 ~ —X.
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Abbil- X1
dung 2.9: 0(
Zusammenhang

zwischen den

Ellipsen x1 (), <
Xa(@) und
x(@) im 2- —X
Korpersystem.

Wie gut diese Ndherung im Sonnensystem ist, kann man aus den Daten in
Tabelle 2.1 ablesen. Die mittlere Bewegung der Sonne durch die Erde ist

<l > =2 > N x| > mit A = 333000
=V = mi =
! M 1+A

< |x1] > = 453 km,

d.h. die Ellipse, die die Sonne wegen der Erde beschreibt, liegt tief in ihrem
Inneren.

Parabel

Nach Gl. (2.23) ergeben Energien E > 0 infinite Bahnen. Den unendlichen
Abstand zum Zentrum 1 — oo erreicht man fiir Winkel o, mit

(1+€cos(poo)zrlil£10%:0 = €08 P = —1/€. (2.24)

Masse | Mittlerer Abstand | num. Exzentrizitéit | Periode
mlmel | < x| > [10% km] | e E

Sonne | 333000 | - - -

Merkur | 0.055 57.9 0.206 0.241

Venus | 0.82 108.2 0.007 0.613

Erde 1 149.6 0.017 1.0004

Mars 0.11 227.9 0.093 1.881

Jupiter | 317.8 | 779.3 0.049 11.862

Tabelle 2.1: Einige Daten aus dem Sonnensystem.
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Im Grenzfall € — 1 (Parabel) ist cos Qo = 1, also @o = =7 und die
Bahnkurve fiihrt fiir t — oo wieder in die Einfallsrichtung zuriick.

Hyperbeln
Hyperbeln sind definiert als Punktmenge {P‘ “]:17P| — “:27])” = 2a} mit
Brennpunkten Fi, Fo und grofier Halbachse a (siche Abb. 2.10).

Wir charakterisieren die Hyperbelbahn durch den Stofiparameter b (den Ab-
stand, in dem das Teilchen am Zentrum vorbeifloge, wenn es nicht abge-
lenkt wiirde) und den Winkel 9, um den es von der geraden Flugbahn ab-
gelenkt wird (siehe Abb. 2.10). Wir ordnen dem Perihel T,in den Winkel
e(t=0) =0 zu

Nach Abb. 2.10 ist dann 71 — & = 2(7T — @), also ¥/2 = @y — 77/2 und
o 1
sin 7= sin <d)oo — 7;) = 08 Qoo = (2.25)

wobei wir das Additionstheorem sin(x — 3) = sin & cos 3 — cos asin 3 ver-
wendet haben. Wie in Kap. 2.4 verwenden wir die Erhaltungsgrofien Energie

Abbil-

dung 2.10:
Hyperbolische
Streubahn. b ist
hier der Stofipa-
rameter, nicht
die imaginére
Halbachse.

und Drehimpuls:

1= u|x X x‘ = px(t=—o0) xx(t = —oo)} = ublx(t = —oo)| =ub,/—
i

Das ergibt den Zusammenhang zwischen Drehimpuls und StofSparameter
12 = 2uEb? (2.26)

Fiir den sonnennéchsten Punkt gilt ¥(t = 0) = 0 und aus der Bahngleichung
Tmin = T(@ = 0) = d/(1 + €) und damit fiir die (erhaltene) Gesamtenergie

12 M d 1
e ()

= 2 2
2 }’erin Tmin 2Tmin Tmin

Mit der Beziechung d = 12/(yu?M) fiir den Halbparameter (siche G1. (2.23))
folgt

2d d 2d

und durch nochmalige Verwendung des Halbparameters d sowie von Gl. (2.26)

1 2 21
EZVHM<( +e)? +€>=Y ME

2 2dE 2'E 4ED?
T yuM T 2p3M2 T y2puZM2

Andererseits ist mit Gl. (2.25)

1 cos? 3
a52—1:.2‘9 1= .2§:cot27
sin” 5 sin” § 2
sodass wir die Zusammenhénge
o M l
tane = 20 nd b= ——— (2.27)

2 2Eb V2uE

finden, letzteres aus Gl. (2.26). Energie E und Drehimpuls 1 legen also Stofi-
paramter b und Ablenkwinkel ¥ fest. Den Zusammenhang (2.27) leiten wir
ab:

M M 1
_yeM 8 db(®) _ vm

b(®) 2F 2 dd 4E sin®$
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Damit konnen wir nach Gl. (2.18) den differentiellen Wirkungsquerschnitts

berechnen:
do | b db| b ( YuM 1 > | yueM yuM
dQ  |sin®dd| |[2sin g cos % 4E sin? g ~ |4E sin? g 4E sin? %

wobeil wir b(9) aus Gl. (2.27) im letzten Schritt verwendet haben. Somit ist
do yuM 2
— = | == 2.28
dQ <4E sin? g) (2.28)

Fiir geladene Teilchen erscheint das Produkt der Ladungen q1q2/(47t€p) an-
stelle von yuM (die Coulombwechselwirkung ist wie die Gravitationswech-
selwirkung ein 1/r-Potential), und dann heiit diese Gleichung (2.28) die Ru-
therford’sche Streuformel.

Bewegungsarten im Gravitationspotential

Der Massenpunkt kann r-Werte erreichen, fiir die gilt

1? M
U =— "2 <E
2ur T
d.h. bei denen das effektive Potential L(r) unterhalb der Energie liegt (sieche

Abb. 2.11). Das Zentrifugalpotential ist dabei ein repulsiver Beitrag zum
Gravitationspotential, der fiir kleine Absténde 1 dominiert.

Fir Satelliten ist E < 0 (d.h. die Bahn ist gebunden), aber es miissen
Abstédnde v <= R mit Erdradius R verboten sein (um Kollision zu vermei-
den). Also ist ein hinreichender Drehimpuls erforderlich, oder dquivalent ei-
ne Mindestgeschwindigkeit tangential zur Erdoberfliche; daraus ergibt sich

Abbildung
2.11: Zwei
effektive
Gravitati-
onspoten-
tiale U(T),
die sich nur
durch den
Drehimpuls
L >
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die 1. kosmische Geschwindigkeit vi = 7.9 km/s. Zum Verlassen der Erde
braucht ein Flugkérper mindestens E = 0; mit der potentiellen Energie an
der Erdoberfliche V(R) = —yuM/R (Erdanzichungskraft mg = yuM/R?,
Flugkérpermasse m = p) folgt aus

EzOz%v%—ng

die 2. kosmische Geschwindigkeit vo = /2gR = 11,2 km/s.

2.6 Der Virialsatz

unterscheiden.

In einem N-Teilchen-System mit endlichen Bahnen findet eine stdndige Um-
wandlung von kinetischer in potentielle Energie und umgekehrt statt. Der
Virialsatz sagt aus, wie viel die kinetische und die potentielle Energie jeweils
im zeitlichen Mittel zur Gesamtenergie beitragen. Diese sehr allgemeine Aus-
sage hiangt nur von der Potenz ab, mit der der Abstand der Teilchen T ins
Potential eingeht.

Wir kehren wieder zum allgemeinen Streuproblem zuriick (also zu einem all-
gemeinen Zentralpotential) und nehmen an, dass das Potential V(x) eine
homogene Funktion n-ten Gerades von X = (x1, X2, x3) ist, also

V(Ax) = A" V(x), (2.29)

fiir alle Skalenfaktoren A € R. In Worten: eine Skalierung der Abstdnde mit
einem Faktor A fiihrt zu einer Skalierung des Potentials mit A™. Dann gilt fiir

alle A

iV(?\?) _ dV(g)iﬁ B ldV(?\?) 2
dA ©dy dA A dx
Andererseits erhalten wir aus der rechten Seite von Gl. (2.29)
d ) d n o) n—1 >
aV(?\x) = ﬁ)\ V(x) =nA" " V(x).
Speziell fiir A = 1 erhalten wir daraus die Beziehung
. d ., - R
X - FH V(x) =nV(x), (2.30)
aus welcher wir (Beweis folgt) den “Virialsatz”
2<T> =n<V> (2:31)
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herleiten kénnen. Dabei notieren wir mit < f >= limy_ o = fo t)dt den
Mittelwert einer Funktion; < T > und < V > sind die Mlttelwerte der
kinetischen, bzw. der potentiellen Energie fiir gebundene Bahnen,

<> = [ae Y e (232)
_THOOT 0 1 2 '
und
1 T
V> = lim=- | dt V(xi(t)). 2.33
<Ve = > VGl (233)

Kepler-Problem: Speziell fiir das 1/1-Potential des Kepler-Problems V(x) ~
Ix|71ist n = —1 und
2<T> ==—<V>.

Zum Beweis von (2.31) betrachten wir

o %R Xk Y
T i

—2T—le AV—QT—nV

(2.34)

wobei wir (2.29) in der Verallgemeinerung auf ein System von N Massen-
punkten

V(AX1,...,Axn) = A" V(xq, ..., xN)
verwendet haben. Wir bilden nun das zeitliche Mittel von Gl. (2.34) und
finden

T—00 T

2<T>-n<V> = hmJ dt—Zx1 Pi

t=1

— 0

= hmf E xi(t) - pi(t
T—00 T
t=0

fiir begrenzte Bahnen. Die Groﬁe Zi Xi - Pi, deren zeitlicher Mittelwert fiir
endliche Bahnen verschwindet, heifit Virial.




