Vektorrechnung

Vektorielle GroBen in der Physik: Skalaren GroB3en wie Zeit, Masse, Energie
oder Temperatur werden in der Physik mit einer Maf3zahl und einer MaBeinheit
angegeben: 7 sec, 4.5 kg. Wichtige physikalische G68en haben jedoch einen
Betrag und eine Richtung: Z.B. Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung. Die-
se vektoriellen Groflen werden durch einen Pfeil dargestellt, dessen Linge den
Betrag der Grofie angibt:

Das k-fache einer Kraft wird durch einen Vektor der k-fachen Linge darge-
stellt, die Gegenkraft durch einen Pfeil gleicher Linge in entgegengesetzter
Richtung.

Greifen zwei Krifte k| und &, in einem Punkt P an, dann wirken sie gemeinsam
wie eine einzige im Punkt P angreifende Kraft:

Die resultierende Kraft ergibt sich durch Paralellogrammkonstruktion. Umge-
kehrt lassen sich Krifte genauso in Komponenten zerlegen.

Vektoren in der ebenen Geometrie

Eine Translation (Parallelverschiebung) in der euklidischen Ebene E ist ei-
ne Abbildung v : E — E die jeden Punkt um eine festgelegt Strecke in eine
gegebene Richtung verschiebt. Vier Punkte P, Q, v(P), v(Q) bilden ein Paral-
lelogramm:

v(P)

T wQ)

Eine Translation ist vollstindig durch Angabe eines Punktes P und seines Bil-
des unter der Verschiebung P’ = v(P) beschrieben:

\Y

Man kann also sagen, P’ entsteht aus P durch Anwendung von V.

Man bezeichnet zwei Vektoren als gleich, wenn sie gleiche Linge und gleiche
Richtung haben:

Dabei spielt der Anfangspunkt keine Rolle.

Die Hintereinanderausfiihrung w o v von zwei Translationen ist wieder eine
Translation; den zugehdrigen Translationsvektor ergibt die Parallelogramm-
konstruktion:



v(P)

w(v(P))
=v(w(P))

w(P)

Der Ergebnisvektor bezeichnen wir als v +w. Aus der Figur entnimmt man
wov=vow und damit v+w = w+v. Diese Eigenschaft heift Kommutativitit.

Geometrisch kann man auch die Eigenschaft der Assoziativitit ablesen:

W

(U+v)+w

=U+(V+w)

<

u

Also gilt (u+v)+w=u+(v+w).

Die identische Abbildung, die jeden Punkt fest ldsst, zdhlen wir auch zu den
Translationen, und den zugehdrigen Translationsvektor bezeichnen wir als Null-
vektor O (hat als einziger Vektor keine Richtung).

Translationen sind umkehrbar; den Translationsvektor der Umkehrabbildung

v~! von v bezeichnet man mit —v. Es gilt v+ (—v) = 0. —v hat also gleiche

Linge wie v, aber entgegengesetzte Richtung.

Damit haben wir auch die Subtraktion von Vektoren eingefiihrt:

Also ist

Den Vektor v+ v bezeichnen wir mit 2 - v; er hat (fiir v # 0) die doppelte Linge
von v, aber dieselbe Richtung. Entsprechend soll

3v=2v+v=v+2-v
sein, und 7z - v entspricht der n-fachen Ausfiihrung der Translation v.

Geometrisch konnen wir auch den Vektor % -v konstruieren:
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Nach Konstruktion ist



Entsprechend definieren wir - - v fiir m € N.

Schlieflich definieren wir

und haben damit einen Vektor mit der Richtung von v aber mit der +-fachen
Lénge.

Allgemein verstehen wir fiir c € R unter c - v einen Vektor gleicher Richtung
wie v, aber c-facher Linge; (—c) - v soll der Gegenvektor —(c-v) sein. Au-

Berdem setzen wir 0-v = 0. Damit entspricht jeder Zahl # € R ein Punkt der
Geraden g, die durch Antragen von 7 - v and den Punkt P entsteht:

Umgekehrt entspricht jedem Q € g eindeutig ein Parameterwert # € R mit
PQ =t -v. Bei dieser Parametrisierung entsprechen sich die Punkte von g und
die reellen Zahlen in eindeutiger Weise.

Koordinatendarstellung von Punkten und Vektoren

Kartesisches Koordinatensystem: In der euklidischen Ebene E zeichnen wir
einen Punkt O, den Nullpunkt oder Ursprung, aus. Durch diesen legen wir
eine gerade g1, die erste Koordinatenachse und wihlen auf ihr im Abstand 1
vom Ursprung O einen Einheitspunkt £;. Dann ziehen wir durch O senkrecht
zu g1 eine zweite Gerade g, die zweite Koordinatenachse und wihlen auf ihr
einen Einheitspunkt £> im Abstand 1 vom Ursprung O:

A
Xo [ oP
E-oe
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O E, X1

Jetzt konnen wir jedem Punkt P von E ein Koordinatenpaar (xj,x;) zuordnen.
Wir schreiben P = (x1,x2), machen also keinen Unterschied zwischen dem
Punkt und seinem Koordinatenpaar.

Den Abstand zweier Punkte P = (x1,x2) und Q = (y1,y2) konnen wir aus der
Figur bestimmen:
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d(P.Q) = \/(x1 =12+ (12— y2)?

Koordinatendarstellung von Vektoren: Wir wihlen ein kartesisches Koordina-
tensystem in der Ebene und halten es im Folgenden fest. Ist x ein Vektor, dann
konnen wir ihn im Ursprung angreifen lassen und erhalten einen Punkt

P:(xl,xz) mit x= 0?)



Wir beschreiben x durch die Koordinatenspalte

N <)C]>
X =
X2

Die Spaltenschreibweise ist schon ein Vorgriff auf die Matrizenrechnung.

Aus der Figur entnimmt man, dass
X =Xx1€1 +x2e2

mit e; = OE; und e, = OE,. Fiir die Einheitsvektoren e, e schreiben wir in
Koordinatenschreibweise

El = <(1)> und 22 = ((1)>
Jetzt miissen wir das Vielfache c - x und die Hintereinanderausfiihrung x + y in

Koordinaten ausdriicken.

A
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Aus der Figur entnehmen wir mit Hilfe des Strahlensatzes, dass das c-fache
des Vektors x die Koordinatendarstellung

¢ <CXI )
cx =
cx)

hat. Damit finden wir fiir den Nullvektor die Koordinatenschreibweise

- 0
- (o)
und das Inverse des Vektors x ist
N <—X1>
_x o
—X7

Fiir die Vektoren x und y mit Koordinatenspalten

(2) ()
X2 y2

finden wir durch Parallelogrammkonstruktion:

Xty

Y2

Xo -

Also ist

Punkte und Vektoren: Punkte und Vektoren in der Ebene sind prinzipiell ver-
schiedene Dinge. Sie sind aber durch den Begriff des Ortsvektors miteinander

verbunden. Ist A = (aj,a;) ein Punkt der euklidischen Ebene und b= <Zl>
2

ein Vektor, so entsteht der Punkt C = (a; + by,a2 + by) aus A durch Anwen-
dung von b. Insbesondere entsteht A durch Anwendung des Vektors a = (Zl)

2
auf den Ursprung 0.
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a heiBt Ortsvektor des Punktes A. Der Ortsvektor von C ist also ¢ = a + b.
Fiir die Vektorrechnung reicht es aus, statt des Punktes den Ortsvektor eines
Punktes zu betrachten.

Lineare Abhiingigkeit und Unabhingigkeit: Zwei Vektoren a und B heiBen li-
near abhidngig, wenn einer von ihnen ein Vielfaches des anderen ist. So sind
a=(4,—6) und b = (—6,9) linear abhiingig, denn es gilt b = —3a bzw. a =
=
—5b.
3

a+0und 0 sind linear abhéingig, da 0=0-a. (Im Fall a # 0 ist a aber kein
Vielfaches von 0.) Wenn zwei Vektoren nicht linear abhéngig sind, heiflen sie
linear unabhéngig.

Satz: Zwei Vektoren

sind genau dann linear abhingig, wenn a1by — axb; = 0.

Beweis:
aA)a=c-b~a;=ch Nay=cby ~ ajay = carb) Najas = caiby ~ arb) =
ab,¥e 0

b) Fiir a1b, = asbyund a; #0ist by = %az Aby =

by
a

by

@

by

almb:EE.FﬁraQJEO

folgt genauso b="2a. Fiir aj=a,=0ista=0=0-b.
Vektorraumaxiome

Der Vektorraum R?: Damit haben wir aus geometrischen Uberlegungen alle
Eigenschaften abgeleitet, die einen Vektorraum charakterisieren. Die Vektoren

bilden im R? (und iibrigens unverdndert auch im R") beziiglich der Addition
eine abelsche Gruppe. Seien a, b und ¢ Vektoren im R?, so gilt:

a) a —&—E ist ein Vektor im R?> innere Verkniipfung
B) a+(b+c)=(a+b)+c Assoziativitit

Y a+0=0+a=a
8) a+(—a)=(-a)+a= 0 Existenz eines Inversen

Existenz eines neutralen Elements

€) a+b=b+a Kommutativitit
Des weiteren haben wir schon die duflere Komposition kennengelernt: die
Multiplikation eines Vektors im R? mit einem Skalar (einer reellen Zahl) lie-
fert wieder einen Vektor im RZ. Seien s,t € R und a, b Vektoren im R2, so
gilt
Existenz eines neutralen Elements
=sa+ta  Distributivitit

y) tla+b)=ta+tb Distributivitit

8) s(ta) = (st)a=t(sa) Assoziativitit
Diese beiden Blocke von Gesetzen heiflen auch Vektorraumaxiome. Die Ge-
samtheit der Vektoren, die diese Gesetze erfiillen, bilden einen linearen Vek-
torraum iiber dem Korper der reellen Zahlen R. Statt von der geometrischen

Anschauung auszugehen, kann man die ganze Vektoralgebra auf diesen Axio-
men aufbauen.

Betrag von Vektoren

In den Vektorraumaxiomen taucht die Linge eines Vektors |a| nicht explizit
auf, sie braucht in einem abstrakten Vektorraum also auch nicht zu existieren.
Fiir die Abbildung a — |a| € RT des Betrages gelten die Gesetze:

o [@>0 |a=0~a=0
B) |al=li|-la] reR
Y la+bl <lal+ |

Existiert nun in einem Vektorraum eine Abbildung mit diesen Eigenschaften,
so spricht man von einem Vektorraum mit Norm (normierter Vektorraum). Der
Absolutbetrag von reellen Zahlen und der Betrag von Vektoren sind begrifflich

Dreiecksungleichung
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dasselbe: Sie statten den zugrundeliegenden Raum mit einem Entfernungsbe-
griff aus, sodass dieser zu einem Spezialfall eines metrischen Raumes wird.

Wir verwenden fiir den Betrag eines Vektors die euklidische Norm: Der Betrag

N a\ . .
von a = ( 1) ist damit
ap
la| = \/a? + a3
und der Absiand zweier Punkte A, B ist der Betrag der Differenz der Ortsvek-
toren a und b:

d(A.B) =a—b| = \/(a1 1) + (a2 — bo)?

Die Dreiecksungleichung ist damit anschaulich klar:

a

ol

atb
Sie kann spiter leicht mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung bewiesen
werden.
Vektorrechnung im R”

Vektoren im dreidimensionalen Raum R3: Wir fiihren im dreidimensionalen
euklidischen Raum ein kartesisches Koordinatensystem ein.

Dadurch konnen wir jeden Punkt P des Raumes durch sein Koordinatentripel

(x1,%2,x3) beschreiben, kurz P = (x1,x2,x3). Jede gerichtete GroRe x = PP’
besitzt beziiglich dieses Koordinatensystems eine Koordinatendarstellung; x
ist durch einen Koordinatenvektor

)?: X2
X3

gegeben. Wie im R? unterscheiden wir nicht zwischen dem Punkt P = (x1,X2,x3)
und seinem Ortsvektor x.

Rechnen mit Vektoren im R"™: Wir definieren den n-dimensionalen Raum als

X1
IR":{)?: : xl,xz,...,xnelR}

Xn
Gleichheit von Vektoren:

X1 Y1
=1 : | <==X1=Y,X2=Y2..;Xn = Yn
Xn Yn

Addition von Vektoren und Multiplikation mit einem Skalar:
X1 Vi X1+ X1 x|
+1: ] = : und c-

Xn Yn Xn+Yn Xn CXp

Die Rechenregeln ergeben sich wie in R? aus den Vektorraumaxiomen.
Zur geometrischen Interpretation: Geraden und Ebenen

Den n-dimensionalen Raum fiir » > 3 kann man sich zwar nicht vorstellen,
aber dennoch lassen sich geometrische Zusammenhinge auf hohere Dimen-
sionen iibertragen.

Geraden: Ist v € R3 nicht der Nullvektor und ist a € R3, so beschreibt
g={a+vjteR}

eine Gerade im Raum. Analog definiert man im R” die Gerade durch a mit
Richtungsvektor v durch

g={a+tv|t eR}
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Ebenen: Zwei Vektoren u,v € R" heiBen linear unabhiingig, wenn keiner von
ihnen ein Vielfaches des anderen ist.

Fiir linear unabhingige Vektoren u,v und a € R” heift
E={a+su+tv|s,t € R}

die von u und v aufgespannte Ebene durch den Punkt a. Diese Darstellungen
von Gerade und Ebene heilen Parameterdarstellung.

Das Skalarprodukt im R": Wir fiihren jetzt fiir Vektoren ein inneres Produkt,
das Skalarprodukt, und ein dufleres Produkt, das Vektorprodukt ein. Die reelle
Zahl (Skalar)

n
x-y=Y oy fir x=|: [,y=

heiflit Skalarprodukt. Es dient dazu, Winkel- und Lingenmessung auf den R”
zu iibertragen.

Die Eigenschaften des Skalarproduktes sind:

o) a E = E -a Symmetrie (Kommutativitét)
B) a-(b+c)=a-b+a-c Distributivitiit

y) Ala E) = (Aa)- b=a- (/119) Bilinearitit (Homogenitéit)
8 a-a>0 G-a=0&a=0 Positivitit

Diese Eigenschaften lassen sich direkt aus der Definition des Skalarprodukts
ablesen.

Der Betrag eines Vektors ldsst sich nun als Wurzel aus dem Skalarprodukt des
Vektors mit sich selbst darstellen:

W= Vix= Zxk

Im euklidischen Raum kénnen wir das Skalarprodukt x - y als Produkt der Be-
trige von x und y und des Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren aus-
driicken:

xy=[xlpleoss(xy)  0<@=4lxy)<m

Wir kénnen das zeigen, indem wir die Differenz der Vektoren a und b betrach-
ten:

13

Wegen des Kosinussatzes gilt fiir die Linge von ¢, das dem Winkel y ge-
geniiberliegt: R R
b—al? = [c]? = |a* +|b]* — 2/a] |b| cos Y

Jetzt ersetzen wir die Betragsquadrate durch die Skalarprodukte
—a)-(b—a)=a-a+b-b—2|allb|cosy
Aus den Rechenregeln des Skalarproduktes folgt dann
b-b—2a-b+a-a=a-a+b-b—2/al|b|cosy

und damit N N
= |al|b|cosy

Fiir b # 0 ist dann \bl b die orthogonale Projektion des Vektors a auf die Richtung
des Vektor b:

>

|a|cosy D

Zwei nichtverschwindende Vektoren a, b sind also genau dann orthogonal,
wenn ihr Skalarprodukt null ist:

ilbsab=0 Y ab#0

14



Mit dieser Interpretation des Skalarproduktes ldsst sich das Distributivgesetz
B) leicht geometrisch zeigen:

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Fiir x,y € R" ist

3] < Il ly]
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x und y linear abhingig sind.

Beweis:
a) Ist y = 0, dann ist |x- y| = 0 = |x]|y|, und x und y sind linear abhiingig.
b) Ist y # 0, dann betrachten wir den Vektor

L yex.
Z:X—Wy
Es folgt direkt L
N L A
SY=XY Y y=0
Damit wird

also

0 < [x][y] = [y-X]
Das Gleichheitszeichen tritt genau fiir 7 = 0 auf, also fiir x = Ay mit A = ﬁ%
R.

NN

Unter den Eigenschaften der Norm eines Vektors haben wir schon die Drei-
ecksungleichung

X431 < 5]+ ]
kennengelernt. Sie folgt leicht aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
K4y =@ +y) x+y) =x-Xx+x-y+y-x+y-y
< 3P+ 2031+ 12 = (21 + [¥1)?
Das Gleichheitszeichen gilt hier genau dann, wenn x -y = |x]||y], also fiir y # 0
wenn x = Ay.

Das Vektorprodukt im R3: Fiir die Vektoren

ay IR by
a=\|a |, b=\ by
as b3

definieren wir das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt durch

. abz — azby
axb= azby —abs
ayby — asxb,

Merkhilfe der Physiker (unter Vorgriff auf Determinanten):

ex ey e arb; —azb
-~ rny < —~ |dy as —~ |ay as —~ |ayp ap 273 372
axb=\a; ay az| =ey —ey 2 = | asby —aib3
by b3 by b3 by b
by by bs arby —axb
Es gilt:

a) a und b sind genau dann linear unabhingig, wenn axb#0. R

b) Sind @ und b linear unabhingig, so ~sind die zu a und zu b senkrechten
Vektoren gerade die Vielfachen von axb.

¢) Fiira # 0,b # 0 gilt

@ x b| = [al|b|sing = \/|aP|b> — |a-b|2
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Beweis:
a) Wir zeigen: a und b sind genau dann linear abhiingig, wenn alle Determi-
nanten

Al =ayby—azby Ay =azby—a1bs Az =aib) —arb

Null sind. N
Sind @ und b linear abhingig, also @ = Ab, dann folgt unmittelbar A} = Ay =
Az =0. L N L
Sei Aj = Ay = A3 =0.Ist b =0, so sind @ und b linear abhingig. Ist b # 0, z.B.
bz # 0, dann folgt aus Ay =0 und A, =0

a

3 a3 . . [13
ar = b—bz, ap = b—bl, sowie ohnehin a3 = b—b3
3 3 3

Alsoista = Z—;b. Fiir b, # 0 ist genauso a = Z—;b, fiir by # 0 ist a = Z—ib.

b) Dass a und E senkrecht zu a x E sind, folgt aus

N

a- (C?X b) =a (a2b3 —a3b2) —I—az(a3b1 - a1b3) —|—a3(a1b2 —azbl) =0

Sl

. (EX b) =b (a2b3 —a3b2) +b2(a3b1 — a1b3) —|—b3(a1b2 —azbl) =0

Seien umgekehrt x_La, XLb. Da a und b linear unabhiingig sind, ist eine der
Determinanten Ay, Az, Az von Null verschieden, z.B. A3 # 0. Die Bedingungen
x-a=0und x-b = 0 lauten komponentenweise

a1x1+axxr+azx3 =0 ~ aixy + arxy; = —azxs
bix1 +byxy +b3x3 =0 ~ bix1 +byxy = —b3x3

Losen wir dieses Gleichungssystem mithilfe der Cramerschen Regel (fiir Glei-

chungssystem ay x| +ajxxo = by, ax1x1 +azxy = by istdie Lésung x; = (azzb] —

alzbz)/D, Xy = (a1 1b2 —a21b1 )/D falls D = ajax —apay) 0), SO ergibt sich

_wby—azb, A _asby—aibs Ay

X = ——""X3=—x3 Xp = —————X3= —X3
arby —axby Ay arby —axby A3

und zusammen mit dem trivialen x3 = &)g ergibt sich

Az
N X3 . 7
x=-—axb

3

Die Fille A; # 0 und A; # 0 werden analog behandelt.
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a6 sin® ¢ = [a2[b2(1 — cos® @) = |a*[b[> — |a- b
= (a7 + @ + a3)(b] + b5+ b3) — (a1by + azbs + azbs)’
= alb3 + a?b} + 32 + a3b3 + a3b} + a3b3
—2a1byarby — 2a1bzazb; — 2azbzazby
= (aybs — a3b2)2 + (asb — a1b3)2 + (a1by — a2b1)2

= |a x b|?
Beim Vektorprodukt a x b handelt es sich also um den Vektor
axb=|dblsinpe 0<@=i(ab)<n

wobei e ein Einheitsvektor ist, der so auf a und E senkrecht steht, das a, B,
e in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden (wie Daumen, Zeige- und
Mittelfinger der rechten Hand).

Geometrisch entspricht die Linge des Vektorprodukts |a x Z\ =|al |E| sin @ der
Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms:
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Q)

Eigenschaften des Vektorproduktes:

o) axb=-bxa Schiefsymmetrie (Antisymmetrie)

B) Aa+ HE) X c=MAax E—i— ‘LLB x ¢ Linearitit in jedem Argument
Ab

ax + _):laxb—l—uaxc
) (ax E) =(a- ?)b - b c)a Grassmannscher Entwicklungssatz
§)  (axb)x 3+@xjx@%
+(c x @) x b = 0Jacobi-Identitit

o und B folgen direkt aus der Definition des Vektorproduktes, & folgt leicht
aus 7. v ergibt sich durch Rechnung. Die linke Seite der Eigenschaft y heif3t
doppeltes Vektorprodukt; ¥ wird als Entwicklungssatz fiir das doppelte Vek-
torprodukt bezeichnet, weil die rechte Seite (eine einfache Vektorsumme) eine
deutliche Vereinfachung darstellt.

N

b) x ¢ #ax
)-Ebene, der

Vorsicht: Fiir das Vektorprodukt gilt kein Assoziativgesetz: (a X
(b x c). Wegen 7 liegt der Vektor auf der linken Seite in der (a,b
auf der rechten Seite in der (b, c)-Ebene.

SchlieBlich gibt es noch die Moglichkeit, das Vektorprodukt mit dem Skalar-
produkt zu kombinieren: Das Produkt

abj a><b

wird Spatprodukt genannt. Geometrisch entspricht sein Betrag dem Volumen
des von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds; das folgt, wenn
man das Volumen V des Parallelepipeds als Grundfliche F = |a x b| mal Hohe

19

= |c| cos @ berechnet:

A axb

Da es gleichgiiltig ist, welche Seite des Parallelepipeds wir als Grundfliche
betrachten, dndert sich das Spatprodukt bei zyklischer Vertauschung der Vek-
toren nicht:

abj a><b c=( b><7 ca=( ch)b
Bei antizyklischer Vertauschung dndert V sein Vorzeichen.
V(a,b,c) = —(bxa)-c=—(cxb)-a=—(axc)-b
Man bezeichnet es daher als Pseudoskalar.
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