4. Gitterschwingungen

4.1 Harmonische Niherung

Der Hamiltonoperator bzw. die klassische Hamiltonfunktion fiir N Mas-
senpunkte (Atomkerne oder Ionen), die miteinander iiber ein effektives

Potential Ver(Rq, ..., Rn) wechselwirken, hat die Form
N b2 B B
H= ) —% +V(Ry,...,R 4.1
— 2]\/[1 + eff( 1, ) N) ( )

wobei sich Vs ({ﬁl}) als Losung der elektronischen Schrédingergleichung
(3.5) fiir feste Kernpositionen {R;} ergibt:

Vers(Ry, .. Ry) = ea({R1)) = & ((R) + ) vk x(Ra =R (42)
k<l
(die Coulombwechselwirkung der Kerne vk_ ist in der elektronischen Schro-

dingergleichung nur ein konstanter Energiebetrag). Alternativ kann V¢ ({ﬁl})
durch ein empirisches Potential modelliert Werden Wir gehen Jetzt davon

aus, dass es gewisse Gleichgewichtspositionen R (ﬁ(10)7 . R( ) gibt,
die ein absolutes Minimum des Potentials darstellen. Wir betrachten kleine
Auslenkungen der Atome aus dem Gleichgewicht (fiir Dimension d)

Ry = (Ry1,...,Rua) = R{O) + 1w (4.3)

und entwickeln das Potential bis zur zweiten Ordnung um die Gleichge-
wichtspositionen

- = %V
Vei(R) = V(R U Ui+ . .
eff(_ LAY +Z aRh 20 Z GRhaRm) 20 i mJ+
(4.4)
wobei 1,) = 1,...,d die kartesischen Koordinaten indizieren. Die harmo-

nische Ndherung besteht im Abbruch der Entwicklung nach dem Term,
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der quadratisch in den Auslenkungen ist. Der lineare Term verschwin-

det, da an den Gleichgewichtspositionen keine Kréfte wirken diirfen, d.h.
ov

W(R(O)) = 0. Die Kriimmungen der Potentialenergiefliche

0%V

- _ 4.5
Hmj aRuaij E(O) ( )

bilden eine symmetrische, positiv definite (d-N x d- N)-Matrix; sie muss

positiv definit sein, da bei B(O) ein Minimum vorliegt und kein Maximum
oder Sattelpunkt. Es ist in der Literatur {iblich, die Auslenkungen und
Impulse mit /My zu skalieren:

- - 1
uy = VM, pu= \/—mlpu- (4.6)

Damit wird aus Hamilton-Operator bzw. Hamiltonfunktion (4.1) in har-

monischer Naherung:
1 T ~ T =~
Wmm:§@-3+u-Q49 (4.7)

mit den d - N-dimensionalen Vektoren

Ui P11

I=3%
I
=12
I
=
X

i:Ide ﬁNd
und der (d- N x d - N)-Matrix

1

Diim = ———
(:)1 ,mj Mle

Die Matrix D heifit dynamische Matrix und ist wie @ eine reelle, symme-

trische, positiv definite (d-N x d-N)-Matrix, die man somit diagonalisieren
kann. Also existiert eine orthogonale (bzw. unitére) Transformationsmatrix
C mit

w? 0 . 0
0 w? . 0

cpc-0-|, 7 (4.10)
0 0 w34
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Q) ist Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen (wegen der posi-

tiven Definitheit); wegen Orthogonalitét (Unitaritiit) gilt C'-C = 1. Durch

die zugehorige Koordinatentransformation (Drehung im d-N-dimensionalen
Raum)

[e
RegR
f=
f=gR

=C- (4.11)

(a7

9

kommt man zu neuen, verallgemeinerten kanonisch konjugierten Impulsen
E = (Py,...,Pgn) und Koordinaten w = (1, ..., Ugn), beziiglich denen
die Hamiltonmatrix diagonal ist:

Nd
1 =T = =T = 1 _ _
Hyarm = 5(]2 ’E+E ) g L_L) — 5 ;_1 ( 12+ wfuf) (4'12)

Das ist der Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion) von d-N unabh&ngi-
gen harmonischen Oszillatoren.

Bis hier verlauft die klassische und quantenmechanische Behandlung iden-
tisch. Das klassische Problem aus der Mechanik ist das von kleinen Schwin-
gungen gekoppelter harmonischer Oszillatoren, das man durch Ubergang
zu Normalkoordinaten, in denen die Oszillatoren entkoppelt sind, 10st.
Quantenmechanisch erfiillen die Auslenkungen uy; und die Impulse pm;
die iiblichen Vertauschungsrelationen

(Wi, Pmjl = Thd1mdy; . (4.13)

Auch die transformierten verallgemeinerten Normalkoordinaten 1ty und Im-
pulse P, erfiillen die analoge Relation

[Us, Po] = ihdssr (s,s'=1,...,dN). (4.14)

Dann kann man wie in der Quantenmechanik beim eindimensionalen har-
monischen Oszillator Auf- und Absteigeoperatoren einfiihren:

a—\/wsﬁ + 14/ ! aT—\/wsﬁ i/ ! (4.15)
TV on? 2hw,” ° \V2n ° 2R '

Diese erfiillen die Vertauschungsrelationen

[(157 Cli,] = Ogs/ [a57 as’] = [ai, (11/} =0 (4.16)
und der Hamiltonoperator lasst sich schreiben als
Nd 1
Hyqrm = Zl A, (alas + 5) (4.17)
S=
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Die bisherige Behandlung war nicht festkorperspezifisch und wiirde fiir
Molekiile ebenso laufen. Allerdings wére das Problem im Festkorper mit
N ~ 10?3 nicht losbar. Die Ausnutzung der Symmetrien des Kristalls er-
laubt jedoch eine teilweise analytische Diagonalisierung der dynamischen
Matrix und macht das Problem beherrschbar.

4.2 Schwingungen in periodischen Strukturen

Wir nehmen jetzt eine Kristallstruktur an, beschrieben durch ein Bravais-
gitter mit Gittervektoren R,p und eine Basis aus 1 Atomen mit Masse M.,
die an Positionen R¢(T =1,...,7) in der Einheitszelle sitzen. Damit sind
die Gleichgewichtspositionen in der n-ten Einheitszelle durch R,,o + R ge-
geben, und zusammen mit Auslenkungen U, des T-ten Atoms ergeben sich
zeitabhéngige Positionen

RN

RTLT — ﬁnO + ﬁ’t + 1infr (4'18)

(es kann manchmal zweckmifig sein, fiir 1 einen Vektor n = (ny,...,ng)
mit ganzzahligen Eintrdgen zu notieren, aber hier vereinfachen wir die
Notation ein wenig und lassen n iiber alle Gitterplitze laufen).

3
A

BN
Abbildung 4.1: a
Geometrie der Auslen- z
kung des Atoms T in einer y
Einheitszelle bei R,. X
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Das Potential in harmonischer Ndherung ist dann

1 0%V 1
V=- Untiln/rir = = E (DnTi,n’T’i’unTiun’T’i’
2 aRnTiaRn/T/i/ 2

nti,n’/t/i’ nti,n’/t/i’

(4.19)

wobei das Potential in der Ruhelage (klassische Grundzustandsenergie) zu
0 gewahlt ist. 1,1’ stehen wieder fiir die kartesischen Koordinaten.
Fiir die klassische Bewegungsgleichung erhélt man

oV

MTﬂ'nTi = — au ‘ = — Z (DnTi,n’T’i’un’T’i’ (420)
Nt

n’t’i’

Damit ist @i nreinri die Kraft in i-Richtung, die das Atom T in der
n-ten Elementarzelle dadurch erfihrt, dass das Atom T’ in der n'-ten Ele-
mentarzelle in i’-Richtung um w,/i/ ausgelenkt ist. Daher nennt man die
Dy 1i v auch Kraftkonstanten.

Bei der Diskussion von Gitterschwingungen ist noch eine andere Notation
iiblich, die hier nur erwdhnt werden soll:

n n n'
Ui =UuU | T , q)nTi’n/T/i/ =0t 7 (421)
1 i i

Die Zahl der Kraftkonstanten, zunéchst die Zahl der Freiheitsgrade dNT1
zum Quadrat, ldsst sich durch Symmetrieiiberlegungen reduzieren:

1) Wegen Newtons 3. Axiom (actio = reactio) ist die Matrix @ eine sym-

metrische Matrix
q)nfri,n”c/i’ - q)n’T’i’,nTi (4'22)

2) Wenn die Auslenkungen Uy fiir alle mt’ dieselben sind, wird der
Festkorper um u verschoben, und in Abwesenheit #uBerer Kriifte andert
das die potentielle Energie nicht. Formal bedeutet das

Z Dniimej - Wy =0 fiir beliebiges u;,j =1,...,d (4.23)
mt’j

oder
Y Ourimej =0 fivalleij=1,....d (4.24)
mt’
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3) Wegen der Translationsvarianz des Gitters darf sich @ nicht &ndern,
wenn man das Gitter um einen Gittervektor verschiebt: Ryg — Rpo +
R0 und damit

(DnTi,n’T’j - (Dn—l—n”ri,m—l—n”r’j - q)n—mTi,OT’j (425)
wobei der letzte Schritt fiir n’ = —m folgt.

4) Punktgruppensymmetrien kénnen je nach Kristallstruktur die Zahl der
Kraftkonstanten weiter reduzieren.

Wir gehen nun zur schrittweisen Losung der Bewegungsgleichung (4.20)
iber. Zunéchst verwandeln wir die Differentialgleichung durch den Ansatz
1

un’ti(t) = \/—W

in eine algebraische Gleichung:

WV = Z DnomriorjVmey mit D = () (4.27)

- M M~/

mt’j
Das ist eine Eigenwertgleichung fiir die symmetrische Matrix D, die dyna-

mische Matrix, die bei N Elementarzellen eine (ANt x dNT1)-Matrix ist.
Also miissen dN7 positive Eigenwerte existieren.
Im néchsten Schritt erledigen wir die Abhéngigkeit vom Gitterplatz n mit-

hilfe des Bloch-Theorems, das besagt, dass die Eigenfunktionen des Trans-

kR gind mit k aus der ersten Bril-

lationsoperators TA Phasenfaktoren e
louinzone. Damit unterschelden sich auch Auslenkungen an verschiedenen

Gitterplatzen nur um Phasenfaktoren:

Vnti = VOTielq.RnO = WTielq.RnO (4'28)
Einsetzen in (4.27) ergibt
P {9-Rno Z {qR
W W€ q Dn—mTi,OT’jWT’je qrfmo
mt’j
P Z Z Rimo—R
N W " Wei = Dn_mri OT) Rmo™ nO)WT] (4'29)

Statt der Summe iiber alle Elementarzellen m kann man auch {iber alle
Differenzvektoren R, 0— Ryg summieren, die auch Gittervektoren sind. Mit
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der Definition der fouriertransformierten dynamischen Matrix

(RmO_RnO)

R 1 R

- —1g-R iq-

D+iri(q) = E Dhriorje 970 = E ————— D0 _riorjet
n m V MTMT/

(4.30)
gilt fiir diese die Eigenwertgleichung
w2WTi = Z DTi,T’j(a)WT’j )
')
d.h. det (DTi,T’j(a) — (U25TT/6U) =0 (4.31)

Dies ist fiir jedes g nur noch ein (dr x dr)-Eigenwertproblem; bei einer
einatomigen Basis in drei Dimensionen ist z.B. nur eine (3 x 3)-Matrix
zu diagonalisieren. Fiir jedes g gibt es im allgemeinen Fall dr Eigenwerte
ws(q) (s = 1,...,dr) und die zugehorigen dr-dimensionalen Eigenvek-
toren (e;(a)) Jeder dieser dr-dimensionalen Eigenvektoren kann wieder
in T gewohnliche d-dimensionale Vektoren e3(q) zerlegt werden, die als
Einheitsvektoren gewéhlt werden konnen und die die Auslenkungsrichtung
des T-ten Atoms angeben; diese Vektoren heiflen auch Polarisationsvek-
toren.

Damit haben wir als Losung der Bewegungsgleichung (4.20) kollektive
Moden oder Anregungen gefunden, bei denen sich alle Atome des Gitters
mir derselben Zeitabhiangigkeit bewegen, aber mit einer durch das Bloch-
Theorem gegebenen Phasenverschiebung:

Up.(q) ~ Ei(a)ﬁel(q“no—ws(qﬁ) (4.32)
Wie iiblich erhélt man die allgemeine Losung als Linearkombinationen die-
ser speziellen Losungen fiir die Auslenkung des Atoms T in der n-ten Ele-
mentarzelle.

4.3 Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen, die auch Born-von-Karman-Randbedingun-
gen heiflen, tragen der Tatsache Rechnung, dass die Physik eines Festkorpers
sich auf makroskopischen Abstédnden wiederholt, d.h. dass die Bloch-schen
Phasenfaktoren fiir eine Translation Ry = Nja; + Nyas 4+ Nsag iiber eine
makroskopische Distanz N; > 1,1 = 1, 2, 3 zu eins werden.
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Anders ausgedriickt sorgen periodische Randbedingungen dafiir, dass wir
zwar einen translationsinvarianten Kristall ohne Oberflichen betrachten
konnen, dass wir es aber dennoch mir einer endlichen (wenn auch sehr
groflen) Zahl von Atomen zu tun haben. Anschaulich bedeutet das, die
erste und letzte Atomlage als miteinander gekoppelt aufzufassen, in einer
Dimension also eine lineare Kette von Atomen zu einem Ring zu schlie-
fen, in zwei Dimensionen ein endliches 2D-Gitter zu einem Torus (in 3D
wird es mit der Anschauung schwierig). Mathematisch bedeutet das bei
einem endlichen System mit Lange L; in 1-Richtung, dass alle physikalisch
relevanten Funktionen die Randbedingung

f(xq,...,xi+Li,...,xq) = f(x1,...,Xi,...,%Xq) (4.33)

erfiillen miissen. In der Festkorperphysik werden die interessanten Funk-
tionen wie z.B. die Auslenkungen k,; vom Elementarzellenindex n, d.h.
vom zugehorigen Gittervektor R,, abhingen: f,, = f(R,,). Hier schreiben
wir einmal n als Tupel aus d ganzen Zahlen: 1 = (ny,...,ngq) beziiglich
einer Basis ay, . .., aq von primitiven Translationen. Die Linge des Kristal-
les in i-Richtung sei Li = Njai, (a; = |ai|). Periodische Randbedingungen
bedeuten dann

f(Ry) = f(Rn + Nidy)  (i=1,...,4d) (4.34)

mit einer Gesamtzahl von Einheitszellen N = Hle N;. Zwischen den auf

dem Gitter definierten Funktionen f, = f(R,,) und ihren Fouriertransfor-
mierten gilt bei periodischen Randbedingungen der Zusammenhang

f(@) =) f(Ry)e ™
= 1 ~D
f(Ra) = D el (q) (4.35)
q

Dann folgt, wenn wir q = Zgzl gib; mit reziproken Gittervektoren bj,
i=1,...,d ansetzen, aus (4.34)

d
eldNid — 1 ~ Niq-a; = NiZ dibj - ai = Niqi = 21l (4.36)
j=1

mit ganzzahligem ;.
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Also nehmen die Fourierkoeffizienten q; = Il]—l nur diskrete Werte an. Da

fiir reziproke Gittervektoren G

ei@rG)N@ _ eiaNiEi

gilt, reicht es aus, die Vektoren ¢ auf die erste Brillouinzone (die primitive
Einheitszelle des reziproken Gitters) zu beschrinken, also
N; N;

L) (4.37)

L 1,...,Ni} oder | ——
e { } oder 1; €/ 5 5

Es gibt also genau N verschiedene, diskrete (nicht #quivalente) g-Werte.
Fiir q, q’ aus der 1. Brillouinzone gilt die Orthogonalitéitsbeziehung

Ly @R _ g (4.38)

d d
N R R L — L
Rn = nia;, (J= Z VTJ]bJ ,  aj- bj = 27'[51]' (4.39)
i=1 j=1
folgt
1 l(a_*/)ﬁn 1 127tZ?—1 nl(z. l/)ﬁu 1 2m)y o nj(]l\j,.ilj/]
D I TS W S s T
n n n
N; /
_ ﬁ 1 Zj 127 (liN_;i’ _ 0 falls 1j # 7\j' fir ein j € {1,...,d}
i N; . 1 falls j = 1/ fiir alle j € {1,...,d}
(4.40)
denn
N N L —1!
1—a 2 I
Z a' = N amit a=e "% fir l; # lj’ und a™ =1 (4.41)
—a
n

Durch die Wahl von periodischen Randbedingungen haben wir laufende

Gitterwellen mit einer Ortsabhéngigkeit e'dRn erhalten. Gleichfalls moglich
und physikalische vielleicht sogar plausibler wéire die Wahl von staren
Randbedingungen gewesen; dann hétten wir stehende Wellen mit einer
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sin g - Rp-artigen Ortsabhingigkeit erhalten. Makroskopische Eigenschaf-
ten und insbesondere die Dispersionsrelation héngen jedoch nicht von den
Randbedingungen ab, und daher kann man die Wahl danach treffen, was
mathematisch einfacher zu behandeln ist. Die Quantisierungsbedingungen
und damit auch die gq-Werte in der ersten Brillouinzone hingen jedoch
von den Randbedingungen ab. Bei einer groflen Zahl von Einheitszellen N
liegen die q-Werte aber sehr dicht in der 1. Brillouinzone, und daher ist
das fiir makroskopische physikalische Eigenschaften nicht wichtig. Ohne-
hin ersetzt man die Summen iiber sehr dicht liegende g-Werte oft durch
Integrale:

. N .
> f(q) — v J d’q f(q) (4.42)
R 1.BZ J1.BZ

gel.BZ

mit dem Volumen der ersten Brillouinzone Vj gz; daher ist % die Zahl

der g-Werte im infinitesimalen g-Raum-Volumen d3q um a..In drei Di-
mensionen gilt

(2m)3
VpEZ

Vigz = (4.43)

und da W - Vgz = V das Gesamtvolumen des Kristalls ist, gilt

R V R
f(q) = qf .
S (@) L.Bqu (@) (4.44)

qel.BZ (27)°

Von dieser Ersetzung von g-Summen durch Integrale wird in vielen prak-
tischen Rechnungen Gebrauch gemacht - immer dann, wenn die Integra-
le leichter zu berechnen sind als die Summen. Mathematisch exakt wird
die Beziehung erst im thermodynamischen Limes N — oo, V — o0,
N/v = const.

4.4 Phononendispersionsrelationen

Wir verwenden jetzt die periodischen Randbedingungen und betrachten
eine Kristallstruktur, die aus N primitiven Einheitszellen besteht und 7
Atome pro Einheitszelle hat, also N - 1 Atome insgesamt. Dann gibt es N
nicht-aquivalente g-Vektoren in der 1. Brillouinzone, und fiir jedes q ist die
fouriertransformierte dynamische Matrix D(q) (eine (d-rx d-1)-Matrix) zu
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diagonalisieren. Damit erhalten wir d - T positive Eigenwerte w?(q), insge-
samt also d- N -1 Eigenfrequenzen ws(q). In der unitéiren Transformation,
die die dynamische Matrix beziiglich des Gitter-Vektor-Index n diagonali-
siert, erkennen wir die diskrete Fouriertransformation (4.35) wieder; dieser
Teil der Matrix C 148t sich (mit geeigneter Normierung) schreiben als

- q'Rn
d,Rn \/ﬁe ) (4.45)
und fiir die ganze Matrix C gilt, wenn wir sie aus normierten Eigenvektoren

zusammensetzen:
1 iGRuo,(5)

CTLTiaS — \/Nelq noe:i q (4.46)
Die Auslenkung eines einzelnen Atoms (Ions) schreiben wir jetzt als Uberlagerung
des vollstdndigen Satzes von Losungen

1 R . =T
Unqi(t) = fs(q)e ws(@tels)(g)etdRno 4.47
TlTl( ) \/WZ (q) Tl (q) ( )
sq

mit Entwicklungskoeffizienten fs(q). Darin identifizieren wir die Normal-
koordinate fiir eine kollektive Mode sq mit

—

Qs(q,t) = fy(q)e sl (4.48)

Knapp zusammengefasst ist der Zusammenhang zwischen einem System
von gekoppelten lokalisierten Bewegungen von Massenpunkten um ihre
Gleichgewichtspositionen und den entkoppelten delokalisierten kollektiven

Bewegungen aller Massenpunkte in Phase:
lokalisierte gekoppelte Bewegung delokalisierte entkoppelte Bewegung

unTi(tl Qs(@, t)
DTi,T’j (fl) wz(q)]ls,a
H(Unz, Pue) H(Qs(a), Ps(q))

Zusammen mit den Impulsen

findet man fiir den Hamiltonoperator (die Hamiltonfunktion)

—

H(Qul@),Pi(@) = 5 3 {PL@P(@) + 2@ QUAQ:(@)} . (150)
sq
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also einen Hamiltonoperator fiir dNT ungekoppelte harmonische Oszillato-
ren, von denen jeder fiir eine kollektive Mode sq steht. Quantenmechanisch
werden Q,(q) und Ps(q) wieder zu Operatoren, fiir die Vertauschungsre-
lationen

—

[Qs(q) (a/)} - 1fhéss’é

N

[Qs(@),Qs(a")] = [Ps(a),P;(a/)] =0 (4.51)

Auch hier kénnen wir wieder Auf- und Absteigeoperatoren einfiihren:

fws(q) 1 -
[ 1 -

—

wobei wir Qs(—q (q) und P:(q) = Ps(—q) verwendet haben. Es
gilt auch wg(q) = ws( q). Die Auf- und Absteigeoperatoren erfiillen die
Vertauschungsrelationen

as(a), al,(@)] = 8sordgq

las(d)as(4")] = [al(q), al, ()] =0, (4.53)

und der Hamiltonoperator wird zu

Hiam = 3 (@) (el @)auld) + 3 ) (151

— 2
sq

Die Energie hws(q) ist die Anregungsenergie der kollektiven Gittermode,
die Phononenenergie; die zugehorige Anregung heifit Phonon. Die Vertau-
schungsrelationen (4.53) sind solche Bose-Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren; die Phononen verhalten sich also wie wechselwirkungsfreie
Bosonen. Es handelt sich dabei nicht um wirkliche Teilchen, sondern um
Quasiteilchen. Die Thermodynamik der Phononen &dhnelt der der Photo-
nen (Quanten des elektromagnetischen Feldes). Die moglichen Energien

der Gitterschwingungen, also die Eigenenergien von Hpqrm, sind gegeben
durch

1

E= ) hwdd)mn(d) +3) (4.55)
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mit den Besetzungszahlen ng(q) (d.h. den Quantenzahlen der einzel-
nen harmonischen Oszillatoren sq), die alle natiirlichen Zahlen annehmen
konnen; die einzelnen Zustdnde des Gitterschwingungsspektrums kénnen
also beliebig oft besetzt werden. Zu jedem der g-Werte gibt es dr Frequen-
zen wg(q), (s =1,...,dr); man bekommt also dr verschiedene Disper-
sionsrelationen oder Zweige des Phononenspektrums. Die ws(q) sind

periodisch beziiglich der reziproken Gittervektoren G,
ws(q) = ws(q + G) (4.56)
was man aus der entsprechenden Relation fiir die dynamische Matrix D(q)

entnehmen kann.

Man kann sich jetzt klarmachen, dass es d Phononenzweige gibt, deren Di-
spersion wg(q) — 0 fiir ¢ — 0, und zwar linear mit q = |q|. Dazu betrach-
tet man spezielle Auslenkungen der Atome des Kristalls, sodass alle Atome
in die gleiche Koordinatenrichtung 1 schwingen und die Auslenkungen aller
T Atome in einer Elementarzelle genau gleich sind; die Auslenkungen ﬁﬁfﬁ
von Gleichung (4.32) héngen fiir diese speziellen Zweige nicht mehr vom
Atomindex T ab. Fiir die Kristalle mit einem Atom pro Einheitszelle ist

das der einzig mogliche Fall. Aus der Bewegungsgleichung wird dann
Mng(a)uieiano = Z (Dnﬁ,n”t’iuieiqknlo (4~57)
n’t’
Einziger Unterschied in den Auslenkungen von Elementarzelle zu Elementar-

zelle liegt also in der Phasenverschiebung durch den Faktor eldRn Wi
entwickeln (4.57) jetzt fiir kleine q bis zur 2. Ordnung:

- - 2 =1 . =
M’c<ws(0)+vaws(q) ’320'0&- .- ) — Z (DnTi,n’T’i(1+1q'R_§(q'R)2+- . )
n't/

(4.58)

Man kann nun einen Koeffizientenvergleich fiir die verschiedenen Ordnun-
gen in q durchfithren, und wihrend 0. und 1. Ordnung nur auf Symmetrie-
relationen fiir @ fithren, ergibt die 2. Ordnung in q

N ~ 1 =
MT<Vaws(q)|azo ’ q)2 - - 5 Z q)nTi,n’T’i(R ’ q)2 (4-59)

nt’

Damit muss w,(q) linear mit q gegen 0 gehen, genauer

wi(d@) = ) ci;qiq; fir kleine [q] (4.60)

®)
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Fiir die Phononenzweige, bei denen die Atome innerhalb einer Elementar-
zelle gleichméfig ausgelenkt werden und schwingen, ist also eine lineare
Dispersionsrelation und ein Verschwinden der Eigenfrequenzen fiir kleine
g zu erwarten. In d Dimensionen gibt es d solche Zweige. Diese Zwei-
ge nennt man akustische Phononen, weil sie den Gitterschwingungen
entsprechen, die durch Schallwellen angeregt werden kénnen und die den
Schall durch den Kristall transportieren. Die restlichen d(r—1) Zweige des
Phononenspektrums nennt man optische Phononen. Anschaulich ent-
sprechen sie Schwingungsanregungen, bei denen die verschiedenen Atome
in der Einheitszelle gegeneinander schwingen. In Ionenkristallen, bei denen
die Massenpunkte in der Elementarzelle unterschiedliche Ladung tragen,
kénnen solche Schwingungen durch elektromagnetische Felder, also z.B. op-
tisch angeregt werden, daher der Name. Die Eigenfrequenzen verschwinden
nicht fiir @ — 0. Bei Kristallen mit nur einem Atom in der Elementarzelle
gibt es nur akustische Phononen. Neben der Klassifikation nach akustischen
und optischen Phononen ist noch die nach transversalen und longitudinalen
Phononen iiblich. Zumindest fiir bestimmte Symmetrierichtungen kénnen
die Auslenkungen eL(q)||q parallel zum Wellenvektor q oder el(q) L g
senkrecht zu q sein; man spricht dann von longitudinalen bzw. transversa-
len Phononenzweigen. Insgesamt gibt es daher transversal optische (TO),
longitudinal optische (LO), transversal akustische (TA) und longitudinal
akustische (LA) Phononenzweige.

Die Steigungen der linearen Phononendispersion bei kleinen Wellenvekto-
ren (groBen Wellenléingen)

w2 (q) ~ ¢s(q)g fiir ¢ — 0 (4.61)

repréisentieren die Schallgeschwindigkeiten, die in der Regel von der

Richtung & abhéingen. Diese stehen in enger Beziehung zu den elastischen

gl
Konstanten des Kristalls. Die Dispersionsrelationen besitzen die volle Sym-

metrie der Punktgruppe des Kristalls, d.h. fiir jede Symmetrieoperation D
aus der Punktgruppe gilt

ws(Dq) = ws(q) (4.62)

Dieser Sachverhalt gilt in gleicher Weise fiir die elektronische Bandstruktur.
Daher geniigt es, die Phononenzweige in einem Teilbereich der Brillouin-
zone zu kennen, die dann durch die Symmetrieoperationen auf die gesamte
Brillouinzone abgebildet werden kann. Fiir das kubisch flichenzentrierte
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Gitter (siehe Abb. 4.2) ist das wegen der hohen Symmetrie nur /48 des ge-
samten Brillouinzonenvolumens; das irreduzible Teilvolumen ist ein Split-
ter, der den Gammapunkt I' mit 1/6 Sechseck und 1/8 Quadrat als Stirn-
flichen verbindet. In Abb. 4.2 sind die traditionellen Bezeichnungen fiir
die Punkte hoher Symmetrie eingezeichnet: I' = (0,0, 0) ist der Ursprung
des reziproken Gitters (diese Bezeichnung ist fiir alle Kristallgitter iiblich).
Weitere Punkte mit Namen sind Sechseckmittelpunkte L = (1/2,1/2,1/2),
Quadratmittelpunkte X = (1/2,0, 1/2), Eckpunkte W = (1/2,1/4,3/4) sowie
Kantenmittelpunkte zwischen zwei Sechsecken K und zwischen Quadrat
und Seckseck U. Auch die Verbindungsgeraden mit hoher Symmetrie haben
schon feste Bezeichnungen, z.B. A = [, L], £ = [I',K], Delta = [I", X].
Fiir andere Kristallgitter werden die Bezeichnungen jedoch oft mit anderer
Bedeutung wiederverwendet.

Z

Abbildung 4.2:
1. Brillouinzo-

ne des kubisch
flachenzentrierten
Kristallgitters mit
den Bezeichnun-
gen fiir Punkte
und Geraden ho-
her Symmetrie.

Einheiten, in denen die Phononendispersionen iiblicherweise angegeben
werden, sind Frequenzen v, Wellenzahlen v = 1/x oder Energien E = hw,
die iiber E = hw = hv = hcV zusammenhéngen. Die Groflenordnung
sind typischerweise Terahertz (1 THz = 10'2 Hz) fiir v, 100 em™ ! fiir ¥
und einige Millielektronenvolt fiir hw. Fiir die Umrechnung (z.B. 1 THz =
4.136 meV) ist Tab. 4.1 niitzlich.
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THz | 100 em™! | 10 meV

THz 1 0.3336 | 0.4136

100 em~! | 2.9979 1 1.2398
10 meV | 2.4181 | 0.8066 1

Tabelle 4.1: Umrechnung zwischen Frequenzen, Wellenzahlen, Energien.
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Abbildung 4.3: Berechnete (Linien) und gemessene Phononendispersion
fiir das Metall Al mit kubisch flichenzentrierter Struktur (aus Rev. Mod.
Phys. 73, 515 (2001)).

In Abb. 4.3 und 4.4 sind Phononendispersionsrelationen fiir Aluminium
und fiir Diamant gezeigt, die wir kurz diskutieren wollen. Die eingezeich-
neten Kurven sind mithilfe von Dichtefunktionaltheorie berechnet, die wir
in einem spateren Kapitel kennenlernen werden. Die Dispersion ist entlang
der Richtungen [100], [110] und [111] in der Brillouinzone gezeigt, die den
Geraden X, A, A aus Fig. 4.2 entsprechen. Entlang der [100]- und [111]-
Richtungen sind die transversalen Zweige (mit der niedrigeren Energie)
zweifach entartet, aber entlang [110] spalten sie in zwei separate Zweige
auf, was mit geringerer Symmetrie in dieser Richtung zu tun hat. Al mit
einem Atom pro Einheitszelle hat also wie erwartet maximal drei akustisch
Phononenzweige.

Diamant hingegen (siehe Fig. 4.4) hat zwar dasselbe Bravaisgitter, weshalb
wir dieselben Entartungen der akustischen Zweige wie bei Al finden, aber
zuséatzlich gibt es bis zu drei optische Phononenzweige, da Diamant zwei
Kohlenstoffatome pro primitiver Einheitszelle hat. GaAs (siche Fig. 4.5)
mit Zinkblendestruktur, die sich von der Diamantstruktur nur durch die
zwei verschiedenen Atomsorten in der Einheitszelle unterscheidet, zeigt in
der Phononendispersion ingesamt groBe Ahnlichkeit mit der von Diamant,
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Abbildung 4.4: Berechnete (Linien) und mit inelastischer Neutronen-

streuung gemessene Phononendispersion fiir Diamant (aus Europhys. Lett.
32, 729 (1995)).
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Abbildung 4.5: Berechnete (Linien) und gemessene Phononendispersion
fiir den Halbleiter Galliumarsenid mit Zinkblendestruktur (aus Rev. Mod.
Phys. 73, 515 (2001)).

aber auch Unterschiede im Detail; insbesondere sorgen die unterschiedli-
chen Massen von Ga und As dafuer, dass die transversalen und optische
Zweige sich am X-Punkt nicht kreuzen und teilweise entartet sind wie bei
Diamant. Die kleine Aufspaltung zwischen longitudinalen und transversa-
len optischen Phononenzweigen am I'-Punkt bei GaAs hat mit einer makro-
skopischen Polarisation zu tun, die bei einer bindren Verbindung wie GaAs
auftritt. Aus den auftretenden Phononenfrequenzen (bis 300 cm™! bei Al
und GaAs, bis 1300 cm ™! bei Diamant) kann man auch ablesen, dass Dia-
mant weitaus hérter ist, also stdrkere Bindungen und damit eine stirkere
Kriimmung der Potentialenergiefliche in den Gleichgewichtspositionen Ry
aufweist.
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4.5 Thermodynamik der Phononen

Durch die Behandlung der Gitterschwingungen in harmonischer Ndherung
haben wir einen Hamiltonoperator (4.54) fiir wechselwirkungsfreie Bosonen
erhalten. Wir konnen damit die thermischen Eigenschaften eines Festkorpers
berechnen, die auf die Phononen zuriickzufiihren sind, indem wir ein Stan-
dardproblem der statistischen Physik 16sen, das eines idealen Quantengases
von Bosonen. Dafiir ist die Besetzungszahldarstellung und das grofikanoni-
sche Ensemble zweckméfig. Da es sich bei den Phononen um Quasiteilchen
handelt, gibt es keine Teilchenzahlerhaltung und damit kein chemisches Po-
tential. Die innere Energie des Phononensystems ist durch den thermischen
Eigenwert des Hamiltonoperators (4.54) gegeben:

E = (Hharm) Z’hws (a aA>+> (4.63)

mit der Bosefunktion als thermischem Erwartungswert des Besetzungszahl-
operators

1
q

(ngo) = (ag0g) = o —

)
e T —1

T ist die absolute Temperatur in Kelvin, und kg ist die Boltzmannkonstan-
te. Auf dieses Ergebnis kommt man wie folgt: Die Besetzungswahrschein-
lichkeit fiir den Zustand n eines einzelnen Oszillators ist (laut Boltzmann-
verteilung)

(4.64)

En _(n—o—%)hw
e kBT e kBT
P. — — 4.65
= . (4.65)
mit der Zustandssumme
TL+2 T’Lw w
7 — Ze KT —e 2kBT Ze_n’?BT —e QEBT 1 — (4.66)

1_e kBT

Yaxt =
wobei wir eine geometrische Reihe verwendet haben. Damit findet man fiir
die mittlere Besetzungszahl

1 (n+g)ne > ne_(nltilhw > ne_n%
m)y == (n-e_ kg T ) = =n - = =n —— (4.67)
Z £ (nd)ne S e Mkt



und wegen

hw
) Cane (= )e et
a—ane Mt = S0 tel (4.68)
w . Zne kgT

—nw kBT 0 1
n ———1n§ e Ml = — In
hw

kBT 0 _hw kBT ﬁe kBT
= <1 —e ) =

kgT

1
h hw — hw (469)
1—e %7 ek’ —1

Fiir die innere Energie erhilt man durch Einsetzen der Bose-Funktion
E = h —1 ! 4.70
Z w hws(q) —I_ 5 ( : )
e T —1

mit der temperaturabhéngigen Nullpunktenergie
1 IR
Eo= ) ghws(d) (4.71)

als additiver Konstante. Die Grofie

Q(wi(d)) = —oeld)

haws (q)
e T —1

(4.72)

stellt den Energiebeitrag des Oszillators s, g im thermischen Mittel dar.
In zwei Grenzfillen lassen sich die g-Summen néherungsweise berechnen:

1) Grenzfall hoher Temperaturen

Da die Phononenspektren nach oben begrenzt sind, gibt es Temperaturen
mit

kgT > hw(q) fiir alle s, q (4.73)

Dann kann man die Exponentialfunktion entwickeln:

. 1 1 1hws(q)
E= ) hw, ~ )=y keT(14=
% w(q)<1+ms +_”1+2> EZ B (+2 o1+ )
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(4.74)

In fithrender Ordnung bleibt also in Dimension d fiir einen Kristall aus N
Einheitszellen und 1 Atomen pro Einheitszelle

E(T) = dNtkgT fiir kgT > haw (4.75)

d.h. das Dulong-Petit-Gesetz fiir die innere Energie von dNr klassischen
harmonischen Oszillatoren. Nach dem Gleichverteilungssatz der klassischen
statistische Mechanik trégt jeder Freiheitsgrad (jede Impuls- oder Ortsko-
ordinate), die quadratisch in die Hamiltonfunktion eingeht, mit %kBT Zur
inneren Energie bei. Daraus ergeben sich %NkBT fiir das klassische ein-
atomige ideale Gas, gNkBT fiir zweiatomige ideale Gase. Ein klassischer
harmonischer Oszillator hat also zwei Freiheitsgrade, einen der kinetischen
und einen der potentiellen Energie, und damit ist gerade (4.75) fiir dNr
harmonische Oszillatoren zu erwarten; das bestétigt sich also im Grenzfall
hoher Temperaturen.

2) Grenzfall tiefer Temperaturen

Fiir jede noch so tiefe Temperatur gibt es Schwingungs-Eigenfreqenzen
ws(q) mit hws(q) < kgT (akustische Phononen verlaufen nahe des I'-
Punktes linear). Daher kann man fiir die akustischen Phononenzweige keine
Tieftemperaturentwicklung mit der Annahme kg T < hiw machen. Hinge-
gen kann man annehmen, dass die Temperatur so tief ist, dass nur Pho-
nonen im linearen Dispersionsbereich w o<  thermisch angeregt werden
kénnen. Dann treten in der g-Summe nur noch die d akustischen Zweige
auf, und es gilt

heiq
E—Ei=) —eo— (4.76)
q e’ —1

wobei der Index j iiber die d akustischen Zweige lduft, und c; sind die ent-
sprechenden, im allgemeinen verschiedenen Schallgeschwindigkeiten (ver-
gleiche GI. (4.61)). Wir ersetzen jetzt die q-Summe wie in Gleichung (4.42)
durch ein Integral:

\% heiq \% kgT\ ¢ X
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mit der Substitution

hiciq hc; kgT d keT\“ 4
_ 99 4 = MY g dg = Blax: ddq = (B qdx (478
kT O kT o0 9T R @0 AT\ R x (478)

Dieses Integral lduft iiber die erste Brillouinzone oder die primitive Ein-
heitszelle; zwar ist am Zonenrand die Dispersion nicht mehr linear, aber
dafiir gilt fiir die Zustédnde dort huw > kgT, und die Besetzungswahrschein-
lichkeit wird Wegen des Bosefaktors exponentiell klein. Die ursprunghchen
Grenzen 0 bis o fir alle d Komponenten ¢; werden zu 0 bis ak T . daher
konnen wir die obere Grenze fiir hinreichend kleine Temperaturen d.h.

Tthe;

kT < (4.79)
durch oo ndhern. Wegen Isotropie des Integranden kann das d-dimensionale
Integral auf ein eindimensionales Integral reduziert werden. Speziell fiir

d =3:

Vo (kgT) JOO BV
E—E, = 4
"= 2 e ), e =1 T 10(he)?

Hier wurde eine iiber die drei méglichen Zweige und eventuell noch iiber die
verschiedenen Richtungen gemittelte Schallgeschwindigkeit C; eingefiihrt.

——(ksT)! (4.80)

AuBlerdem wurde das Integral fo dxz— = 7{—; verwendet. Also folgt der
Beitrag der Schwingungsanregungen zur inneren Energie fiir ein dreidimen-
sionales System einem charakteristischen T*-Gesetz fiir tiefe Temperaturen.
Das ist wie beim Photonengas (Hohlraumstrahlung), nur gilt es dort fiir
alle Temperaturen. Das ist eine Folge der linearen Dispersion w o< (, die
bei Photonen immer und bei Phononen nur fiir niedrige Anregungsenergien
gilt, und des bosonischen Charakters. Aus der inneren Energie erhélt man
unmittelbar die experimentell gut zugéngliche spezifische Wéarme Cy (pro

Volumen). Fiir dreidimensionale Systeme gilt bei tiefen Temperaturen

19E 2 keT\*
Cy = —of — Sy B2 481
VTVvar 5" B(hc,-) (4.81)

und fiir hohe Temperaturen

N
Cy = 35;7ks (4.82)
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Der Gitteranteil der spezifischen Wirme hat also ein T3-Verhalten fiir tiefe
Temperaturen und geht in einen konstanten Beitrag fiir hohe Temperatu-
ren iiber, wenn alle Schwingungsmoden thermisch angeregt werde kénnen.
Experimentell ist das gut bestétigt.

Ein vereinfachtes Modell, das beide Grenzfille enthélt und dazwischen
sinnvoll interpoliert, ist das Debye-Modell. Es beruht auf den folgenden
Annahmen:

1) Im ganzen relevanten g-Bereich gilt ein lineares Dispersionsgesetz

w(q) = ¢jq (4.83)

wobei mit ¢; wieder eine geeignete gewdhlte mittlere Schallgeschwindig-
keit ¢; gemeint ist.

2) Die Brillouinzone wird durch eine Kugel vom Radius qp ersetzt. Die
Debye-Wellenzahl qp ist so zu bestimmen, dass die Zahl der Zustéande
gleich der Zahl der Atome N ist. (Da das Debye-Modell nur die akus-
tischen Zweige beriicksichtigt, ist die Zahl der Atome pro Einheitszelle
als 1 = 1 angenommen). Dann hat diese Kugel das gleiche Volumen
wie die Brillouinzone, die sie ersetzt. Diese Debye-Kugel vereinfacht das
Ausfiihren der Integrale.

Die Debye-Wellenzahl ist demnach definiert als (wir nehmen hier d = 3
an)

N—Zl—

q,lq1<ap

VvV (9o Vv 3
J d3q1 = —ZJ dqq® = —2q—D (4.84)
[al<ap 27 Jo 2n” 3
Daraus ergibt sich

dp = 672 — . (4.85)

Die Debye-Wellenzahl ist also einfach durch die Dichte der Atome im Kris-
tall bestimmt, die auch im thermodynamischen Limes endlich bleibt. Fiir
die innere Energie erhélt man fiir 3 Dimensionen im Debye-Modell:

\V4 it ap hc: 3
E-E =3 Jé d’q G54 _ 3 v 4ﬂJ dq—CJq
lql<dp 0

(2m)? S T (2n)? T
V (kT 0 X

=3—(+—) keT| d 4.86
272 (’hc]- ) b L Yo 1 (4.86)
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mit derselben Substitution wie (4.78). Man definiert iiblicherweise eine
Debye-Temperatur ©p und eine Debye-Frequenz wp durch

kB@D = thqD = th (4.87)
Unter Verwendung von V = % und xp = h]iquTD = @?D folgt
3 keT \° _ [ 3
E—aps—ﬁ#N( § )kﬂ[ dx—>
27T ’hchD 0 ex—1
T 3 @D/T X3
=9N| — ) kgT d 4.88
(o) T | o (4.58)
Fiir die spezifische Warme pro Volumen erhélt man im Debye-Modell
N/ TN\ [ xtex
Cy=9—-|—] k dx——— 4.89
=5(es) s, T )

Im Grenzfall kleiner Temperaturen kann man das bestimmte Integral wie-
der ausfithren und erhélt

T\°N
Cy =234 — ) =k 4.90
o= m(g,) v 0

Fiir hohe Temperaturen, d.h. @TD < 1 kann man den Integranden nach x
entwickeln und erhélt somit

N
Cy = 3Vk3 (4.91)
also wieder das Dulong-Petit-Gesetz fiir die drei akustischen Zweige, die
beim Debye-Modell nur beriicksichtigt sind. Fiir mittlere Temperatur T

muss man die Debyefunktionen

X 3 _ X 4oV
MMZLQJJ fm:L@ﬁ%F (4.92)
numerisch auswerten, sodass eine Berechnung der vollen T-Abhéngigkeit
der spezifischen Wirme moglich wird. Die Debye-Temperatur kann fiir die
verschiedenen Materialien durch Anpassung an experimentelle Ergebnisse
fiir die spezifische Warme bestimmt werden. @p liegt in der Gréolenordnung
10> — 10% K; solche Temperaturen bzw. die zugehorigen Energien von
~1072 €V sind charakteristisch fiir die Phononen. Beispicle: Al @p =
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394 K, Diamant @p = 1860 K, Kalium @p = 100 K. Die Schallgeschwin-
digkeit, die bei ¢; ~ 102 — 103 m/s liegt, hingt eng mit @p zusammen.
Der hohen Debye-Temperatur von Diamant entspricht die hohe Schallge-
schwindigkeit von 10000 — 20000 m/s (je nach Zweig und Richtung).

Ein anderes stark vereinfachendes Modell fiir Gitterschwingungen ist das
Einstein-Modell. Es macht die einfache Annahme

N

ws(q) = wy fiir alle s, q (4.93)

Dann erhilt man fiir die innere Energie ()_¢ ¢ fiihrt zum Faktor 3Nr)

Wy

E =Ep+ 3Nr Ty (4.94)
eks’ — 1
und die spezifische Warme

=0 2 )

10 N ek’ K TOQ N @E e+ =+

Cy =—=—=E=3=7h s =3—=1k T
YTveT T VT e 2TV B(T) (eF —1)°
(4.95)

wobei die fiir das Phononensystem charakteristische Einsteintemperatur
durch

kB@E = hw() (4.96)

gegeben ist. Im Grenzfall hoher Temperaturen erhélt man durch die Ent-
(]
wicklung e T a1+ 2 + ...

N
E— E() = 3NrkBT, CV = SkaB , (4.97)

also wieder das Dulong-Petit-Gesetz. Im Grenzfall tiefer Temperaturen ist

o ©
die Ersetzung et —lmet gerechtfertigt, und man findet

e N @E 2 Sid
E—Eyp = 3N1kgOge™ T | Cy = SVrkg (T) e T . (4.98)

Innere Energie und spezifische Warme verschwinden also exponentiell fiir
T — 0. Das ist charakteristisch fiir Systeme mit einer Liicke im Anregungs-
spektrum (beim Einsteinmodell ist die Liicke gerade hwy = kg©Og).
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4.6 Phononen-Zustandsdichte

Fiir viele Zwecke sind nicht alle Informationen erforderlich, die eine genaue
Kenntnis von wg(q) liefert. Oft geniigt die Kenntnis, ob es bei bestimm-
ten Frequenzen Schwingungsanregungen gibt und wenn ja, wie viele. Die
Grofle, die diese Information enthélt und fiir das Phononenspektrum cha-
rakteristisch ist, ist die Zustandsdichte n(w). Sie ist definiert als Zahl der
Schwingungszustédnde mit Eigenfrequenz im Frequenzintervall dw bei w
pro Frequezintervall und pro Volumen oder pro Einheitszelle; beide Normie-
rungen sind gebrauchlich (z.B. Ashcroft-Mermin verwendet pro Volumen)
und unterscheiden sich nur um einen Faktor der atomaren Dichte N/v. In
Formeln ist die Definition der Zustandsdichte:

1 . V dd -
= NZ Z 5(w—ws(q)) = NZL . (QW?dé(w—ws(q))
S q :

S
(4.99)
Damit gilt
w+Aw 1 w+Aw R
n(w)Aw J dw'n(w’) = —ZJ dw’s(w’ — w(q))
w N 5g YW
q
1
=N (Zahl der Zusténde zwischen w und w + Aw)
(4.100)
Insgesamt ist die Zustandsdichte hier auf d - v normiert.
J don(w)=d-r, (4.101)
0

d.h. die Gesamtzahl der Schwingungszustinde pro Einheitszelle ist dr. We-
gen
1

lim I = — 4.102
- mx+i§ 5 (x) (4.102)

lasst sich die Zustandsdichte auch schreiben als

n(w _———ZZ w+10+—ws(a) (4.103)

RN
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Ein wesentlicher Grund fiir die Einfiihrung der Zustandsdichte ist die Tat-
sache, dass viele Groflen letztendlich nur von der Frequenz oder der Energie
abhingen; vom Wellenvektor hingen sie nur implizit iiber wg(q) ab. Solche
Groflen, wie z.B. die innere Energie, lassen sich darstellen als

Q=) Qlws(a)) (4.104)
$,q

und miissten eigentlich durch Berechnung der q-Summe bzw. des entspre-
chenden d-dimensionalen g-Integrals berechnet werden. Kennt man jedoch
die dem Schwingungsspektrum entsprechende Zustandsdichte n(w), dann
gilt

(0.0)

Q= J dwn(w)Q(w) (4.105)
0

Damit ist nur noch ein eindimensionales Integral {iber die Zustandsdichte

zu berechnen.

S(w+Hd w

Abbildung 4.6 S(w)
Zweidimensionale Illustra-

tion der Konstruktion von

Gl. (4.107). Die geschlosse-

nen Kurven sind die durch

ws(q) = w definierten dq -/
Fléachen.

Die Gleichung

—

ws(q) = w (4.106)

definiert eine Fliche S(w) im g-Raum, und zwar die Fliche der g-Punkte,
fiir die die zugehorige Frequenz genau gleich w ist. Die Zustandsdichte ist
daher proportional dem Volumen einer Schale im g-Raum, die von den

Flachen S(w), S(w 4+ Aw) gebildet wird. Es gilt daher

V ds
n(w)dw = N ; L(w) (QTt)dqu_ (4.107)
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wobei ds ein Flichenelement von S(w) bezeichnet und dq; den Abstand
zur Fliche S(w + dw) bei diesem Punkt die Oberfliche:

Somit gibt das Integral insgesamt das gesuchte Schalen-Volumen. Fiir die
Punkte der Schale S(w + dw) gilt, wenn q ein Punkt auf S(w) ist:

ws(q +dq) = ws(q) + Viws(q) -dg = w + dw (4.108)
Daraus folgt
dw = Va,(d) - dd = [Vqw,(d)l- da. (4.109)

Damit erhalt man fiir die Zustandsdichte

Vv 1 ds
@) = G2 (g L(w) Ve (3] (4.110)

Die Zustandsdichte ist also durch ein Oberflichenintegral iiber die Flache
mit konstantem w gegeben. Im Eindimensionalen wird dies besonders ein-

fach, da die ,Flache“ nur aus einem Punkt besteht; es ist daher nur die
Ableitung der Dispersionsrelation zu berechnen und q durch w zu substi-
tuieren. Bei einer einatomigen linearen Kette mit Kopplung K zu néchsten
Nachbarn ist die Dispersion fiir einen Zweig gegeben durch

w?(q) = —(1 — cos(qa)) — —sin (%> (4.111)

w(q) = 2\/%008 (%) = a\/% (1 — sin? (%)) (4.112)

Damit ist die eindimensionale Phononenzustandsdichte (ein Faktor 2 ergibt

sich wegen gleichen Verhaltens fiir positive und negative q)

2

(W) a 2 1

n w| = _ —

P /XK w2 T wZ  — w?
21ta M d max

(4.113)

mit der maximalen Frequenz Wmqx = 2\/%. Diese Zustandsdichte ist in
Abb. 4.7 gezeigt.

Bei w = W treten die fiir eine Dimension typischen Van-Hove-Singu-
laritdten auf. Allgemein sind fiir Nullstellen von Vaws(a) Singularititen
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zu erwarten. Diese entsprechen waagerechten Tangenten in der Dispersi-
on wg(q) fiir bestimmte Zweige s. Fiir kleine Frequenzen ergibt sich die
Zustandsdichte aus der linearen Dispersionsrelation der akustischen Pho-
nonen; dort ist |V ws(q)| = ¢; und die Fliachen konstanter Frequenz sind
d-dimensionale Kugeln. Daher ist das Verhalten der Zustandsdichte fiir

kleine w:
L 1
d=1: nw)=— =% _ const
N27’[Cj 27TC]'
F a’
d=2: n(w)=2-2m d =2 w

N~ (27)2¢; 2mc?

q2 3(13

d=3: n(w) =3X47'[

= w
N (2m)3¢;  2mic)

(4.114)

Speziell fiir das Debye-Modell in 3D gilt das w?-Verhalten der Zustands-

dichte im ganzen Bereich:

3 ..
Qi‘gcng fir 0 < w < wp
np(w) = I

0 sonst
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Das Integral iiber die Zustandsdichte ist (mit wp = ¢jqq = Cjy/ 6712%)

" dwnp(w) = 22w}
wnp(w) = —5—=wp =3 4.116
|, awnote) = 55wt (4.116

d.h. es gibt 3 akustische Zweige. Die Zustandsdichte des Einsteinmodells
ist noch einfacher; sie ist durch eine Deltafunktion gegeben:

ne(w) =d-r-6(w — wyp) (4.117)

4.7 Streuung an Gitterschwingungen

Die ideale Methode zur Bestimmung der Phononendispersion ist die in-
elastische Neutronstreuung (vergleiche Kapitel 2.3 ). Dabei verlisst ein
mit Impuls hh einlaufendes Neutron den Kristall mit Impuls hk’, wobei
ein Phonon mit Wellenvektor £q emittiert bzw. absorbiert wird. Es gilt
Impulserhaltung

k=X +4q (4.118)
und Energieerhaltung

h2k2 th/Q
oM., 2M.,,

+ hwg(£q) (4.119)

mit Masse des Neutrons M, und oberes/unteres Vorzeichen fiir Emissi-
on/Absorption. Aus der Messung von Streuwinkel ¥ und Energieverlust
des Neutrons werden der Wellenvektor k' und daraus q sowie ws(q) des
Phonons bestimmt. Der Streuprozess wird nun durch den differentiellen
Streuquerschnitt (oder Wirkungsquerschnitt) beschrieben, fiir den in Born-
scher Naherung gilt:

= A-S(q, w) (4.120)

Dabei enthélt Aa Details des Wechselwirkungsmechanismus, wobei () den
Raumwinkel des gestreuten Teilchen relativ zum einfallenden Teilchen dar-
stellt, und S(q, w) ist der dynamische Strukturfaktor. Letzterer enthalt
die volle Information iiber die Struktur. Zu dieser Grofle gelangt man, wenn
man eine Struktur starr durch die individuellen Teilchen positiven T; durch
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die Wahrscheinlichkeit beschreibt, zwei Teilchen mit einer gegebenen rela-
tiven Position zu finden. Ausgehend von einer Teilchendichte

N
)= 8(r—m7) (4.121)
i=1

kann man die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion
Con(T,7) = (T + 7 (7)) (4.122)

definieren, bei der (...) je nach Zusammenhang einen thermischen oder
quantenmechanischen Mittelwert darstellt. Integration und Normalisierung
ergibt

P(T) = ]§<Jd3r26r—l—r—1‘1)5(1‘—1‘1>— <Zé —|—r1—1‘]>

:_Zelqr <Zelq Ty rl>

(4.123)

wobei wir die Deltafunktion durch eine Fouriertransformation ersetzt ha-
ben. Darin identifizieren wir den statistischen Strukturfaktor

94\4\

<Z etdri—T > (4.124)

Durch Umformung erhalten wir

S(q) = Z 1+<Zelq T T)> = 1+]\\J/J d31"g( e i’ (4.125)
j7#

mit der Paarverteilungsfunktion g(7). Man kann nach g(r) auflosen:
~ 1 T e
_ NZqu (S(q) —1) (4.126)
q

Diese Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen bei T zu finden,
wenn sich bei T = 0 ein Teilchen befindet. Den statistischen Strukturfaktor
konnen wir auch schreiben als

_ %< Y eany e—ﬁ'?i> (4.127)
i j
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oder, wenn wir fiir die Atome in den Gleichgewichtspositionen 1 — 1; =

R + Ry schreiben
1 o o o
S ORI ED M N R ES
T n a T

wegen ) eldRn = N 2¢ 665 , da sich die Phasen fiir alle q # G aufhe-

ben. S(q) weist also scharfe Peaks bei den reziproken Gittervektoren é auf.
Er kann auch durch die Fouriertransformierte Dichte dargestellt werden.

1
=y J d*rn(r) T Z eld™ (4.129)

Fiir g # 0 beschreibt das Abweichungen von der mittleren Teilchendichte
G0 =N = % : diese heiflen Dichtefluktuationen; den Strukturfaktor
kann man als Funktion der Teilchenzahlfluktuationen Na = nEV schreiben

S(q) = N(NaN_a} (4.130)

Es handelt sich also um eine Fouriertransformierte Dichte-Dichte- Autokorrelationsfunk
Um nun Korrelationen zwischen zeitabhéngigen Teilchenpositionen zu be-
schreiben, verwendet man den dynamischen Strukturfaktor

= 1 —lw 1q-r 'LT
.01 = g [are g (7o
1

- ; dte L (NN 5(0)) (4.131)

Wir nehmen jetzt an, dass wir ein Bravaisgitter vorliegen haben und dass
die Ionen zeitabhéngige Positionen

RN

Ru(t) = Rng + n(t) (4.132)

mit Gleichgewichtspositionen R,,o haben. Dann ist der dynamische Struk-
turfaktor

~ 11 : e e
Sld, w) = o | dt ety (elRnlDemiaRnlt])
J
1 1 [ . — N —_ R
= —— | dt elwt elq.(R“0+un(0))e_lq'(Rn’0+un/(t)) 4.133
N 27t | Z< > ( )

A
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Bei der Auswertung des Erwartungswertes A miissen wir die U, als quan-
tenmechanische Operatoren auffassen (da wir sie bald durch Phononen-
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken werden), und die Gleich-
gewichtspositionen sind Parameter. Also gilt

A — eiE-(Rno—Rn/0)< eia‘ﬁn(me—iaﬁn/(tv

— —
N —

_ eiq~(Rno—Rn/0)<eﬁ-(ﬁn(0)—un/(t))eé[q-un(tJ,q-un/(O)]> (4.134)

wobei im letzten Schritt eine Form des Baker-Campbell-Haussdorff-Formel
ereB = eAMBerABl g (A [A,B]] = [[A,B],B] = 0 (4.135)
verwendet wurde. Auflerdem bendétigen wir die Kumulantenformel
(el) = e2(L) (4.136)

fiir den thermischen Erwartungswert und eine Linearkombination L =xa+
ya von Boseoperatoren. Aus der Kombination beider Theoreme folgt

<eAef3> _ o3(A*H2AB+B?) (4.137)
und damit

(lTTn(0) =@V} — = 2W e @ (0@ (1) (4.138)
mit

2W = ((d - un(0))*) = (- un(1))?), (4.139)

dem sogenannten Debye-Waller-Faktor. Damit ist der dynamische Struk-
turfaktor

S, w) = J uutZe iG-Ru0 o ( (G0 (0))(G T (1)) (4.140)

Wir entwickeln fiir kleine Auslenkungen

e<(5-ﬁn(0))(3-ﬁn(t))> ~ 1+ <(a ,ﬁn(o))(a -ﬁn(t))> (4.141)
In 0. Ordnung erhalten wir

S0)(q, w) = e ?Y§(w)N Z 5 a (4.142)
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Die Summe lauft {iber die reziproken Gittervektoren G, und da der Im-
pulsiibertrag q des Neutrons nicht auf die 1. Brillouinzone beschrinkt
ist, bedeutet diese Gleichung, dass in 0. Ordnung in den Auslenkungen,
also im starren Gitter, nur Neutronenreflexe vorkommen, bei denen der
iibertragene Impuls einem reziproken Gittervektor enspricht. Damit wird
also bei endlichen Temperaturen die Intensitit der elastischen Braggpeaks
durch den Debye-Waller-Faktor verringert.

Nun kommen wir zur ersten Ordnung in den Auslenkungen und schreiben
diese durch Phononen-Erzeuger und -vernichter:

—

Uy, = —A(aﬁ + aTE.)éj(k)e”"R“O (4.143)

Damit erhélt man fiir den Strukturfaktor in 1. Ordnung in den Auslenkun-
gen:

- _ h L\ 2 -
Sulq,w) =e 2W]Z m(q'ei(q» <<a%jaaj>6(w_wj(q))

+ (14 (al sag))8(w + wi(d)))
(4.144)
Also sind scharfe Deltapeaks von S(l)(a, w) bei den Phononeneigenfre-
quenzen w]-(a) zu erwarten; deshalb eignet sich die Messung des Struk-

turfaktors durch Neutronenstreuung zur Ausmessung des Phononenspek-
trums.
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