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0. Einfiihrung

0.1 Mittelpunkt der Quantenmechanik: Die Schrédingergleichung

Die Geleichung, die eine entscheidende Rolle in der Quantenmechanik spielt,
ist die Schrodingergleichung; sie ist eine partielle Differentialgleichung, die
in der Form

777777777 +V(x,y,2) [ P(x,y,2,t) = ih%tl)(x,y, zt)
(1)

geschrieben werden kann (mit Masse m, Planckschem Wirkungsquantum
h = h/(27)) wobei die Funktion V : R? — R die physikalische Situation
reprisentiert (V ist zunéchst als zeitunabhéngig angenommen).

Aus dieser Gleichung ergeben sich die mathematischen Probleme, die The-
ma dieser Vorlesung sind:

a) Ebene Wellen

Wellen spielen insgesamt in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle; mo-
nochromatische ebene Wellen sind als vollstéandiges Funktionensystem ge-
eignet zur Darstellung beliebiger Losungen der Schrodingergleichung.

b) Fourieranalyse, Diracsche Deltafunktion

Bei der Uberlagerung von monochromatischen ebenen Wellen zu Wellen-
paketen hat man es mit Fourierintegralen zu tun, und die Umkehrung der
Fouriertransformation fithrt zur Diracschen Deltafunktion; beides nimmt
in der Quantenmechanik einen zentralen Platz ein.

c) Hilbertraumstruktur der Quantenmechanik

Definition eines Hilbertraums: Ein Hilbertraum ist ein linearer Vektorraum
iiber den komplexen Zahlen, in dem eine positiv-definite Hermite-sche Bili-
nearform (Skalarprodukt) definiert ist und der in Bezug auf die durch diese
Bilinearform erzeugte Norm vollstandig ist.

Die quantenmechanischen Zustinde {(x,y,z,t), d.h. die Lésungen von
Gl. (1), stellen einen Vektor in einem Hilbertraum dar.

1

d) Differentialgleichungen

Verschiedene Losungsmethoden (z.B. der Separationsansatz) spielen fiir
Gl. (1) eine Rolle. Wir werden uns mit der Sturm-Liouville-Theorie beschéf-
tigen, die einen Zusammenhang zwischen der Theorie der Operatoren in
Hilbertraumen und der Lésung von Differentialgleichungen herstellt.

e) Orthogonale Funktionensysteme
Insbesondere orthogonale Polynome spielen bei der Losung der Schrédinger-
gleichung eine wichtige Rolle, und zwar

e Hermite-Funktion beim Harmonischen Oszillator
e Laguerre-Funktion im Wasserstoffatom

e Legendre-Funktion bei Drehimpuls und Spin

0.2 Literatur

Die Vorlesung basiert unter anderem auf folgenden Monographien:

1. H. Fischer, H. Kaul, Mathematik fiir Physiker (Teubner, Stuttgart).

2. K. F. Riley, M. P. Hobson, S. J. Bence, Mathematical Methods for
Physics and Engineering (Cambridge University Press).

3. G. Behrendt, E. Weimar, Mathematik fiir Physiker I, I (Physik-Verlag,
Weinheim).

4. G. B. Arfken, H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists (El-
sevier Academic Press).

5. T. L. Chow, Mathematical Methods for Physicists (Cambridge Uni-
versity Press).

6. C. Harper, Analytic Methods in Physics (Wiley-VCH, Berlin).

7. B. W. Roos, Analytic Functions and Distributions in Physics and En-
gineering (John Wiley & Sons, New York).

8. R. M. Dreizler, C. S. Liidde, Theoretische Physik 3 (Springer, Berlin).
Auflerdem fanden folgende Skripte Verwendung:
1. Michael Karbach, Mathematische Methoden der Physik.
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2. Andreas Ruffing, Mathematische Methoden der Quantenmechanik.
3. Cornelius Noack, Hilbertraum-Kompendium.
4. H. G. Evertz, W. von der Linden, Quantenmechanik.

5. Kim Bostrom, Quantenmechanische Konzepte.

0.3 Ebene Wellen

Dieses Kapitel liefert eine kurze Wiederholung von Erkenntnissen aus der
Elektrodynamik iiber ebene Wellen und Wellenpakete, die in der Qanten-
mechanik wieder Verwendung finden.

In der Elektrodynamik hat man Differentialgleichungen vom Typ

Of(x,t) = 0 (2)
mit der Abkiirzung
1 92
H=4"Ga%e )

fir den d’Alembert-Operator LI zu 16sen, wobei f fiir irgendeine Kompo-
nente vom elektrischen Feld E, von der magnetischen Induktion B oder
vom Vektorpotential A steht. Die Losungen fiir E, B und A sind dann we-
gen der Coulombeichung noch der Nebenbedingung unterworfen, dass die
Divergenz verschwindet (Transversalitédtsbedingung).

Allgemeine ebene Wellen

Ein allgemeiner wichtiger Losungstyp von (2) sind ebene Wellen:
f(x,t) = f(n-x Fct) (4)

fiir beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktionen f und dem
Einheitsvektor N in einer beliebigen Raumrichtung, mit [n| = 1. Um zu
zeigen, dass Gl. (4) eine Losung der Wellengleichung ist, verwenden wir
die Abkiirzung

E=mn-xFct (5)
und bilden:
of of _ daf _, d3f dzf
fl, = — = — f=n—: Af =n?— = .
(v )CX aX“ aanoc ~ v ndav n d£2 da?a (6)
of _of o iaf_ar ie &
ot 0 Teot dE 2o ag

und somit
1 0%f
———=0. 7
c20t2 9
Damit ist
E = Epf(x,t) (8)

Losung der Gleichung O = 0; analog fiir B und A.

Zum Begriff ,,Ebene Wellen*

Funktionen vom Typ (4) beschreiben Wellen, deren Wellenfronten Ebenen
sind: Die Punkte X, in denen f(x,t) zu einer festen Zeit t den gleichen
Wert annimmt, liegen auf einer Ebene (Hesse’sche Normalform)

n-x = const , (9)

die senkrecht zu 1 steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (4) erhilt man
Wellen, die in +n-Richtung laufen.

Monochromatische ebene Wellen

Eine spezielle Form der ebenen Welle ist die Wahl
(&) = exp(i¢)

mit der man z.B. die elektrische Feldstérke in der Form

E = Egexpli(k-x F wt)) (10)
erhélt. Dabei ist

k = kn, (11)
und w und k héngen iiber die Dispersionsrelation

w? = K*c? (12)

zusammen, wie man durch Einsetzen von Gl. (10) in die Wellengleichung
OE = 0 sofort sieht. Eine ebene Welle vom Typ (10) nennt man mono-
chromatisch, da sie nur eine (K1;eis—)Frequenz w enthélt. Entsprechende
Losungen findet man fiir A und B.

Terminologie



Wellenvektor k
Wellenzahl k
Kreisfrequenz w
Frequenz v
Wellenlinge A
Schwingungsdauer T

k = [k
w=ck
v =w/(2n)

A=(2m)/k=c/v
T=02n)/w=1/v

Anhand von Gl. (10) sieht man, dass T die zeitliche Periodizitét der Welle

bei festgehaltenem Ort X beschreibt,

exp (iw(t+T)) = exp(iwt + 27mi) = exp(iwt); (13)

analog gibt die Wellenléange A die rdumliche Periodizitéit an:

exp (ik(z+A)) = exp(ikz + 2mi) = exp(ikz) (14)

fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.

Phasengeschwindigkeit
Die Grofle

b=k -x— wt

(15)

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit vy ver-
steht man die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorge-
gebener fester Phase bewegt. Um vph zu bestimmen, betrachten wir wie-
der eine ebene Welle in z-Richtung und bilden das totale Differential von

$(z,t):
d¢ = kdz — wdt.
Fiir ¢ = const. folgt dann:

dz w

Tk

(16)

(17)

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

Wellenpakete, Phasen und Gruppengeschwindigkeit

Zur Vereinfachung betrachten wir jetzt zunéchst ein Wellenpaket, das sich
nur in einer Koordinatenrichtung, z.B. in z-Richtung ausbreitet. u(z, t) sei

eine Komponente von E oder B.

Aus Tu = 0 folgt die Darstellung

u(z,t) = J

—00

oo

dk {ﬁ(k) ei(kz—w(k)t) + ﬂ*(k) e—i(kz—w(k)t) } (18)

mit w(k) = ck fiir elektromagnetische Wellen, wobei 1(z,t) so gewihlt
ist, dass die Uberlagerung ebener Wellen reell ist, wie fiir eine reelle Feld-
komponente erforderlich. Da aber das folgende im Prinzip auch fiir Wellen
mit anderer Dispersion w(k) gilt, bleiben wir zunichst bei der Schreib-
weise w(k). Wir nehmen jetzt an, dass die auftretenden Wellenzahlen aus
einem Band, d.h. einem begrenzten Bereich in der Nihe der Wellenzahl ky
stammen. Wir wihlen als Amplitudenfunktion 1t(k) eine GauBfunktion

2
(k) = \/;;:[0 exp (— 7(k 20_];0) )

mit Maximum k = Ko und Breite o, die auf [ dk (k) = ug normiert ist.
Das bedeutet auch, dass

u(k
tim ) sk k)
o—0 Uy
Wir setzen 1t(k) in das erste Integral von Gl. (18) ein und substituieren

dabei k = (k —kg)/0, d.h. dk = dk/o und k = ko + ok:

ro dk ikt (keekn) — JLQLSW ro dk exp [— (k2—0120)2 +i(kz— w(k)t)}

U () K2
= — dkexp | — — +i(ko + ok)z —iw(ko + oK)t | .

| awe | < okt 0wz — il + o)
Hier kommen wir ohne Kenntnis von w(k) nicht weiter; aber fiir eine hin-
reichend schmale GauBlkurve (fiir kleines o) kénnen wir w (kg + ok) nach
ok entwickeln und mit der linearen Ndherung arbeiten:

dw(k
w(kg + ok) =~ w(ky) +vok mit v= (()>
dk /i

Fiir elektromagnetische Wellen ist w(k) = ck linear, und diese N&herung
wird exakt. FEinsetzen ergibt

00 (o] 2
ik (k) _ W0 i(koz—w(kg)t)J K (vt
J_Ood u(k)e —\/ﬁe N dk exp 5 +io(z —vt)k

, 2
_ uoel(koz—w(ko)t> exp |: o %(Z o Vt)ﬂ



u(z,t)

Abbildung 1:
Momentaufnahme
des Wellenpa-
kets fiir eine

feste Zeit t.

(19)

wegen

1 1
-y +1io(z—vt)k = 5{(1K)2 + 2i0(z —vt)k 4 0%(z — vt)2} — 502(2 —vt)?

1 1
— 5(iK +o(z— vt))2 - 502(2 —vt)?

(20)

und

o 1
J dk exp |:2(iK +o(z —vt))ﬂ =2n (21)
—00
Der zweite Teil von Gl. (18) liefert das konjugiert Komplexe davon. End-
ergebnis:

2
u(z,t) = 2ug coslkoz — w(ko)t] exp [— %(z - vt)Q] (22)

Abb. 1 zeigt die z-Abhéngigkeit der Losung fiir eine feste Zeit t.
Die Welle

o cos[koz — w(kg)t] = cos [ko(z— w(kO)t)}
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bewegt sich mit Phasengeschwindigkeit

w(ko)
ko

Vph =

in z-Richtung. Sie wird begrenzt durch den z-abhéngigen Amplitudenfaktor
2
o)
+exp [ — 7(2 — vt)2]

der Breite 1/0, der sich mit der Gruppengeschwindigkeit

ey — dw(k)
s dk /i,

in z-Richtung bewegt. Der Amplitudenfaktor formt das Wellenpaket. Im
Allgemeinen sind Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit ver-
schieden; dann gleitet die Welle durch das Wellenpaket hindurch. Im Fall
elektromagnetischer Wellen jedoch sind beide gleich der Lichtgeschwindig-
keit:

k
Phasengeschwindigkeit vy, = % =c
— d(K) 29)
Gruppengeschwindigkeit vg, = K = c

Welle und Wellenpaket sind hier also starr verbunden. Die Verallgemeine-
rung auf eine allgemeine Ausbreitungsrichtung k ist unproblematisch; das
Wellenpaket wird dann durch

u(x,t) = Jd?’ka(i)ei(m—“’(k“) (24)

dargestellt, und man erhalt fiir das Wellenpaket die Gleichung

-~

Reu(X,t) = cos [kox—w(ko)t] Jd?’kf(i—io) cos [(k—ko) (x—vt)] (25)

— N

mit einer um Eo zentrierten Amplitudenfunktion ﬁ(E) = f(k — ko).



1. Fourierreihe und Fouriertransformation

1.0 Motivation

Die Fourieranalyse hat in der Quantenmechanik mehrere wichtige Anwen-
dungen.

a) Basistransformation: Durch Fouriertransformation kann man zwi-
schen Ortsraum (P (T, t)) und Impulsraum (P(p,t)) wechseln. Das hat
z.B. den Vorteil, dass der Impulsoperator im Impulsraum ebenso einfach
wird wie der Ortsoperator im Ortsraum.

b) Spektralanalyse/Reihenentwicklung: Die Fourieranalyse erlaubt es
zum Beispiel, festzustellen, welche Frequenzen zu einem komplizierten zeit-
abhéngigen Messsignal gehdren.

¢) Losung von Differentialgleichungen: Fouriertransformation verein-
facht Differentialgleichungen oft stark, indem sie Ableitungen durch Pro-
dukte ersetzt.

1.1 Fourierreihen

Periodische Funktionen lassen sich nach , Teilfrequenzen® zerlegen; dieses
Verfahren ist unter den Namen Fourieranalyse bekannt.

Definition der periodischen Funktionen: Eine Funktion f(t) heifit peri-
odisch mit Periode T (T > 0), wenn fiir alle t gilt: f(t + T) = f(t).
Der kleinste Wert von T, fiir das das erfiillt ist, heifit kleinste Periode oder
einfach Periode von f(t). Die Fourieranalyse beruht auf dem Fouriertheo-
rem:

Jede eindeutige Funktion f(t), die auf dem geschlossenen Intervall [—7t, 71]
definiert ist, kann auf diesem Intervall durch die trigonometrische Reihe

+Z an cos(nt) + by sin(nt)] (1.1)

n=1

_%
2
dargestellt werden, wobei die Entwicklungskoeffizienten nach den Euler-
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schen Formeln

7T
an = 7TJ dt f(t) cos(nt), n=012,...
n (1.2)

1 s
b, = J dt f(t) sin(nt), n=1,2,...
) n

bestimmt werden (Existenz dieser Integrale ist also erforderlich). Diese Rei-
henentwicklung der Funktion f(t) heifit Fourierreihe. Die punktweise Kon-
vergenz dieser Reihe wird durch das Dirichlet-Theorem bewiesen, wobei die
Funktion f(t) den Dirichletbedingungen geniigen muf3 (f(t) beschrinkt im
Intervall, nur endlich viele Unstetigkeiten, nur endlich viele Maxima und
Minima).

Verdnderung der Intervalls von [—m, 7] auf [-T/2,T/2] (d.h. Peri-
ode T statt 27r): Dann ist

i [an cos (27'mt) + by sin (27'-[]—nt)}

n=1
2 (12 2mmt
mit a, = J dt f(t) cos (£>, n=0,1,... (1.3)
2 (12 _/2mt
bn_TJ_T/Q dt f(t) sin (?), n=12...

Ubergang zur komplexen Form: Wir ersetzen cos und sin durch die
komplexe Exponentialfunktion:

exp ) + exp ( - 127}‘“) exp ( 27mt) exp ( — i
bn .
-2 [o ; + =
ap > a, —iby 2mmt 2 an +1iby 2mnt
5 () S et (Y
n=1 n=1
i - (i2ﬂnt)
X
n €Xp T
n=—oo
mit fo= 9 g = Gt Gt

(1.4)
Mit der Benennung wy, = 27tn/T gelangen wir also zur komplexen Fou-

10
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rierreihe
o
= ) fanexp(iwnt). (1.5)
n=—oo

Die Fourierreihe (1.5) konvergiert gleichméflig (und damit auch punktwei-
se), wenn f(t) periodisch mit der Periode T und stiickweise glatt ist. Die
(schwichere) Forderung der Konvergenz im quadratischen Mittel ist erfiillt
fiir periodische, in [—T/2, T/2] stetige Funktionen f(t).

Die Fourierkoeffizienten f, sind durch

1 (/2
o= J dtf(t) exp(—iwnt) (1.6)
T —T/2

gegeben. Fiir den Beweis verwenden wir die Orthonormalitétsrelation

1 ["? 2
J dt exp (lw(n—m)t) = dmn  wobei wy, = wn = m (1.7)
T) 1 T

und finden, wenn wir f(t) mit exp(—iwmt) multiplizieren und iiber das
Intervall [—T/2, T/2] integrieren:

T/2
J dt f(t) exp(—iwmt) :J dt Y frexp (i(wn — wi)t)
—T/2 -T2 = (1.8)
=T fudun =T fm.
n

Damit ist Gl. (1.6) bewiesen.

1.2 Fourierintegrale

Nicht-periodische Funktionen lassen sich i.a. durch Fourierintegrale dar-
stellen, die sich aus Gl. (1.5) im Limes T — oo ergeben, d.h. das Periodi-
zitdtsintervall ist [—T/2, T/2]1 o, und damit muss die Summe iiber wy,
durch ein Integral iiber w ersetzt werden. T — oo bedeutet dann, dass
Aw = 2/T — 0 geht, d.h. Schritte zwischen benachbarten Frequenzen
werden immer kleiner, und die erlaubten Frequenzen werden zu einem Kon-
tinuum. Da die unendliche Summe der Fourierreihe in ein Integral {ibergeht,
werden auch die Koeffizienten f, zu kontinuierlichen Funktionen f (w).

11

Sei Aw = 27/T der Abstand benachbarter Frequenzen wy,, so ist

f exp(iwnt) =

Z \/ﬁAw i w f(wn) exp(iwnt)

ﬁ\

(1.9)
mit

flwn) = Vonty _ Ly, (1.10)

Aw V21
und im Grenziibergang T — oo

flwn) =2 f(w), Aw =2 dw,  wy, —2 w (1.11)

Also kann man Gl. (1.9) als Riemannsumme des Fourierintegrals

1 (= ~
f(t) = —= dw f(w iwt 1.12
0= —= | dwitw)ention (112
auffassen. Fiir die Umkehrung von Gl. (1.12) zeigt der Vergleich von Gl. (1.6)
und (1.10):
f(w) L Joo dt f(t) exp(—iwt) (1.13)
= exp(— : :
V2T ) P

f(w) heift die Fouriertransformierte zu f(t). Sie existiert und (1.12) kon-
vergiert im quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrablen Funktionen

f(t), fiir die

JOO dt|f(t)? < oo; (1.14)

f(w) ist dann auch quadratintegrabel.

Beispiel 1: Fouriertransformierte der Exponentialfunktion

Wir suchen die Fouriertransformierte f(w) zur Funktion

0 t<0
f(t) = (1.15)
Aexp(—At) t=0,A>0

12



Dann gilt nach Gl (1.13):

flw) = —— ro dt exp(—iwt)f(t) = —— J " dt exp(—iwt) exp(AL)

V2 ) o Ver o
A {_exp(—(iw-l-?\)t)]oo_ A 1

iw + A 0  Vomiw 4+ A

V2m
(1.16)

Man sieht, dass der Vorfaktor A nur die Amplitude, nicht die Form der
Fouriertransformierten beeinflusst.

Beispiel 2: Rechteckfoérmige Frequenzverteilung

Wir betrachten die Rechteckverteilung von Frequenzen
~ 1 jwl<Q
flw) = { wl (1.17)
0 sonst
und suchen die zugehdrige Zeitentwicklung f(t). Diese ergibt sich durch

inverse Fouriertransformation (Gl. (1.12))

00 Q
f(t) = IJ dw f(w) exp(iwt) — 1J dw expliwt)

V2T ) o V2 o

. ) 1.18
1 [exp(iwt)}Q 1 elt _ g0t _ 20 sin(Qt) (1.18)
- Vom it 0 2m it  Von Ot
fle) fO1 20~2n
1
w . t
-Q Q Q

Abbildung 1.1: Rechteckfunktion und ihre Fouriertransformierte.

Die Dauer At des kurzen Wellenzuges von f(t) schiitzt man aus Figur 1.1
ab zu:

At ~ % wmdmit Aw =20 ~ AwAt ~ 2w (L19)
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Je schmaler (breiter) das Signal f(t) werden soll, desto breiter (schmaler)
ist das Frequenzspektrum, das man benétigt. Diese Unschdrferelation ist
nicht an das Beispiel (1.17) gebunden, sondern ist ein charakteristisches
Merkmal der Fouriertransformation.

Bemerkung

Die symmetrische Aufteilung des Faktors 1/4/27 ist nicht zwingend; es
gibt ebenso die Moglichkeit der Konvention

f(t):J' dw...  und f(w)zlj dt .
—0 27 | _ o
oder e o
f(t):J dw... und f(w):J' dt...
21 J_o —00

Ob die Fouriertransformierte als Integral iiber exp(—iwt) oder exp(iwt)
definiert wird, kann auch von Autor zu Autor variieren. Man kann sich
diese Freiheit klarmachen, indem man Gl. (1.13) in Gl (1.12) einsetzt:

f(t) = i J 7 dw expliwt) JOO dt’ exp(—iwt)f(t) (1.20)

—00 —00

Diese Beziehung heifit Fourierintegraltheorem. Durch die Substitution w =
—w’ kann man es auch in die Form

o0

1 o

f(t) = J dw’ exp(—iw’t)J dt’ exp(iw’t")f(t)) (1.21)
27-[ —00 —00

bringen, sodass klar wird, dass alle vorher genannten Konventionen fiir die

Fouriertransformierte gleichberechtigt sind.

Fouriertransformation in mehreren Dimensionen

Bisher haben wir nur die Fouriertransformation von der Zeit- zur Frequenz-
achse und zuriick betrachtet; wir konnen die Fouriertransformation auch im
dreidimensionalen Ortsraum durchfithren. Die Fouriertransformation von
f(x,y,z) ist definiert als

£ _ 1 —ikyx —ik,y —ik,z
f(ky, ky, k) = (271)3/2de6 dee vl dze f(x,y,z) (1.22)
Die inverse Transformation lautet

1 . . . -
f(x,y,z) = R J dk, ex J dk, ey J dk, e™=* f(ky, ky, ko) (1.23)

14



Das lésst sich kompakter schreiben als

2T 1 kX (o
f(k) = Wjd3xe k f(X) (124)

wobei die Integrale {iber den gesamten Orts- oder Wellenvektorraum (k-
Raum) laufen. Je nach Art der Funktionen f(x) und f(k) bieten sich an-
dere als kartesische Koordinaten bei der Berechnung der Integrale an. In
Gleichung (1.25) konnen wir die Entwicklung der Funktion f(x) in ebene

Wellen aus Kap. 0.3 wiedererkennen, mit f(k) als Amplitude der Wellen
etk X

Fouriertransformation von Ableitungen

Wir bilden, analog zur Fouriertransformation von f(t)

- 1 (™ .

flw) = @J dt f(t)e 't (1.26)
die Fouriertransformation der Ableitung %(tt)

~ 1 (*® df(t) _;

fl(w) = \/%J dt %eilwt (127)

und erhalten durch partielle Integration

1

V27

filw) = {

f(t)e-iwt] . 1JOO dt (1) (—iw)e "t = iwf(w)

o V2T

—00

(1.28)

wobei wir annehmen konnten, dafl f(t) — 0 fiir t — oo (das ist Voraus-
setzung fiir die Existenz der Fouriertransformation, denn sonst wére f(t)
nicht quadratintegrabel). Die gefundene Beziehung ldsst sich leicht auf die
1-te Ableitung verallgemeinern,

filw) = (iw)f(w), (1.29)
vorausgesetzt, daf alle integrierten Terme fiir t — *o00 veschwinden. Diese
Beziehung macht die Fouriertransformation niitzlich bei der Losung von
Differentialgleichungen. Die Ableitung ist durch eine Multiplikation in w-
Raum ersetzt worden.
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Fouriertransformation einer Differentialgleichung

Wir betrachten die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung
X 4+ ax 4+ bx = f(t) (1.30)

x(t) ist die Auslenkung aus der Ruhelage als Funktion der Zeit und f(t) ist
die treibende Kraft; geddmpft wird die Schwingung durch eine geschwin-
digkeitsabhingige Reibungskraft, und b ist proportional zur Stirke der
Riickstellkraft. Wir stellen nun die Auslenkung durch ihre Fouriertransfor-
mation dar:

x(t) = \/127[ JOO dw e"x(w) (1.31)

Nun Fouriertransformieren wir die Differentialgleichung (1.30):
(> it (> :

— | dte X+ ax+bx :J dte @t f(t

V2T Joo | ) V2T ) oo (¥

—00

1.32)
~A (lw)*x(w) + (iw)ax(w) + bx(w) = f(w) (1.33)
- f(w)
p— 1- 4
~x(w) —w?+alw+b (1.34)
Wir transformieren X(w) zuriick auf die Zeitachse:
1 (™ — 1 [ eltf(w)
t) = — dw et = — dw—— (1.35
x{t) \/27‘[Joo w e x{w) \/ZnJoo wb—i—aiw—w2 (135)

Fiir eine gegebene treibende Kraft f (t) und damit ihrer Fouriertransfor-
mierten f(w) miissen wir also nur noch das Integral (1.35) ausfithren, wozu
allerdings etwas Funktionentheorie erforderlich ist.

Fouriertransformation als Beispiel einer Integraltransformation

Die Fouriertransformation ist nur ein Vertreter einer allgemeineren Trans-
formation, der Integraltransformation

b

fla) = J dtK(e, t)f(t) (1.36)
a

wobei f(x) die Transformation von f(t) beziiglich des Kerns K(«, t) ist,

und « ist die Transformationsvariable. Zum Beispiel ist die Laplacetrans-

formation definiert durch K(a,t) = e *, a =10, b = co:

flo) = J:o dt e *H(t) (1.37)
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Die Laplacetransformation kann wichtig werden, wenn die Fouriertransfor-
mation nicht existiert, z. B. weil f(t) nicht gegen null geht fiir t — oco.
Fiir die Umkehrung der Laplacetransformation sind Kurvenintegrale in
der komplexen Ebene (Funktionentheorie) erforderlich. Allerdings sind vie-
le Laplacetransformationspaare tabelliert. Die Laplacetransformation ver-
wandelt ebenso wie die Fouriertransformation Ableitungen in Multiplika-
tionen und eignet sich daher ebenfalls zur Vereinfachung oder Losung von
Differentialgleichungen.

1.3 d-Distribution

Die Fouriertransformation (1.12), (1.13) fiihrt auf das folgende mathema-
tische Problem: Setzt man Gl. (1.13) in (1.12) ein, so muss (nach Vertau-
schung der Integrationsreihenfolge)

1 00 !/ !/ © H !/ © ! ! li
f(t) = %Jw dt’ f(t )JOO dw exp (iw(t—t')) = JOO dt’ f(t")o(t—t')
(1.38)

mit
d(t—t') = ;ﬂro dw exp(—iw(t —t')) (1.39)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingefiihrte
GroBe &(t — t’) ist offensichtlich keine gewohnliche Funktion, sondern ei-
ne Distribution, die streng genommen nicht fiir sich alleine stehen darf,
sondern nur in Verbindung mit der Integration in (1.38) erklért ist. Die
grundlegende Beziehung fiir &(t) ist

Joo dtf(1)5(t) = f(0) (1.40)

—0o0
Das bedeutet eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktion f(x), die
jedem x € R einen Wert zuweist; stattdessen weist eine Distribution f(x)
der GroBe [ dx f(x)g(x) fiir jede geeignet gewiihlte Testfunktion g(x) einen
Wert zu.

Darstellungen
Die 6-Distribution, als deren Definition wir im folgenden GIl. (1.38) be-
trachten wollen, kann durch jede Folge stetiger Funktionen 6, fiir die
o
lim J dt’ f(t")o,(t —t') = f(t) (1.41)

.
n—oo J_.
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gilt, dargestellt werden. Beispiele:

1.) Rechteck

1
on(t)=n  fir |t< o don(t) =0 sonst. (1.42)

2.) GauB-Funktion (,,Glockenkurve*)

dn(t) = nexp(—mt?n?). (1.43)

3.) Die Darstellung

_ 1sin(nt) L J“ dw exp(iwt) (1.44)

6n(t) — t = %

-

fithrt gerade auf die Schreibweise (1.39).

Vorsicht: Die Gleichungen (1.41) - (1.44) sind so zu verstehen, dass die
t'-Integration vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln

1.) 8(t) = 8(—t)
2.) 5(at) = ri‘é(t)

Beweis:
a) Fall a > 0: Fiir beliebige Funktionen f(t) gilt

[" atitwsan = 1| dt’f(i)é(t/) ST ™Y

—00 —00 a —00

wobei wir t/ = at substitutiert haben. Durch Vergleich der Integran-
den folgt die Behauptung.
b) Fall a = —b < 0: Wiederum gilt fiir beliebiges f(t)

[ atsian = 5| "avi( ) = 2 - [ avro

—00 —00

wobei wir t/ = at = —bt subsitutiert haben. Beide Fille zusammen
ergeben obige Beziehung.
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3.)

4.

5.)

S a?) 6(t+a)2L|6(t—a); 0’0

Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Beziehung

wobei t; die Nullstellen der Funktion h(t) sind.

Ableitung der Deltafunktion &’(t)

Man findet
| arttwsto) = o], - | arrvsn = - 1o
= Joo dtf'(t)5(t)
Allgemein gilt -
Jio dtf()s™(t) = (—1)" J: dt ™ (t)s(t); (1.45)

d.h. die 5-Distribution ist (beliebig oft) differenzierbar, vorausgesetzt,
dass f (beliebig oft) differenzierbar ist. Die Ableitung wird von der
Deltafunktion also abgewilzt auf die Funktion f(t), mit der die Del-
tafunktion unter dem Integral steht.

Heaviside-Funktion

1 firt>0
o(t) — iir
0 firt<oO

Es gilt 8/(t) = 8(t), denn

dtf(1)e’(t) = [f(1e(t)]™ — ro dtf'(1)8(t) = f(o0) — Joo dtf'(t)
0

= f(oo) — [f(t)]” = f(0) = J dt f(1)d(t)
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2. Grundlagen der Funktionalanalysis

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit Vektorrdumen und stetigen Ab-
bildungen auf diesen. Wichtig ist dabei der Begriff des Funktionals, d.h.
einer Abbildung von Vektoren auf Skalare (Beispiele: Norm, bestimmtes In-
tegral) und des Operators, d.h. einer Abbildung von Vektoren auf Vektoren
(Beispiele: Differentiation, unbestimmtes Integral). Man kann die Funktio-
nalanalysis als eine Erweiterung der Linearen Algebra auffassen. Ein wich-
tiger Spezialfall der in der Funktionalanalysis untersuchten Vektorrdume
sind normierte Vektorrdume, z.B. Hilbertrdume.

2.1 Vektorraume

Vektorrdume sind in der Physik von besonderer Bedeutung, da sie oft
die zugrundeliegende mathematische Struktur des physikalischen Problems
wiederspiegeln. Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung der grunde-
legenden Definitionen.

Definition 2.1 (Vektorraum). Es sei K ein Korper (R oder C) und eine
Menge V gegeben mit einer inneren Verkniipfung (Addition):

+: VX V=V, (jvi),va) = vi) + [va)
und einer dueren Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren),
G KxVeYV, (oc,lv)) o v),
dann heifit V Vektorraum iiber K, wenn gilt:
V1: V zusammen mit der Addition + ist eine Abelsche Gruppe.
V2: Fiir die Multiplikation mit Skalaren gilt

— Distributivitéit: (4 B) - [v) = & - [v) + B - [v)
— Distributivitéit: o+ ([v1) + [va)) = o« [vi) 4+ & - [v)
— Assoziativitit: o - (Blv>) = (af) - v)
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— Existenz eines neutralen Elements: 1 - [v) = [v)
Vo, B € K und [v),[vy),[ve) € V.

Die Elemente [v) € V heifilen Vektoren. Als Schreibweise fiir Vektoren
wihlen wir [v), nach Dirac auch ket genannt.

Definition 2.2 (Untervektorraum). Sei V ein IK-Vektorraum. Die Teil-
menge W € V heifit Untervektorraum von V, wenn gilt

UV1: W#Q

UV2: Abgeschlossenheit beziiglich Addition : [wy), |we) € W = (\w1> +
\W2>) cw

UV3: Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation mit Skalaren: [w) € W, €
K= (aw) ew

Dadurch wird in W eine Vektorraumstruktur induziert.

Beispiele:
a) K™ Die Menge K" aller n-Tupel |&) = (o, ..., &), & € K (d.h. der
gewohnte n-dimensionale K-Vektorraum, IK = R oder IK = C)

b) 1P : Die Menge IP(1 < p < c0) aller Folgen fiir die gilt ) 17, |ocn|p < 00

¢) C([a,b]): Die Menge C([a,b]) aller auf dem Intervall [a,b] stetigen
Funktionen.

d) C™([a,b]): Die Menge C™([a, b]) aller auf dem Intervall [a, b] n-mal
stetig differenzierbaren Funktionen.

e) LP: Die Menge LP(1 < p < o0) aller auf dem Intervall [a, b] messbaren
Funktionen f : t +— f(t), fiir die das Integral IZ dt |f(t) |p existiert.

2.2 Normierte Riume

In Form einer Norm fithren wir eine Struktur in Vektorrdumen ein; es wird
sich zeigen, dass es viele verschiedene Realisierungen von Normen gibt.
Normen quantifizieren den Begriff des Abstandes zwischen Vektoren.

Definition 2.3 (Norm). Es sei ein K-Vektorraum V gegeben, auf dem
eine Abbildung ||-|| : V + R definiert sei. Diese Abbildung nennen wir
Norm, wenn die folgenden Axiome gelten (wir verwenden die Schreibweise

V)= [vID:
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N1: ||v|| = 0, wobei [[v]| =0< [v) =0
N2: Homogenitétseigenschaft: |[oc - v|| = |« - ||v]]
N3: Dreiecksungleichung: [[vi + va|| < |[vi| + |[val|

Einen Vektorraum mit einer Norm nennen wir normierten Raum und
bezeichnen ihn mit (V,||-||).

Lemma 2.1. Sei ||| eine Norm auf V, dann gilt fiir alle [v1), [ve) € V:
[vi £ vall Z [flva]l = [[valll-

Wir betrachten jetzt Folgen in Vektorrdumen. Unter dem Limes der Folge
vn) =% [v) verstehen wir, dass gilt: |[vn, — V|| T 0.

Normierte Rédume haben die folgenden Stetigkeitseigenschaften:

Satz 2.1. Es sei ein normierter Raum (V,[|-||) gegeben mit den Folgen

n), V2) € Vund o, € K und den Konvergenzeigenschaften [vy) ———»
v), v) ==, V'), on 7%, «, dann gilt:

1) Tvn) + i) === ) + V).

2) V) % alv)

3) ol === vl

Das beweist man mit den Normeigenschaften (N1)-(N3), z.B. fur 1)

on v = v+ = vn=v+v =V < fon =Vl + vy =V =0
Beispiele:

Aus den Vektorraumbeispielen lassen sich z.B. mit folgenden Normen nor-
mierte Vektorrdume konstruieren:

a) Euklidische Norm ||-||2:

(K™ [1l2) = lloxlla ==

n
Z|‘xl|27 |O(> = ‘0('17""0("[1) GK“
=1

b
(CUa, b )« [Ifle = J atlf(v2,  If) € C(la, b))

a
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b) p-Norm |||, (1 < p < oo):
1/p

(lpv HHP) : H(XHP = (Z(X[p> ) ‘O(’> = |(X1a ceey (XTU .. > € l'P
1=1

b 1/p
(L7 ((a, b1, ) : |f|p:=(j dt|fm|p) 1) e LP(la,bl)

a

Die Vektorraume 1P und LP, insbesondere 12 und L? spielen eine wichtige
Rolle in der Quantenmechanik.

Skalarprodukt

Eng verbunden mit der Norm ist das Skalarprodukt in Vektorrdumen.

Definition 2.4 (Skalarprodukt). Es sei ein K-Vektorraum gegeben, auf
dem eine Abbildung (:|-) : V x V — K (R oder C) definiert sei. Wir
nennen diese Abbildung Skalarprodukt, wenn folgende Axiome fiir alle
V), [vi),[ve) € Vund a € K gelten:

S1: (vlv) > 0, wobei (V[v) = 0 < |v) = 0 (Skalarprodukt ist positiv
definit)

S2: (vi|ava) = a(vi|va)

S3: (vvi +vg) = (vvl) + (v[v2)

{
{
4: (viva) = ({(valv1))" (Skalarprodukt ist Hermitesch)
(

Gilt (vive) = 0, so heiflen die Vektoren |v;) und |[ve) orthogonal zuein-
ander.

Aus diesen Definitionen folgt, dass mit ||v|| = \/(V[v), [v) € V eine Norm
auf V erklart wird, die kanonische Norm auf V genannt wird. Die Nor-
maxiome (N1)-(N3) folgen dann aus (S1)-(S3).

Beispiele:
a) (12,”‘H2) : {«B) Zoc Brn, |ty = lotg,...,0n,...),I3) =
IB1,... Brns...) €12

Das so definierte Skalarprodukt erzeugt die Euklidische Norm ||-||2 als
kanonische Norm. Man vergewissert sich leicht, dass es sich bei («|f3)
um ein Skalarprodukt handelt:
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Do) = Y ooty = 3 o> = 0, und 3 Jonf* = 0 & oy =
0Vn < o) =10).

2) (adeB) = 3, o (chn) =X anBn = c(xIB).
(B +v) =X & (Bn+¥n) = X 0B+ X oyvn = (xIB) +
(atly).
(B) = Y oBn = 2, (Bhom)" = (Bla)*.

b

b) (Clla, b, |[]ls) : <f|g>:—Jdtf(t)*g(t), 1£),19) € C(la, b])

a
Auch in diesem Fall erzeugt die Euklidische Norm ||-||2 die kanonische
Norm.

b

c) (Clla, bI), [l5) = (flg) -—J dtw(t)-f(t)*g(t), If),lg) € C(la,b])
mit einer Gewichtsfunktion w(t) € C([a, b]), fiir die w(t) > 0 gilt.

Einen Vektorraum mit einem Skalarprodukt nennt man auch einen Pra-
hilbertraum.

Eine Norm, die durch ein Skalarprodukt erzeugt wird, hat folgende Eigen-
schaften:

Satz 2.2. Sei ein KK-Vektorraum gegeben mit [v1), [vo) € V, & € K, mit
einer kanonischen Norm ||-||, die durch das Skalarprodukt (-|-) erzeugt wird,
dann gilt:

1) Schwarzsche Ungleichung: | vl\vQ>| < vallffvel|-
2) |[vi+ve|| = [[vi]| + [[va]| © Fox = 0 mit [v) = &|va) oder |vo) = alvy).
3) Parallelogrammidentitéit: |[vi 4 va||? + |[vi — va||? = 2(||v1||2 + [[vall?).
4) Polarisierungsidentitét

a) K=R  (vifva) = 3([[vi +val* — [vi —vaf*).

b) K=C (vilva) = g([[vi+val* — [[vi—val]® +i[[vi —tva| > —i[vi +

iVQHQ).

Duale Vektoren und Dualrdume

Wir untersuchen nun die Linearitéatseigenschaften des Skalarproduktes.
Wir beginnen mit dem zweiten Argument des Skalarprodukts und setzen

vi) = afva) + Blvs) .
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Dann ist nach (S2), (S3)

(vvi) = (vl(xlve) 4 Blvs)) = a(viva) + B(vlvs),

d.h. (Vlvy) ist eine lineare Funktion von o und 3, das Skalarprodukt ist
linear im zweiten Argument.
Jetzt wenden wir uns dem ersten Argument zu und setzen

V) = afva) + Blvs).
Wir bilden dasselbe Skalarprodukt (unter Verwendung von (S2)-(54)):

(Vi) = (vilv)* = (ec(vilva) 4 B(vilvs)) " = o (vilva)* + B*(vilvs)*
= o (valv1) + B (vslv1) .
(2.1)

Wir finden also, dass (v[vi) im ersten Argument keine lineare Funktion von
ocund f3 ist. Man nennt das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument.
Die durch das Skalarprodukt definierte Form ist daher nicht bilinear son-
dern sesquilinear.

Um diese Asymmetrie beziiglich erstem und zweitem Argument des Skalar-
produkts aufzulésen, interpretieren wir die sogenannten bra-Vektoren (|
als Elemente eines anderen Vektorraums. Dabei gibt es eine direkte Korre-
spondenz zwischen Vektoren beider Rdume. Es gibt also einen Raum der
kets und einen dazu dualen Raum der bras. (v| heifit dann der zu |v)
duale Vektor; sie tragen den identischen Namen v. Die Multiplikation
eines bra mit einem ket wird jetzt durch

<V1| : \V2> = <V1|V2>

erklart. Wenn wir
(vl = (valo® + (v3IB*

setzen, finden wir
(Vivi) = &« (valvi) + B (vsv1)

d.h. dasselbe Resultat wie in (2.1). Somit ist (V| = (volac® + (v3|f* der
zu [v) = afva) + PBlvs) duale Vektor. Unser Skalarprodukt ist also aus-
schlieBllich zwischen bras und kets, d.h. zwischen Elementen zweier unter-
schiedlicher aber eng verwandter Vektorrdume definiert.
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Die mathematische Grundlage fiir die Diracsche Bra-Ket-Notation ist der
Zusammenhang des Skalarprodukts auf normierten Vektorrdumen (spéter
dann Hilbertrdumen) mit linearen Abbildungen oder linearen Funktio-
nalen auf diesen:

Zu jedem linearen Vektorraum V existiert ein sogenannter Dualraum li-
nearer Funktionale auf V. Ein Funktional weist jedem Vektor [v) € V einen
skalaren Wert a € K zu. Ein lineares Funktional erfiillt zusétzlich:

F(alv)+Bw)) = aF([v)) +BF(w)) V&, B € K und [v), lw) € V. (2.2)

(Beispiel fiir ein lineares Funktional: das bestimmte Integral; es weist jeder
Funktion f einen Skalar zu und ist linear.)

Die Menge aller linearen Funktionale bilden einen Vektorraum V* (den
Dualraum), wenn wir auch die Summe definieren:

(Fi+F2)(Iv)) = Fi(v) + F2(Iv)) . (2.3)

Der folgende Satz stellt jetzt die eindeutige Beziehung zwischen Vektor-
raum und zugehorigem Dualraum her:

Satz 2.3 (Rieszsches Theorem). V und V* sind isomorph, d.h. es gibt
eine eineindeutige Beziehung zwischen den linearen Funktionalen F in V*
und den Vektoren |[w) in V. Alle linearen Funktionale haben die Form
F(Iv)) = (wlv), wobei [w) ein fester Vektor und |[v) ein beliebiger Vektor
ist.

Deshalb kénnen wir ein Funktional F mit einem bra-Vektor (w| € V*
identifizieren, der auf einen Vektor [v) € V wirkt, mit der Schreibweise
(W|v). Man darf dabei nie die Antilinearitit aus dem Auge verlieren: der
Vektor (ket) afv) korrespondiert zum Funktional (bra) o*(v|.

2.3 Hilbertriaume

Hilbertrdume sind von zentraler Bedeutung in der Quantenmechanik. Zu
ihrer Definition brauchen wir zunéchst den Begriff der Cauchyfolge:

Definition 2.5 (Cauchyfolge). Es sei ein normierter Raum (V, |[|-]|) ge-
geben mit einer Folge [v,) € V, n € IN. Diese Folge heifit Cauchyfolge,

wenn zu jedem € > 0 ein 19 € IN existiert, sodass fiir alle n,n' > nyg gilt:

’
[V — V|| < €. Wir schreiben dafiir kurz: [|vy, — /|| —2—s 0.
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Ir sagen [Vn) € onvergiert, wenn gilt: |[v,—Vv % 0und v) € V.
Wir sagen | V k i il %, 0 und | \Y

Man macht sich leicht klar, dass es hochstens ein solches Element in V
gibt, denn falls es ein weiteres Element [v') € V giibe, wiirde nach der
Dreiecksungleichung (N3) gelten: |[v —v'|| < |[v —vu| + [va — V|| = 0
und zusammen mit (N1) [v) = [v/).

Lemma 2.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Beweis: Es konvergiere |v) gegen |[v), dann gilt:
n,n’'—oo 0

Fiir den Hilbertraum benétigen wir den Begriff der Vollstdndigkeit:

v = vl < [[va = V|| + [[v = vu/]|

Definition 2.6. Ein normierter Raum (V. ||-]|) heifit vollsténdig, wenn
in ihm jede Cauchyfolge konvergiert.

Das ist nicht selbstverstandlich, denn es gibt ja z.B. im Korper der rationa-
len Zahlen Cauchyfolgen, die nicht gegen eine rationale Zahl konvergieren;
erst die Erweiterung des Korpers auf nichtrationale Zahlen - die reellen
Zahlen - macht ihn vollstandig.

Nun haben wir alles parat fiir die Definition des Hilbertraums:

Definition 2.7 (Hilbertraum). Einen normierten Raum (V,|-||) mit ein-
me Skalarprodukt (-]} (Préhilbertraum), der vollstéindig ist, nennen wir
Hilbertraum und bezeichnen ihn mit H = (V. |-|).

Beispiele:

1) Der Prihilbertraum (12,]+|2) mit Skalarprodukt («B) = >, o Pn,
lo), |B) € 12 ist ein Hilbertraum. Er wird auch der Hilbertsche Fol-
genraum genannt. Der Beweis der Vollstédndigkeit ist ein wenig knifflig
(— Literatur).

2) Der Prihilbertraum (L2, ||-||2) mit Skalarprodukt (f|g) = fz dx f*(x)g(x),

If),lg), € L2 ist ein Hilbertraum. Er wird auch der Hilbertsche Funk-
tionenraum genannt.

Auch hier ist der Beweis der Vollstdndigkeit nicht ganz einfach; schon
fiir die Positiv-Definitheit des Skalarprodukts mufl man vom Riemann-
Integral zum Lebesgue-Integral iibergehen; dieses konvergiert im Mittel
auch fiir Funktionen mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen.

Der Hilbertraum ist dann der Raum aller Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen, wobei wir Funktionen identifizieren, die sich nur auf einer Menge
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vom Mafl Null unterscheiden; das Skalarprodukt ist auf diesem Quoti-
entenraum eindeutig definiert und positiv-definit. Dieser Raum heift
Lebesgueraum und ist definiert durch

L([a,b]) = L*([a,b]) := L*([a, b]) /N([a, b]) (2.4)

mit der Nullmenge N([a, b]) = {|f> € LQ([a,b])Rﬂﬂ = 0}. Dies bil-
det eine Aquivalenzklasse in L2 ([a, b])7 bei der Funktionen zur gleichen
Klasse gehoren, wenn sie fast iiberall iibereinstimmen.

2.4 Orthogonalitét

Definition 2.8. Sei H ein Hilbertraum mit Unterriumen W, W’ C H.
Die Vektoren [v),[v’) € H heifien orthogonal ([v) L [v')), wenn gilt:
(vv') = 0. Wir schreiben [v) L W, wenn (vVjw) = 0 V |[w) € W. Zwei
Unterriume W, W’ C H heiflen orthogonal, wenn (wjw') = 0V [w) €
W, lw’) € W'. Den Unterraum W* := {|v) € H|lv) L W} nennen wir
Orthogonalraum von W.

Wir bezeichnen mit W + W’ := {|w> + |w’>}\w> eW,w') e W Wn
W' = {O}} die direkte Summe zweier Unterrdume und nennen sie ortho-
gonale Summe, falls die Unterrdume auch noch orthogonal sind (W L
W') und schreiben dafiir W & W'. Fiir den durch die Vektoren {|Wi>},
[wi) € W aufgespannten Unterraum schreiben wir auch <|w1>, wa), ... >
Die abzihlbare Teilmenge [vi);_; , ~C H nennen wir ein Orthogonalsys-
tem, wenn paarweise gilt: [vi) L [v;),1 # j. Gilt zusitzlich (vijv;) = 8j;,
so nennen wir dies ein Orthonormalsystem (ONS).

Viele der folgenden Sétze und Definitionen sind aus der lineren Algebra
bekannt:

Definition 2.9 (Lineare Unabhingigkeit). Eine Menge von Vektoren [v;),
i=1,...,n heif}it linear unabhingig, wenn gilt:

i (Xi|\11> = |O> So=0 (2.5)
i=1

Ansonsten heiflen sie linear abhingig.

Lemma 2.3. Jede Teilmenge eines Orthogonalsystems ist linear unabhéngig.

Beweis: Sei eine beliebige Teilmenge eines ONS gegeben: {|vi, ), [vi,), ... [vi,) },

dann folgt aus 0 = Y |, aqfvy,), o € K
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n n n
0= <Vik E 0¢1V11> = E ou (vi, [vy,) = E 101 = ok
=1 =1 =1

d.h. die Koeffizienten miissen alle null sein.

Definition 2.10 (Dimension). Ein Vektorraum hat die Dimension n,
wenn es in ihm maximal n linear unabhéngige Vektoren gibt.

Die Dimension eines Vektorraums ist unabhéngig von der Wahl der Basis.
In der Quantenmechanik haben wir es oft mit unendlich-dimensionalen
Vektorrdumen zu tun.

Es gilt die Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras:

Lemma 2.4 (Pythagoras). Sei [vi);_; 5, ein Orthogonalsystem in H und
Il die kanonische Norm, dann gilt:

bt

Beweis: || vill* = ( Xy vi| X5 vi) = Xy (vilvi) = Xy 8yllvill” = Xsllvill®
Beispiele:
a) Trigonometrisches Orthonormalsystem:

Sei H = (L([a, b]), [|-|l2), dann ist

2mm
fo(t) == i , Z 2.
(1) exp <1b 4 ) ne (2.6)

ein ONS, da gilt:

N Jb 271(n n) \
(fn|fn>—7b_a adtexp 7]9 . t] = o

b) Legendrefunktionen: Sei H = <L2([—
Legendreschen Polynome
1 d"
2"l dtn

1), ||-|l2), dann fiihren die

Pa(t) == (t*—1)", nel (2.7)
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—

(d.h die ersten fiinf sind P(t) = 1, Pi(t) = t, Po(t) = 3(3t> — 1),
P3(t) = %(5‘(3 —3t), Py(t) = %(35’(4 —30t? + 3)) auf das Orthonormal-
system der Legrendeschen Funktionen

Mn(t) =4/n+ % P.(t). (2.8)

Die Legendrefunktionen treten beispielsweise auf, wenn man die Lapla-
cegleichung A@ = 0 in Kugelkoordinaten 16st.

Hermitefunktionen: Sei H = (L*(R), [|-||¥') mit w(t) = e dh

(D] = \/ro dtw(t)|f(t)|*,

dann fiihren die Hermiteschen Polynome

. 12 ar 2
H.(t):=(=1)"e ﬁe , neNg (2.9)
(d.h die ersten fiinf sind Ho(t) = 1, Hi(t) = 2t, Ho(t) = 4t%> — 2,
Hj(t) = 8t — 12t, Hy(t) = 16t* — 48t? + 12) auf das ONS der Hermi-
teschen Funktionen

ll)n(t) = —————=Ha(t). (2~1O)

V2"l

Diese Funktionen treten als Eigenfunktionen des harmonischen Oszilla-
tors auf.
Laguerrefunktionen: Sei H = (L%([0, 00]), ||-[|%) mit w(t) = et
dann fiithren die Laguerreschen Polynome
d'rl.
— ot
La(t) := dt“(

auf das ONS der Laguerreschen Funktionen

the ™), nelN (2.11)

_t
e 2

bn(t) = —La(t). (2.12)

Die Laguerreschen Funktionen gehen in die Eigenfunktionen des Was-
serstoffatoms ein.
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Als néchstes miissen wir die Frage beantworten, wie man in einem gegebe-
nen Hilbertraum ein Orthonormalsystem konstruiert.

Satz 2.4 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Es sei ein
System {|v1>7 cey |vn>} linear unabhéngiger Elemente aus H gegeben, dann
gibt es ein Orthonormalsystem {|61>7 ce |en>} mit

<|v1>7 cety ‘Vn>> - <|el>7 ceey ‘en>>
(d.h. von den [vi) und den |e;) wird derselbe Unterraum aufgespannt).

Beweis: Wir setzen

vi)
ler) == —
[[val]
und fithren den konstruktiven Beweis durch Induktion. Sei nun ein ONS
{|ei>}i:1 1o Schon bestimmt, sodass gilt: <|v1>, o \v1>> = <|el>7 o \el>>.
Dann setzen wir
[€141) := Vit1) Z lei) (eilvisr) (2.13)
und zeigen, dass dieser Vektor orthogonal zu allen Vektoren {|61>, o |e1>}
ist:
1
(ejlern) = (ivip) = _(ele(elviir) = (ejvipr) Z% eilvier) =
i=1
fir alle j = 1,...,1. Da |vi41) linear unabhéngig ist, ist \el+1> # 0. Nun
setzen wir o)
€141
ler1) = 3~
l[€vl]

und erhalten das ONS {|el>, o |el+1>}.

Beispiel:

Wir betrachten den Hilbertraum H = (L([—1,1]), [|-||), und den Unter-
raum der linear unabhéngigen Polynome {|vn> =ty 0.1, . Dann ergibt
das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren das ONS der Le-
gendrefunktionen.

Die ersten Schritte der Orthonormierung (wir beginnen mit Index 0 statt 1 im Satz 2.4):

1
1

=1, =t, =t :J dt=[t]', =2 = =—V
Ivo) vi) [v2) (volvo) . [t 4 leo) /2

~ 1t - ! 2 3
‘€1> = |V1> — ‘€o><eo‘\)1> =t— *J dtt =t <€1‘€1> = J dttz = - = |€1> = \/jtv/
2 )4 1 3 2
=0
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; 1t 5 3, [ 1
‘62) = ‘\)2> — |6()> <60‘\12> — ‘€1><61|\)2> = t2 — *J (,‘l‘tt2 ——t J dtts = t2 — =
2] 2 ) 3

1 1
1\2 2, 1y 2 4 2 8
Goler) = | dt(t?—2) = | dt(t* -S4+ )=-—-—4Z=—
(€2[82) L ( 3) L ( 3 +9) 5 079 1
457, 1 \/31 )
= /2(e-)=/2262-1)v
= le2) 8( 3) 33 )

Die folgende Ungleichung besagt, dass die Norm eines Vektors mindestens
so grof ist wie die einer beliebigen Projektion auf einen Unterraum:

Lemma 2.5 (Besselungleichung). Es sei {\el>, lea), . . } ein (nicht not-
wendig vollstéindiges) ONS in H, dann gilt fiir alle [v) € H:

V> > Z |(eitv)|? (2.14)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn

n

i o= 3 teivre

i=1

2
=0

(wobei wie iiblich die ket-Klammern unter der Norm weggelassen sind).

Beweis: Wir spalten |[v||? in zwei zueinander orthogonale Anteile auf und
verwenden Lemma 2.4 (Pythagoras):

n n 2 n 2 n 9
||V||2 = HV—Z €i<€i|V>+Z €i<€i|V>H = HV—Z €i<€i|\’>H +Z |<€1|V>| =0
i=1 i=1 i=1 i=1
und damit folgt die Behauptung.

Definition 2.11 (Orthonormalbasis). Ein gegebenes Orthonormalsystem
{le1),le2), ...} heiBt vollsténdig oder eine Orthonormalbasis (ONB),
wenn fiir alle [v) € H die Parsevalsche Gleichung gilt:

vlI* = Z| ew) | (2.15)

Lemma 2.6. Ein ONS {\el ), lea), } in H ist genau dann vollstandig,
wenn aus (ei[v) =0 V1 folgt, dass |v> = 0 ist.
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Lemma 2.7. Jeder Vektor |[v) in einem n-dimensionalen Vektorraum kann
als Linearkombination von 1 linear unabhéngigen Vektoren |e;),i1 =1,...,n
geschrieben werden:

i=1

Die Entwicklungskoeffizienten o heilen auch Koordinaten des Vektors in
der gewdhlten Basis.

Lemma 2.8. Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhéngigen
Basis ist eindeutig.

[v) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer gewéhlten Basis
wird der Vektor durch konkrete Koeffizienten spezifiziert. In den Kompo-
nenten gelten die vertrauten Rechenregeln:

n

= ) ale), W)= Bile) = M) +w) = (o+Biles)
i=1

i=1 i=1

Fiir das Skalarprodukt in einer ONB gilt (Jv),[w) wie oben):
(Viw) = Z o Bifeiles) = Y oiBidy = > oiBs
ij i

Diese Form hat das Skalarprodukt in jeder ONB; wihrend die Koeffizienten
i, Bi von der Basis abhéingen, ist ) ; &f 31 basisunabhéngig.
Entwicklung in einer Orthonormalbasis: Ausgehend von der Darstel-
lung des Vektors |v) in einer ONB {le;) }

n
= Z (Xi|ei>
i=1

berechnen wir die Koeffizienten «; in dieser Basis durch Multiplikation mit
den bras (e;l:

n n
(&jlv) = (e (Z oles) ) = Z o (ejley) = Z oGdy = o
i=1 i=1

d.h. &5 = (ej]v), die Entwicklungskoeffizienten ergeben sich als Skalarpro-
dukte mit den Basisvektoren.
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Lemma 2.9 (Vollstindigkeitsrelation). Sei {|el> lesa), } eine Orthonor-
malbasis im Hilbertraum H, dann gilt fiir alle [v), [v') € H die Parsevalsche
Gleichung fiir das Skalarprodukt:

(') = Y (vley)(eilv') (2.17)
i
Beweis: Der Beweis folgt aus der Stetigkeit des Skalarprodukts, zusammen
mit [v) = ) ;lei)(eilv) und V') = ) ;ley)(eilv’), denn:

(viv) = lim Z eil{eilv)* Z\& Meulv') = D (Ve (eiv')

ir=1 i
Die néchste wichtige Eigenschaft von normierten Rédumen ist die Separa-

bilitdt; wenn ein Hilbertraum separabel ist, dann ist er im wesentlichen
abzéhlbar-unendlichdimensional.

Definition 2.12 (Separabilitéit). Ein normierter Raum (V, ||||) heiBt se-
parabel, wenn es in V eine abzihlbare dichte Teilmenge W gibt, d.h. fiir
alle € > 0 und |[v) € V existiert ein [ve) € W mit ||[v —v¢|| < €.

In der Quantenmechanik haben wir es fast immer mit separablen Hilber-
traumen zu tun.

Beispiele:
) (K™ |]2) (K™ = R",C") ist separabel, da die Menge Q abzihlbar
dicht in R liegt.

b) (12, -]|2) ist separabel.
¢) L(R) ist separabel.
d) (LP([a,b]),]]*[lp),1 < p < oo ist separabel.

Das Besondere an separablen Hilbertraumen gibt das folgende Lemma wie-
der:

Lemma 2.10. In jedem separablen Hilbertraum H existiert eine Ortho-
normalbasis.

Damit kann man also jeden Vektor eines separablen Hilbertraums in eine
Reihe, d.h. eine abzihlbare Summe entwickeln.

An dieser Stelle kldaren wir einige Begriffe, die wir auch im folgenden Kapitel
benotigen:
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Definition 2.13 (Homomorphismus). Eine Abbildung f : V — W zwi-
schen zwei Vektorraumen V und W heifit Homomorphismus, wenn sie
linear ist, d.h. additiv

Y f(|\)1> + |V2>) = f(|\)1>) + f(‘v2>)

‘V1>,|V2>€V

und homogen

Y f(oc\v)) = ocf(|v>)

v)eV,acK
Homomorphismen heiflen auch lineare Operatoren.
Ein Endomorphismus ist ein Homomorphismus V — V.
Ein Isomorphismus ist ein bijektiver (d.h. injektiver und surjektiver)
Homomorphismus. Die zwei Raume V und W heiflen isomorph, wenn

zwischen ihnen ein Isomorphismus existiert.
Ein Automorphismus ist ein isomorpher Endomorphismus.

Definition 2.14 (Normisomorphismus). Ein normerhaltender Isomorphis-
mus f:V — W zwischen zwei normierten Raumen V und W, d.h.

v )] = vl
v)ev
heiit Normisomorphismus. Zwei Rdume heiflen normisomorph, wenn
zwischen ihnen ein Normisomorphismus existiert.

Definition 2.15 (Isometrie). Ein Homomorphismus zwischen zwei Rdumen
V und W mit Skalarprodukt, der das Skalarprodukt erhilt, d.h.

v (H0)[f(v2)) = ilva)

\Vl > ,\Vg) ev
heiit Isometrie.

Eine unitdre Abbildung ist ein isometrischer Isomorphismus.
Mit diesen Begriffen wird die Tragweite des folgenden Satzes deutlich:

Satz 2.5 (Isomorphiesatz separabler Hilbertraume). Es sei H ein unend-
lichdimensionaler C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-|-)y. Falls es eine
hochstens abzéhlbare Menge gibt, die dicht in H liegt, so existiert eine
bijektive lineare Abbildung T : H — 12, sodass fiir alle [u), [v) € H gilt:

(vv)n = (Tv[Tv)
wobei (:|-) das Standardskalarprodukt im 12 bedeutet.
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Der Satz besagt also, dass jeder separable unendlichdimensionale C-Hilbert-
raum normisomorph zu 1? ist.

Fiir die Quantenmechanik bedeutet das, dass das Studium der Schrodinger-
gleichung sowohl im L2(R) durchgefiihrt werden kann (Schrédingersche
Wellenmechanik) also auch im 12 (Heisenbergsche Matrizenmechanik).
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3. Operatoren

3.0 Motivation

Um das Grundkonzept der Quantenmechanik zu vervollstandigen, ben6tigen
wir jetzt die linearen Operatoren auf Hilbertrdumen. Das wird sofort deut-
lich, wenn man sich die grundlegenden Axiome der Quantenmechanik an-
sieht. In einer Formulierung (von vielen) lauten sie:

1) Der Raum der Zusténde ist ein Hilbertraum H, auf dem ein selbstad-
jungierter Hamiltonoperator H definiert ist. Das System wird zu jeder
Zeit t durch einen Strahl im Hilbertraum beschrieben; ein Strahl (t)
ist die Aquivalenzklasse von normierten Vektoren \ mit () = 1,

wobei 1 P, falls Py = e**o.

2) Die Zeitentwicklung wird durch die Schrédingergleichung

0 N
ith—(t) = HY(t
() = ()
beschrieben.
3) Observable werden durch selbstadjungierte Operatoren A beschrieben.

4) Die moglichen Ergebnisse einer Messung von A sind die verschiedenen
Eigenwerte A, von A.

5) Die Wahrscheinlichkeit, dass als Messergebnis A auftritt, ist

WA = > [(Wnlb)]*.
Am=A

Der Erwartungswert von A im Zustand 1 ist <1b|/:\|1b>
Uns werden die folgenden Klassen von Operatoren begegnen:

e Die selbstadjungierten Operatoren garantieren den Zusammenhang
mit dem Experiment.
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e Die inversen Operatoren spielen die Rolle von Resolventen, als formale
Basis der Greenschen Funktionen.

e Die unitiaren Operatoren vermitteln Transformationen von Basissédtzen
des Hilbertraums und erweitern damit das Konzept der orthogonalen
Transformationen in endlichdimensionalen Vektorrdumen.

e Die Projektionsoperatoren erlauben es, den Hilbertraum in Teilrdume
zu segmentieren.

e Die Zeitentwicklungsoperatoren treten auf, wenn Quantensysteme eine
nichttriviale Zeitentwicklung haben.

3.1 Definitionsbereich

Operatoren in der Quantenmechanik sind in der Regel Homomorphismen
A:Dx — H, wobei H der Hilbertraum des betrachteten Systems und
Da C H ein dichter Unterraum von H ist. (Man sagt von einer Teilmenge,
sie liegt dicht in einem metrischen Raum, wenn man jeden Punkt des Ge-
samtraums beliebig genau durch einen Punkt der Teilmenge approximieren
kann.) Obwohl es natiirlich wiinschenswert wére, Operatoren auf ganz H
anwenden zu konnen, ist dies fiir viele praktisch interessante Operatoren
nicht moglich; damit der Operatorbegriff sinnvoll bleibt, sollte allerdings
zumindest D in H dicht sein.

Eine Abbildung A : [v) — |[w) := A[v) heifit lineare Transformation oder
linearer Operator, wenn gilt:

Aloalvi) + aolva)) = APvy) + oA V)
Unter den so definierten Operatoren sind zwei spezielle:

Nulloperator O : Ofv) = [0) V|v) € H
Einsoperator 1: 1jv) = |v) V|v) e H

Beispiel:

Im Fall H = L?(R) lassen sich viele wichtige Operatoren ausdriicken als
Polynome von x (der Operator, der die Funktion 1(x) mit x multipliziert)
und %. Ein wichtiges Beispiel ist der Impulsoperator p : P — —ihy’.
Funktionen im Definitionsbereich miissen nicht nur differenzierbar sein,
sondern ihre Abbildung muss auflerdem quadratintegrabel sein. Maximaler
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Definitionsbereich von p ist daher

D, = {q) c I_Q(]R)‘c]) differenzierbar und ¢’ € Lz(]R)}

D, = {d) e LQ(R)de’a X)f < oo}

unter impliziter Forderung der Existenz von Ableitung und Integral.

oder knapper

Im Folgenden sei A:D A +— H ein linearer Operator mit Definitionsbreich
Da C H; der Definitionsbereich DA sei ein dichter Unterraum von H, und
H sei separabel.

Zwei Operatoren werden als gleich bezeichnet (A = 3)7 wenn sie sowohl in
ihren Werten wie in ihren Definitionsbreichen iibereinstimmen:

DA:DB; A|V> :E|\)> V|V> GDA

3.2 Inverser Operator

Fiir einen Operator A: Da — H nennen wir die Menge
Ra : {A‘V>||V> S DA}

das Bild des Operators A (R von Englisch range). Wenn Dp ein Vektor-
raum ist, dann ist Ry auch ein Vektorraum.
Inverser Operator: Ist A injektiv, so existiert eine Umkehrung

Al:RA— DA, AT'A=1p,
Fiir alle [w) € Ra, [w) = Alv) gilt
AA" W) = AATIAN) = Ap) = [w)
und damit
AAT! =1,

Der Operator A1 ist stets ein Isomorphismus, und fall A isometrisch ist,
so ist es auch AL Insbesondere gilt: unitdre Operatoren sind stets um-
kehrbar, und ihre Umkehrung ist wieder unitdr. Im allgemeinen miisste
man sogar zwischen rechts- und linksinversen Operatoren unterscheiden.
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3.3 Adjungierter Operator

Wir stellen die Definition eines symmetrischen Operators voran:
Der Operator A heiBt symmetrisch, wenn gilt:
(VilAlva) = (valAlvy)”

[vi),lve)eDa
Bislang haben wir den Operator A als etwas aufgefasst, das ,,nach rechts“
wirkt, also auf einen Vektor: A : v) — A\v> Fiir die Wahl des Definiti-
onsbereichs Dy C H ist es dabei entscheidend, dass die Wirkung von A
sinnvoll erkldrt ist und das Ergebnis wieder in H liegt.
Da zu jedem Element [v) des Hilbertraums eine dazu duale Linearform
(lineares Funktional) (v| existiert, deren Wirkung durch das Skalarprodukt
(v[ : H+— C, u) — (vlu) erklért ist, kann man auch die Wirkung des
Operators ,nach links“, also auf Linearformen, untersuchen:

A= (VA= (oA

Wir definieren nun den adjungierten Operator A’ mit dem Definitions-
bereich A
Dat i= {\v> € H‘<V|A ist beschrinkt auf DA}

und mit der Wirkung

Al ) — Afjy)  mit (ATM)T = (VA

Da

Ab sofort verwenden wir das Symbol T (,dagger®) fiir die kanonische ein-
cindeutige Abbildung (vgl. Kap. 2.2 ) zwischen H und H* = HT:

= (ul, (@ =)

Die Schreibweise ‘D bedeutet ,eingeschrankt auf Da“. Die Dichtheit von
Da in H garantiert "dabei die Eindeutigkeit dieser Definition. Fiir Opera-
toren, die auf dem gesamten Hilbertraum definiert sind, also mit Dy = H,
ist (V|A fiir beliebiges (V| bereits eine wohldefinierte Linearform auf ganz
H, und somit beschrénkt; es gilt daher auch D+ = H.

Wenn wir eine abzihlbare orthonormierte Basis {|en>} von H mit |en) €
D A kennen, dann kénnen wir den Definitionsbereich alternativ formulieren.
Dazu stellen wir fest, dass

(VA = (vALp, = > (v|Alen)(en] 5

n
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fiir beliebiges [v) € H eine wohldefinierte Linearform auf D4 ist. Ohne die
Einschriankung auf Dy ist ), (v|Alen)(en| eine wohldefinierte Linearform
auf ganz H, also ein bra, genau dann, wenn

Z |<v|A\en>|2 < 00.

Folglich gilt:

A 2
Dari= {lv) € H| }_ |wiAlen)| < oo}
n
Auch die Wirkung von Al kénnen wir mithilfe der Basis {\en>} angeben:

Ay = 3 le)(entdiv) = 3 (A1) len)) lew) = 3 (vlAlen)len)

n

(3.1)

Eigenschaften

Definition 3.1. Die Norm eines Operators A (VL) = (WL lw)
ist definiert durch

Al = sup A0

(3.2)
wzo  Vvilv Mlv=1

Aus dieser Definition folgt sofort HA|V>H <A - IV]I-

Definition 3.2. Wir betrachten einen Operator A : (V. [I-lv) = (W, [|-lw)-

Wir nennen dann den Operator A beschrinkt, wenn ein A > 0 existiert,
sodass gilt ||A]| < A. Wir nennen den Operator stetig in [vg) € V, wenn

aus [vn) = |vg) folgt A|vn> ==, Alv()) Wir nennen den Operator
stetig, wenn er in allen Punkten [v) € V stetig ist.

Satz 3.1. Es sei ein linearer Operator A : (V,[I-lv) = (W, [|-lw) gege-
ben, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) A ist stetig.
2) A ist stetig in lvo) € V.
3) A ist beschriinkt.
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Beweis:

1 = 2 ist offensichtlich.

2 = 3: OBdA nehmen wir A stetig in [vg) = 0. Angenommen, A ist
unbeschrinkt, dann existiert fiir jedes n € IN ein [v,) € Da, sodass
||Avn|| > n[val. Darau@ folgt, dass [vn) # 0; oBdA konnen wir anneh-
men, dass [|[vn|| = %; damit gilt [v,) == 0 und [[Ava| >n -1 =1, in
Widerspruch zur Stetlgkelt in [vg) =0

3 = 1: Wir nehmen an, dass A beschriinkt ist, d.h. |Av|| < A|[v| fiir alle

[v) € Da. Wenn [v) € Dp ist und (|vn>) eine Folge aus DA, sodass

n) == [v), dann haben wir

nelN

[Avy, — Av| = ||A(vn

)| < Al —v|| =0

d.h. Alvy) =22 Alv), womit die Stetigkeit von A bewiesen ist.

Wegen dieses Satzes wird in gingigen Darstellungen mal Stetigkeit, mal
Beschranktheit von linearen Operatoren diskutiert, wobei es um gleichwer-
tige Eigenschaften geht.

Satz 3.2. Es sei ein linearer Operator A : (V. 1Illv) — (W, ]-lw) gegeben
mit der Dimension dim V = ny < oo, dann ist A beschréinkt.

Fiir unendlichdimensionale Rdume gilt dieser Satz allerdings nicht, und in
der Quantenmechanik sind viele physikalische Operatoren nicht beschréankt
(nicht stetig). Die Unstetigkeit eines linearen Operators A Da=Vr—
H, der auf einem Teilraum V des Hilbertraums H definiert ist, kann wie
folgt interpretiert werden: Es existiert eine Folge von normierten Vektoren
(\en>)n€]NO, sodass die Folge (ocn)nG]NO, gegeben durch o = ||/Z\|en>||
unbeschrankt ist.

Beispiel:
Wir betrachten den Hamiltonoperator
102 %2
H=——+—
20x2

auf dem Unterraum U vom Hilbertraum L2 der quadratintegrablen Funk-
tionen

x — f(x) Zcx cgeR,neNyg(x)=

= {f e CY(R)NL%*(R)
j=0
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Wenn wir dann als Folge (|en) )nen, die normierten Hermitefuntionen wihlen,

dann gilt &, := |[Hen|| = n + § mit n € IN; diese Folge ist offensichtlich
nicht beschréankt, sodass H kein stetiger Operator ist.

Satz 3.3. Fiir beschrénkte oder symmetrische Operatoren A gilt stets:
Dai 2 Da.

Definition 3.3 (selbstadjungierter Operator). Ist AA: AT, also insbeson-
dere Dpt = Da und Dg liegt dicht in H, so heifit A selbstadjungiert.
Selbstadjungierte Operatoren sind stets symmetrisch.

Definition 3.4 (Hermitezitéit). Ein beschriankter selbstadjungierter Ope-
rator heifit hermitesch.

Matrixelemente: Fiir |[¢) € Dar und [P) € Da gilt:

(WIAT|P) = (HIARD)*

Fiir die Matrizen gilt dann:

AT — A*T

3.4 Unitiare Operatoren

Fiir unitére Operatoren U mit Dy = H ist auch Dyt = H; ferner gilt fiir
alle [v1), [v2) € H:

(HTH‘V1>)T|\)2> Deﬁnit:ion ut (ﬂ|\)1>)Tﬂ|V2> Isongtrie (‘V1>)T|\)2>

und damit UL = 1, also Uf = U™ und auch UU' = 1.
Die Umkehrung gilt ebenfalls und ergibt einen Test auf Unitaritét: Sei
A : H +— H ein Operator mit AAT = 1. Dann gilt fiir alle [v1), [vo) € H:

(ATvi)) AThvg) = (WilAATvy) = (vilva)

Al ist also isometrisch und damit insbesondere injektiv, da normerhaltend.
Gilt zusiitzlich ATA = 1, so ist Al auch surjektiv, also ein isometrischer
Isomorphismuss, also unitér; A muss dann ebenfalls unitir sein.

Es ist wichtig, tatsdchlich beide Voraussetzungen, AAT =1 und ATA = 1,
zu priifen, wie das folgende kanonische Gegenbeispiel zeigt:
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Beispiel:
Hilbert’s Hotel: Sei H ein separabler Hilbertraum mit orthonormierter
Basis {|en)}. Sei A : H— H ein Operator mit der Wirkung

Alen) = lens1) -

Dieser Operator eignet sich als Losung des Problems: Was tut man in einem
Hotel mit abzdhlbar vielen Zimmern, wenn alle Zimmer belegt sind und ein
weiterer Gast eintrifft? Der Operator setzt den Bewohner von Zimmer 1
nach Zimmer 2 um, den von Zimmer 2 nach Zimmer 3 usw., und der neue
Gast kann in Zimmer 1 einziehen; das ist eine Losung, die in einem Hotel
mit nur endlich vielen bereits besetzten Zimmern nicht funktioniert hétte.
Der dazu adjungierte Operator Al ist dann nach GI. (3.1):

o0
Z<en|A|en’>*‘en’> <en|en’+1 |en Z 61111 +1|en
n’'=1 n’=1

0 fallsn =1 0 fallsn =1
N > g dnnrlenr_1) sonst N len—1) sonst

Al

foenbar ist ATA = 1, aber A ist nicht unitir, da AAT 7{ 1. Der Operator
A ist also injektiv, aber nicht surjektiv; andererseits ist Al surjektiv, aber
nicht injektiv.

Eine praktische Anwendung unitérer Operatoren ist die vielbenutzte unitére
Basistransformation. Fiir die Vektoren eines vollstandigen diskreten Ortho-
normalsystems {\en>} gilt bei Einwirkung eines unitdren Operators:

lén) = Ulen) = Z|em (em[Ulen) (3.3)

Die transformierten Vektoren erfiillen die Relationen
(&nlem) = (enlUTUlen) = (enlem) = Smn .
Y Jen) (@l = Y Ulen)(eq/Ul = Ul = 1. (3.4)
n n

Die transformierten Vektoren sind also orthonormal und vollstandig. Sie
stellen ebenfalls eine Basis des Hilbertraums dar. Hat man eine beliebige
(diskrete) Matrixdarstellung <em|A|en> eines Operators A, so kann man
eine unitire Basistransformation benutzen, um eine Eigendarstellung

<ém‘A|én> - anémn
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zu finden. Das ist fiir eine unendlichdimensionale Matrixdarstellung im
allgemeinen nicht moglich, aber die Methode der unitdren Basistransfor-
mationen wird fiir Ndherungen bei der Berechnung von Energiespektren
komplexer Systeme verwendet.

3.5 Grundlagen der Spektraltheorie

In folgenden diskutieren wir wichtige Begriffe der Spektraltheorie, die fiir
die Quantenmechanik von besonderer Bedeutung ist.

Definition 3.5. Sei H = <V, ||||> ein Hilbertraum, sowie ein (im allge-
meinen unbeschrénkter) Operator A:V-W gegeben, dann nennen wir

z € K den Eigenwert von A, wenn ein [v) € Da, ([v) # 0) existiert, das
die Eigenwertgleichung

Al = zjv)
erfiillt. R
In diesem Fall ist der Operator zI1 — A nicht injektiv, da
(zL —A)v) =0,

und man nennt den Kern, d;h. die Vektoren, die vom Operator z1 —A auf0
abgebildet werden, K(z1—A) # {0} den Eigenraum, und seine Dimension
dim K(z1 — A) ist die Vielfachheit (Entartungsgrad) des Eigenwertes z.
Den Vektor [v) nennt man den Eigenvektor zum Eigenwert z. Nun zum
Fall, dass z kein Eigenwert von A ist. Wenn es einen auf einer dichten
Teilmenge des Raumes H definierten, beschrinkten Operator R(z, A) gibt
mit . o . . .

R(z,A)(A—AL) = (A—AL)R(z,A) =1
dann ist z Element der sog. Resolventenmenge von A, d.h. der Menge

p(A) == {Z € ]K} (z]l — A) invertierbar } )
Den Operator R(z, A) definiert durch

p(A) = L(V), z—R(zA)=(z1—A)"
(mit dem normierten Raum (L(V), ||[lop) der linearen Abbildungen V —
V) nennt man die Resolvente von A im Punkt z. Die Menge
o(A) :=K\p(A),

also das Komplement der Resolventenmenge, heifit das Spektrum von A.
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Das Spektrum kann man jetzt einteilen, indem man verschiedene Griinde
der Nichtexistenz einer beschrinkten Resolvente zugrundelegt:
a) Die Menge der Eigenwerte von A nennt man auch das Punktspektrum

(oder diskretes Spektrum oder Eigenwertspektrum) o,(A) C o(A):
0p(A) := {z € K|(z1 — A) nicht injektiv } .

Diese Menge ist abzéhlbar, d.h. im Zusammenhang mit Eigenwerten treten
Summen auf. Wenn H endlichdimensional ist, dann besteht das Spektrum
von A nur aus Eigenwerten.

b) Die Menge 0c.(A) C o(A), fiir die R(z, A) existiert und das Bild
B(z1 — A) in H dicht ist, nennen wir das kontinuierliche Spektrum.
Dies entspricht dem Fall, dass der Operator zI1 — A injektiv, jedoch nicht
surjektiv ist, aber ein dichtes Bild besitzt, das heifit es existiert ein Inverses,
das nur auf einem dichten Teilraum des Hilbertraumes H definiert ist:

0c(A) := {z € K|(z1 — A) injektiv , B(z1 — A) dicht in H}.

Dieser kontinuierliche Anteil des Spektrums ist eine in der Regel iiberab-
zéahlbar groe Menge, und es treten statt der Summen beim diskreten Spek-
trum (Lebesgue-)Integrale auf. Das Spektrum selbstadjungierter Operato-
ren auf abzidhlbar-unendlichdimensionalen Hilbertrdumen besteht aus ei-
nem diskreten und einem kontinuierlichen Anteil, wobei 0}, oder o, leer sein
konnen, aber nicht beide. Eine zusétzliche Komplikation besteht darin, dass
wichtige Operatoren der Quantenmechanik wie Orts- und Impuls-Operator
ein rein kontinuierliches Spektrum mit verallgemeinerten Eigenfunktionen
besitzen, die nicht quadratintegrierbar sind. Fiir die kontinuierlichen FEi-

genwerte z € 0.(A) wird die Eigenwertgleichung
Alv) = zpv)

durch Distributionen [v) erfiillt. In der Physik bezeichnet man die Resol-
vente hiufig als Greensche Funktion.

Satz 3.4. Es sei H ein C-Hilbertraum und A : Da € H — H ein selbstad-

jungierter Operator. Falls A Eigenwerte besitzt, so sind diese reell. Falls A

mindestens zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, so sind die zugehorigen
Eigenvektoren paarweise orthogonal:

(anlam) = dnm, (ala’y =8(a—a’)
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Beweis: R
Es seien [u), [v) Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A, p:

Afu) = Au),  Ap) = piv)
Dann gilt einerseits
(UAV) = (ulpv) = p(ufv) (3.5)
und andererseits wegen [u),[v) € Da = Dt und Vjw) € Da A\W) =
Aflw):
(uAv) = (Afulv) = (Ah)v) = (M) ) = A" (uiv)

Falls [u) = [v) und A = p, dann folgt daraus A = A*, d.h. A ist reell. Damit
wissen wir also, dass es sich bei A und @ um reelle Zahlen handelt, und wir
konnen anstelle der letzten Gleichung schreiben

(WAV) = Aulv)
und durch Substraktion von Gl. (3.5) folgt
(A — ) (ulv) = 0 (3.6)
Also muss wegen A # p gelten: [u) L [v).

Wegen dieses Satzes konnen wir also die Eigenwerte selbstadjungierter
Operatoren mit Messwerten identifizieren. Der selbstadjungierte Opera-
tor selbst représentiert die Messgrofie und wird Obervable genannt. Der
Zustand des Systems wihrend der Messung wird mit einem Vektor des
Hilbertraums identifiziert, der im Definitionsbereich des Operatores liegt.
Zugéanglich sind im Prinzip nur Erwartungswerte eines Operators /2\,
gegeben durch
< A >i= (VA)

Der folgende Satz garantiert, dass die Eigenvektoren eines selbstadjungier-
ten Operators A den ganzen Hilbertraum aufspannen:

Satz 3.5. Die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators A auf ei-
nem endlichdimensionalen Hilbertraum sind vollstandig.

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf unendlich viele Dimensionen ma-
chen den eigentlichen Kern der Hilbertraumtheorie aus. Wir erhalten damit
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eine Spektralzerlegung der Eins, d.h. eine Zerlegung der Eins in der Ei-
genbasis des Operators A:

1= Z lan)(an| +J dala)(al (3.7)
an€oyp Oc
Wir schreiben fiir die Eins auch 1 = 14, um zu betonen, dass es sich
um die Zerlegung in der Eigenbasis des Operators A handelt. Mit den
Eigenwertgleichungen Alan> = ay/ay) und A\a) = ala) erkldrt man aus
Gl. (3.7) die Spektralzerlegung von A, d.h. die Darstellung des Operators
A in der Eigenbasis:

A=Alp = Z Qnlan)(an| + J daala)(al (3.8)

Komponentendarstellung von kets

Mit der Vollstandigkeitsrelation erhélt man auch die Spektralzerlegung je-
des Hilbertraumvektors ):

)= Lal) = 3 wnlan) + [ davala) (39)

mit den Komponenten ), := (anP) und P(a) := (ahp).
Wenn man den Vektor [{) in der Eigenbasis als Tupel

Py (aip)
wy=| | = |V
P(a) (ahp)

schreibt, sieht man besonders deutlich, dass kets basisunabhéngig sind,
wéhrend Tupel und Funktionen von der Basis abhéngen.

Matrixdarstellung von Operatoren

Mit der Vollsténdigkeitsrelation erhélt man auch die Spektralzerlegung je-
des Operators B:

B = 1Bl = ZBnm|an><am| —|—JdaJda’B(a, a’)la)(a’l (3.10)

mit den Matrixelementen Bpy, = <an|]§\am> und B(a,a’) = (a\BIa’>.
Diese Darstellung des Operators B nennt man Matrixdarstellung des Ope-
rators B; auch sie ist basisabhéngig.

48



3.6 Orts- und Impulsdarstellung

Der Ortsoperator hat ein rein kontinuierliches Spektrum und daher die
Spektralzerlegung

q= dexx)(xl‘ (3.11)

Die Spektralzerlegung eines ket [\p) in der Ortsbasis lautet dann

) = L) = | (o) (3.12)

mit den Ortskomponenten P(x) = (x/ib). Die Darstellung von {p) = (xjip)
nennt man Ortsdarstellung von ). Offenbar ist

(x[ahb) = x(xhb) =xp(x),
d.h. die Abbildungsvorschrift des Ortsoperators im Ortsbild ist die Multi-
plikation der Ortsfunktion mit ihrem Argument:
{xla = x(x|

Der Impulsoperator p hat ebenfalls ein rein kontinuierliches Spektrum und
l&sst sich also schreiben als

p= Jdppp><p|- (3.13)

Die Spektralzerlegung eines ket ) in der Impulsbasis lautet dann

W) = L) = | (o) (3.14)

mit den Impulskomponenten P (p) = (phb). Die Darstellung von ) =
(phb) nennt man Impulsdarstellung von [p). Nun braucht man noch
eine Vorschrift zum Wechsel von einer Darstellung zur anderen. Das wird

durch die Transformationselemente
1 .
(xlp) = —eP* (3.15)

V21T
geleistet. Damit erhélt man

D) = () = (I = | e (ple) (xhb) = —=e ™ (x).
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d.h. die Impulsdarstellung ist gerade die Fouriertransformierte der Orts-
darstellung. Umgekehrt gilt:
1

wmzmwzmmwzjw@mmwzwm

d.h. die Ortsdarstellung erhélt man aus der Impulsdarstellung durch in-
verse Fouriertransformation. Die Abbildungsvorschrift fiir den Impuls-
operator im Ortsraum ist

(xphp) = J dp p(xlp) (phb) = \/127[ J dp pe™ P (p)

9\ 1 i .
= () v = (5w

d.h. die Abbildungsvorschrift des Impulsoperators im Ortsbild ist die Ab-
leitung der Ortsfunktion nach ihrem Argument:

(xlp = —ia—axbcl. (3.16)

e (p),

3.7 Greensche Funktionen in der Quantenmechanik

Die Greensche Funktion zu einem Hamiltonoperator H wird definiert als

1= (z]l — H)G(z) = G(z) (z]l — }:l) (3.17)
wobel wir, wie in der Literatur iiblich, in der Schreibweise VOHAG(Z) nicht
ausdriicklich auf den Operator H verweisen, obwohl natiirlich H und G(z)
einander zugeordnet sind. Die Spektraldarstellung der Greenschen Funkti-
on ist

Glz) = Z i) <1é).i‘

(3.18)

wenn E; und 1 die Eigenwertgleichung ]:{|1])1> = Eil;) erfiillen. Das folgt
aus

— 21 —H

i i

_z]l—l:l:z]l—]:{

Gle) = = S k= Y gl = 3

wobei der letzte Schritt auf die allgemeine Relation fiir eine beliebige Funk-
tion eines Operators

F(A)|pn) = FA)|bn) falls Alpn) = Anldn) (3.19)
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zuriickgreift. In der Ortsdarstellung lautet die Greensche Funktion
G(x,x";z) = (x|G(z)[x") (3.20)
und damit in Kombination mit der Spektraldarstellung

(G (z)h) = Y D) (321

Wir zeigen nun, dass G(z) in der Spektraldarstellung tatséchlich Gl. (3.17)
erfillt:

, z— kg -
1 1

(z21-H)G(z) = ) (z1-H) Wi bl _ Z(zfa)ﬂ“l’%ﬁf' =D _Mbifwl =1

wobei wir die Spektralzerlegung der Eins verwendet haben.
Aus der Greenschen Funktion kann man dann messbare Groflen wie die
Spektralfunktion

Ax,xE) = — % lin%) ImG(x,x"; E +1in) (3.22)
Tl‘)
berechnen, allerdings wegen der Singularitidten auf der reellen Achse (Imz =
0) nur unter Zuhilfenahme von funktionentheoretischen Hilfsmitteln. Die
Spektralfunktion bzw. genauer ihre Fouriertransformierte A(k, E) wird in
Festkorpern durch winkelaufgeloste Photoemissionsspektroskopie (ARPES)
gemessen, die Zustandsdichte

N(E) = deA(x,x;E) (3.23)

durch gewohnliche (winkelintegrierte) Photoemissionsspektroskopie. Die
Ladungsdichte ergibt sich als

Er
p(x) = J dEA(x,x;E), (3.24)
—0o0
und kann an Oberflichen zum Beispiel durch Rastertunnelspektroskopie
gemessen werden. Die Greensche Funktion eignet sich besonders gut fiir
Storungstheorie. AuBerdem sind Greensche Funktionen niitzlich, um bei
Randwertproblemen bei gew6hnlichen linearen Differentialgleichungen Lo-
sungen zu konstruieren, die die Randbedingungen erfiillen.

o1

Beispiel: X
Greensche Funktion zum Operator H = —V2: Dieser Operator erfiillt die
FEigenwertgleichung
}:l(bn(x) = AM®n(x) (3.25)
mit den Eigenfunktionen und Eigenwerten
1 -
Pn(x) = —=e™, A=K, (3.26)

Va

wobei () das Volumen ist, auf dem x definiert ist; die Komponenten des
Vektors k sind reell. Also ist das Spektrum kontinuierlich und Iduft von
0 bis oco. Die Greensche Funktion erhélt man entweder als Losung der
Gleichung

(z+ V2)G(X,x;2) = 5(x — X) (3.27)

oder aus der Spektralzerlegung

x/K) (K[’ K etk
Gxx52)= ) (xlie) (kIx) J(dk eik

’ z— k2 2m)d z — k2

(3.28)

k

mit der Dimensionalitdt d und unter Verwendung von

Ei

= 1
(xIk) = ——=e*

4o}

O—oo Q =
Z (27t)dJ dk.
k

Dreidimensionaler Fall (d = 3):

und der Beziehung

MitT=Xx—x',1=x— ;’\, und & = L(E, T) finden wir fiir Gl. (3.28)

v 1 oo k2 " . ikrcos?d
G(x,x";z) dk dd sin det

- R 0 z— kQ 0
1 00 k2 eikr _ efikr
T L z— kK2 ikr
1 Joo keikr
CoAmlir | z— k2
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Durch Kontourintegration in der komplexen Ebene findet man dafiir (aufler
wenn z reell und z > 0)

o etV

G(X, X/; Z) = ———— fir Imﬁ >0 (329)
47tlx — x/|

Falls z = A mit A > 0, d.h. wenn z mit den Eigenwerten von H = —V2

iibereinstimmt, dann sind nur die Grenzwerte

L L e:tiﬁlfff’\
GF(x,x;A) = lim G(X,x;A+in)= ———— fir VAA=0
n—0+ 47x — x/|
(3.30)
wohldefiniert. Im speziellen Fall z = 0 finden wir
N 1
(%50) = = e (331)

d.h. die Greensche Funktion der Poissongleichung fiir eine Punktquelle
ViG(x,x";0) = 8§(x —x').
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4. Orthogonale Funktionensysteme

Wir haben bereits eine Reihe von orthogonalen Funktionensystemen als
Beispiele von Orthogonalsystemen in Hilbertrdumen kennengelernt (Legen-
drefunktionen, Hermitefunktionen, Laguerrefunktionen). Wir wollen diese
Funktionensysteme im Folgenden als Losungen von Differentialgleichun-
gen diskutieren, die in der Quantenmechanik auftauchen, typischerweise
nach Anwendung eines Separationsansatzes auf partiellen Differentialglei-
chungen. Zur Einordnung dieser und vieler anderer wichtiger gewohnlicher
Differentialgleichungen der Physik fiithren wir zunéchst die Sturm-Liouville-
Gleichungen ein. Weil der Sturm-Liouville-Operator hermitesch ist, sind die
Losungen der Sturm-Liouville-Gleichung Orthogonalsysteme reeller Funk-
tionen. Damit erschlieft sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen der
Theorie der linearen Operatoren auf Hilbertraumen und den linealen Dif-
ferentialgleichungen der Quantenmechanik.

4.1 Sturm-Liouville-Gleichungen

Die Sturm-Liouville-Gleichungen haben die allgemeine Form

2
p(x)% + T(x)% 4+ gq(x)y + Ap(x)y = 0 mit r(x) = d](aiix)

wobei p, @ und T reelle Funktionen von x sind. (Fiir den Term Ap(x)y findet
man auch die Vorzeichenkonvention —Ap(x)y). Wir wollen uns jetzt ver-
gewissern, dass die Losungen der Sturm-Liouville-Gleichungen mit geeig-
neten Randbedingungnen Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators
sind. Gl. (4.1) kann als

, (41)

o d? d
Lly) =Ap(x)y mit L =— v(X)@ + T(X)E +q(x) (4.2)

geschrieben werden. Unter Verwendung von 1(x) = p’(x) ldsst sich Gl. (4.2)
umschreiben als

(py’) + qy +Apy =0 (4.3)
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wobei / die Ableitung nach x bedeutet. Damit kénnen wir

Ly = —(py') —qy = Apy (4.4)
schreiben und erhalten den Sturm-Liouville-Operator in der Form
d d
L=—|— — 4.5
[ (o0 ) +a) (45

Hermitezitit des Sturm-Liouville-Operators

Jetzt zeigen wir, dass der lineare Operator L selbstadjungiert ist. Der ad-
jungierte Operator L1 zu £ ist hier definiert als

b b
J dx *(x) [LQ(X)J = J dx [Lff(X)]*g(X) + Randterme (4.6)

a a
Der adjungierte Operator kann also durch partielle Integration gefunden
werden. Falls L7 = £, wird £ selbstadjungiert genannt. Wenn zusitzlich
von den Funktionen, auf die der Operator wirkt, oder vom Operator selbst,
Randbedingungen erfiillt werden, sodass die Randterme in Gl. (4.6) ver-
schwinden, dann ist der Operator hermitesch im Intervall a < x < b. In
diesem Fall gilt

J:z dx *(x) [Lg(x)} = J:: dx [Lf(x)] “g(x) (4.7)
Falls der Sturm-Liouville-Operator die Randbedingungen

viry],_ = [uiryjl,, V1iJ (4.8)
bzw.

[uipy]]i e =0 (4.9)

erfiillt, dann ist £ im Intervall [a, b] hermitesch. Es gibt viele Moglichkeiten,
wie die Funktionen y; und ihre Ableitungen y; diese Randbedingungen
erfiillen konnen, sodass die Klasse der Probleme, die zu hermiteschen Sturm-
Liouville-Operatoren fiihren, sehr grof ist. Wir zeigen nun die Hermite-
zitét von L unter diesen Voraussetzungen, indem wir die Gleichung Ly =
—(py’)’— qy in die Definitionsgleichung des hermiteschen Operators (4.7)
einsetzen; fiir die linke Seite finden wir:

b b b
—J dx [yi‘(pyj’)%yi‘qyj}dXZ —J dxyi‘(pyj’)’—J dxy;iqy;dx

a a a

(1)
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Wir integrieren den ersten Term zweimal partiell:

(1) = [yi‘pyj’]z +Jb dx (y7) pyj = [(yi‘)’pyﬂb—r dx ((v)'p) 'y

a a

=0 (Randbed.) =0 (Randbed.)
und damit
b b ,
J dx [yi‘(py{)’wLy{‘quj} = J dx [yj(p(yf)’) +y5qyﬂ

d.h. der Sturm-Liouville-Operator ist in dem Intervall a < x < b hermi-
tesch.

Transformation von Differentialgleichungen auf Sturm-Liouville-Form

Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
p(xJy" +r(x)y’" + a(x)y + Ap(x)y =0 (4.10)

kann auf Sturm-Liouville-Form gebracht werden, indem man mit einem
geeigneten integrierenden Faktor multipliziert; dieser ist

F(x) = exp { JX duw} (4.11)

p(u)
Damit erhélt Gl. (4.10) die Sturm-Liouville-Form
[Fp(xy'] +F(x))a(x)y +AF(x)p(x)y = 0 (4.12)

mit einer anderen nichtnegativen Gewichtsfunktion F(x)p(x) als zuvor. In
Tab. 4.1 sind die Koeffizienten p, q, A und p zur Sturm-Liouville-Gleichung

—(py") — qy = Apy (4.13)
fiir eine Reihe wichtiger Differentialgleichungen der Physik angegeben.

Beispiel:
Die Laguerre-Differentialgleichung

xy”"+(1—x)y' +ny=0 (4.14)

ist in Sturm-Liouville-Form zu bringen.
Mit der Identifikation p(x) = x, 7(x) = 1 —x, p’(x) = 1 finden wir fiir
den integrierenden Faktor (Gl. (4.11)):

F(x) = exp{JXdul_E_l} = exp{—JX du} =e "
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Gleichung Funktionen | p(x) qix) |A p(x)
Laguerre La(x) xe 0 T e *
Assoziierte Laguerre | L(x) x™Hle™ |0 T xMe™x
Legendre Pn(x) 1—x? 0 l+1) |1
Assoziierte Legendre | PI(x) 1—x2 —% l+1) |1
Tschebyscheff T (x) V1I—%x2 1|0 2 117)(2
Hermite H.,.(x) e 0 2r e
Einfach harmonische 1 0 w? 1

Tabelle 4.1: Sturm-Liouville-Form fiir wichtige gewohnliche Differential-
gleichungen der Physik.

Einsetzen in Gl. (4.12) ergibt
= [e7*xy’] "fney =0
Damit lesen wir fiir die Koeffizienten der Sturm-Liouvillegleichung der

Form (4.13) ab: p(x) = xe™, q(x) = 0, A = n, p(x) = e, wie in
Tabelle 4.1 angegeben.

Loésung der Laguerre-Gleichung

Die Laguerre-Differentialgleichung ist gegeben durch
xy”(x) + (1 —x)y’(x) +ny(x) =0, nelNyg, xeR (4.15)

Lemma 4.1. Zu festem Wert n € N existiert ein bis auf einen kon-
stanten Vorfaktor eindeutiges Polynom y vom Grade m mit reellwertigen
Koeffizienten, das diese Gleichung erfiillt.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst fiir fest vorgegebenes A € R, dass die Differentialglei-
chung

xy"(x) + (L= x)y’(x) + Ady(x) = 0 (4.16)

eine Potenzreihenlosung

x) = icjxj (4.17)
j=0

o7

besitzt. Es gilt:

o0 o0
Z]c Xl = Z(j +1)cj 41X
j=1 j=0
o0 (o]
=) jG—Depd =Y i+ Dejuax
j=2 j=1
Einsetzen in Gl. (4.16) und Koeffizientenvergleich ergibt:
o0 o [e.e]
Zj(j + )¢ + (1—x) Z(j +1)¢j 1% —MZ ¢ =0
j=1 j=0 j=0

25204 e =352 g e

o0
= Y [iG+Dejin 4 G+ e —jes + Mg ¥ =0
=0
= (4120 = (- N VjeN (4.18)
Fiir festes A hat diese Losung nur eine bis auf einen konstanten Vorfaktor
eindeutige Losung, die durch Gl. (4.18) festgelegt ist. Falls jetzt A =n €
Ny, dann folgt aus Gl. (4.18), dass die bis auf einen Vorfaktor eindeutige
Potenzreihenlésung ein Polynom vom Grade A ist (denn fiir j = A wird
Cj+1 = 0 und damit auch 0 = cj;2 = cj43 = ...). Die so gefundene
Losung ist genau die polynomiale Losung y vom Grade n, wie im Lemma
behauptet. Durch die Wahl von ¢ kann stets erreicht werden, dass es sich
bei y um ein Polynom vom Grade n mit reellen Koeffizienten handelt.

Aus der Rekursionsformel ergeben sich dann die Laguerre-Polynome zu

Un(x) = La(x) = (—1)"(x“ L B L ) S S (—1)%!)

1! 2!
_ i nl (—x)k
— | |
= (n—k)!' k
(4.19)
Die ersten sechs sind in Abb. 4.1 dargestellt.
Es gilt die Orthogonalitatsrelation
J dxLi(x)L.(x)e ™™ =0 YymneNy,m#n (4.20)
0
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Abbildung 4.1: Die ersten sechs Laguerre-Polynome.

d.h. im Skalarprodukt der Laguerrepolynome wird die Gewichtsfunktion
w(x) = p(x) = e * verwendet:

<I—m|I—n>w = J:o dx e L (x)Ln(x) (4.21)

Beweis:
Wir beginnen mit den Laguerre-Gleichungen fiir zwei verschiedene Werte
m,n € Ny, d.h.

xL (%) + (1 —x)L} (x) + mL(x) =

0
xL/ (%) + (1 —x)L)(x) + nLy(x) =0

Wir multiplizieren die Gleichungen mit L,(x) bzw. Li;(x) und ziehen sie
voneinander ab:

X [La(x) Ly (x) — L (%)Lt (x)]
+ (1 =) [La(x)L7 (%) = Ln ()L (x)] = (n—m)Ln(x)La(x)
& [xe ™ (La(x) L, (x) — Lin(x)L (X))]/ (m—mje Ln(x)La(x)

n

Nun integrieren wir die letzte Gleichung von 0 bis co; da Ly, (x) m € INg
Polynome sind, gibt es wegen der Exponentialfunktion kein Problem an
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der oberen Grenze:

(n—m) J:O dx e L (x)Ln(x) = [xe ™ (Ln(x)L}, (x)—Lin(x) L} (x)) ] = 0

(=)

Fiir n # m gilt also die behauptete Orthogonalitétsrelation.

Anstelle der expliziten Darstellung der Laguerrepolynome (4.19) erweist
sich oft die sogenannte Rodriguesformel als niitzlich, insbesondere wenn
iiber die Polynome integriert werden muss. Die allgemeine Form der Rodri-
guesformel fiir polynomiale Losungen der Sturm-Liouville-Gleichung (4.13)
lautet

_ 1 dar
a,w(x) dxm

Palx) = (W [px)]") (4.22)
mit dem Normierungsfaktor a, und dem Gewicht w(x) = p(x). Im Fall
der Laguerrepolynome erhalten wir die Rodriguesformel
1 an(xre)
L,(x) = ————~% 4.23
a0 = e (4.23)
Die erzeugende Funktion A(z) einer Folge von Entwicklungskoeffizien-
ten {CnJnen, ist definiert als

o0
=) cnz® (4.24)
n=0

Erzeugende sind oft niitzlich, wenn es keine explizite Form fiir die Folgen-
glieder gibt; sie helfen manchmal, Rekursionsformeln zu finden oder die
Asymptotik der Folge zu untersuchen. Die erzeugende Funktion der La-
guerrepolynome lautet

exp{ - %} _ i La(x)z" (4.25)

_ !
1—2z = n!

Assoziierte Laguerre-Polynome

Die assoziierten Laguerre-Polynome L7*(x) ergeben sich als Losung der
Differentialgleichung

xy"+(m+1—x)y' +nx =0 (4.26)
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in herkommlicher Form bzw.
!/
{xm“e”‘y ’] +nxMe Yy =0 (4.27)

in Sturm-Liouville-Form. Diese Gleichung tritt bei der Bestimmung des
Radialanteils eines Teilchen in einem Zentralpotential, als z.B. beim Was-
serstoffatom auf. LT'(x) ist ein Polynom n-ten Grades mit der expliziten
Darstellung

n k
L (x) =n! Z(—l)k <TT11—|;T£> %, nelNgm>—-1 (4.28)
k=0 '

mit L?l(x) = L,(x). Die ersten drei assoziierten Laguerrepolynome sind
Mx) =1;LMx) = m+1—x; LI(x) = (1+m)(24+m) —2(2+m)x+x>

Fiir Orthogonalitédt und Normierung gilt

J dxxMe LM (x)L{M(x) =nIF(m+m+1)0n (4.29)
0
mit der Gammafunktion
I'(p) ::J dxxPle ™, Rep >0 (4.30)
0

Es gilt die Rekursionsformel

Fp+1) =pl(p) (4.31)

Fiir natiirliche Zahlen gilt I'(n + 1) = n!. Damit ist die Normierung der
Laguerrepolynome

J dx e *Lno(x)Li(x) = (n!)%6m (4.32)
0
Die Formel von Rodrigues ist
_ v _
LM(x) =x me"@(e M) (4.33)

Auflerdem ergibt die m-te Ableitung der Laguerregleichung die assoziier-
te Lagurerregleichung, und die assoziierten Laguerrepolynome L1'(x) sind
durch

dm

LT(x) = (—1)mdxim

Lnim(x) (4.34)
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mit den Laguerrepolynomen verkniipft.
Beweis von Orthonormalitdt und Normierung:
Fiir den selbstadjungierten Differentialoperator Ly(x) = (xm“e*"y ! (X)) !
gilt
* m m+17xdm / ~ m+17xdm 'Tm
J dx L' (x) [x e —L, (x)] J dx [x e *—L] (x)] L*(x) =0
0 dx 0 dx
da die Randterme verschwinden (wegen des Faktors x™, m > —1 bei x =
0 und wegen des Faktors e ™™ im Unendlichen. Ausnutzen der assoziierten
Laguerreschen Differentialgleichung (4.27) liefert

(n— l)J dxxM™e Lt (x)L{M(x) =0
0
woraus die Orthogonalitét
J dxxMe Lt (x)L{"(x) =0 Vyn#£l (4.35)
0

folgt. Zur Berechnung des Normierungsintegrals benutzt man fiir ein L7*(x)
die Formel von Rodrigues und walzt die Ableitungen mittels partieller In-
tegration auf das andere L)'(x) iiber; die Randterme verschwinden dabei:

L dxx™e L (x)]” = L deTT(x)ﬁ(e M)

— (_1)nJm dx efoneriLm(X)
N 0 dxm ™

Aus der expliziten Darstellung (4.28) folgt (man muss wegen der n Ablei-
tungen nur den Summanden mit k = n beriicksichtigen)

dn
m _ n
und somit mit der Definition (4.30) der Gammafunktion

Joo dxxme™ [L?(x)] 2 nlrn+m+1). (4.36)
0

Legendre-Polynome
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Bei der Losung der Laplace- oder Schwingungsgleichung in Kugelkoordi-
nate T, 9., @ geben die Legendrepolynome Pi(cos®) den Winkelanteil in
Kugelkoordinaten einer @-unabhingigen Partikulirlosung ! an.
Pi(cos?) ist die bei x = 41 beschriinkte Losung der Differentialgleichung
(1=’ (x) —2xy'(x) + 1+ Dy(x) =0  —1<x<1 (4.37)
oder in Sturm-Liouvilleform
(1= )]+ +1yx) =0  —1<x<1 (4.38)

mit der Normierung Py (1) =1, 1 € INy.
Eine von Py(x) linear unabhingige Losung ist die sogenannte Legendresche
Funktion 2. Art Q(x)
1 1+x
Quix) = 5P1(X) In

Die explizite Darstellung der Legendrepolynome ist

— + Polynom (1 — 1)-ten Grades (4.39)

k.
1 (21 — 2k)! _
P :—E —1)k Xk 1eNy, —1<x<1
1) 21k:0( Mg teNo X
% fiir | gerade
L1

wobel Kpax = { 1

> fiir 1 ungerade
(4.40)

Man findet dies durch Einsetzen des Potenzreihenansatzes

y(x) = Z ax®
k=0

in die Differentialgleichung (4.37), wie wir das bereits fiir die Laguerreglei-
chung getan haben. Das fithrt auf die Rekursionsformel

1=k (1+k+1)
(k+2)(k+1)

Die Legendrepolynome sind orthogonal und folgendermaflen normiert:

2
n121+17

!Jede Funktion y(x), die die homogene lineare Differentialgleichung y ' fi(x)yV(x) = 0 erfiillt, ist
eine Partikuldrlosung der homogenen Differentialgleichung. Wenn y; und ys jeweils Partikulérlgsungen
einer homogene linearen Differentialgleichung sind, dann ist auch die Linearkombination ¢1y; + cays eine
Losung dieser homogenen Differentialgleichung.

a2 = — ay, ke Ng. (4.41)

1
J dx P (x)Pi(x) = b P(1) =1 (4.42)
~1
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Sie bilden in [—1, 1] ein vollstindiges Orthogonalsystem. Die Rodriguesfor-

mel lautet

(1) &
21! dxt

Pu(x) = [(1—x*)'] (4.43)

Die erzeugende Funktion ist

1 [o.0)
_— = Pi(x)z! falls |22 — 2xz| < 1 4.44
o - 2Pk k-2 (44)

Es gelten die Rekursionsformeln (die erste folgt sofort aus der expliziten
Darstellung)

Pi(x) = (—1)'Py(—x) (4.45)

(1+ 1D)Pr(x) = (2L 4 1)xPy(x) — P11 (x) (4.46)

(1 —x*)P{(x) = (14 1) [xP1(x) — Pry1(x)] = 1[Pi1(x) — xPy(x)]
(4.47)

In Abb. 4.2 sind die ersten sechs Legendrepolynome gezeigt.

1
n=0 —
n=1—
n=2 —
05 n=3 1
n=4
n=5 —
Zol .
o
0.5 - B
1 |
s | s | s | s
-1 -0.5 0 0.5 1

X

Abbildung 4.2: Die ersten sechs Legendre-Polynome.
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Beweise:
a) Der Beweis der Orthogonalitét nutzt wieder die Hermitezitét des Sturm-
Liouville-Operators der Legendre-Differentialgleichung; fiir diesen Opera-
tor L = [(1 —x2)y’(x)]/ gilt

1

1
0= Jl dx Pn(x) [(1 - XZ)PII(X)] - Jl dx [(1 — XZ)PTII(X)] /Pl(x)

1
= [n(n +1) =11+ 1)] J dx P (x)Pi(x)
-1
unter Verwendung der Differentialgleichung (4.38). Also gilt
1
J dx P, (x)Pi(x) =0 Yn#l (4.48)
-1

b) Zur Berechnung des Normierungsintegrals verwenden wir wieder die
Formel von Rodrigues und wélzen die Ableitungen mittels partieller Inte-
gration iiber. Durch Faktoren (1 — x?) verschwinden die Randterme:

1 1 1 dl dl
L dx [Pu(x)]” = S L dx 7 [(1 =) [0 =)

= (*1”171 dx ddilill [(17)(2)1] dd;;ll [(17)(2)1] T

1) gl 2l
= 2(21(;))2J1 dx (1 —xz)L%(l —xA)!

Bei dieser 2l-ten Ableitung miissen wir nur die héchste Potenz des Poly-

noms betrachten:
d21
dx2!

21
l d 21

(1—x*)' = (—1) o

= (=)' (21!
und damit

) (!
2 (21 J. dx (1 —x)" x = cos(@), dx = —sin @de

1
Jl dx [PI(X)] = 22U(11)2

(2u!r (™ .
= SETE Jo de (sin @)?*!
(2! 2l-(21—2)---4-2 2

22Ut (2l+1) - (2l—1)---5-3  2l41

-1

Da man die Legendrepolynome bereits iiber Pi(1) = 1 festgelegt hat, lassen
sie sich nicht mehr auf 1 normieren.
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¢) Beweis der Rodriguesformel:

Fiir die Funktion f : [—1,1] — R, f(x) = (x> — 1)! = (—=1)Y1 — x*)},
1 € Ny gilt

21x

x2 —1

f'(x) =2lx(x2 = 1) = f(x),

bzw.
(x> — 1)f'(x) — 2lxf(x) = 0.
Allgemeiner zeigt man durch Induktion, dass fiir die (k 4+ 1)-te Ableitung
(k=0,1,...,20l— 1) gilt:
(x? — 1) (x) + 2x(k — DF®(x) + k(k — 1 —20)f*V(x) = 0.
Speziell folgt fiir k =1+ 1
(% — 1)F (x) + 2xf ) (x) — U1+ 1)fY (x) = 0.
Also erfiillt fY'(x) die Legendre-Differentialgleichung (4.37). Da f(V(x) ein
Polynom 1-ten Grades ist, muss gelten:
fU(x) = ciPy(x).
Zur Bestimmung des Proportionalitétsfaktors ¢; verwenden wir die Stelle
x =1. Aus
0] dl 2 ! dl
f =—x—-1)=—
() = 0 =1 = 7l
folgt, da alle anderen Terme bei x = 1 verschwinden:

1
(1) = (x+ 1)li(x -4 =1u2,

dx!
Da Py(1) = 1 ist, folgt ¢; = 12! und damit
(—1)* d* 21
o gl

(x—1'x+1)"]

x=1

Pi(x) =

Assoziierte Legendrefunktionen 1. Art

Lost man die Laplace- oder Schwingungsgleichung in Kugelkoordinaten 7,
9, @ so gibt P*(cos)e™? den Winkelanteil einer Partikulérlosung an.
Die assoziierte (zugeordnete) Legendrefunktion 1. Art P™(x) ist die bei
x = £1 beschriankte Losung der Differentialgleichung

(1—x2)y"(x)—2xy’(x) + {I(H—l)— 1m;]y(x) =0 —-1<x<1
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(4.49)

oder in Sturm-Liouvilleform

2
(11— (x)] + [1(1+ 1)—

m

Eine von P[™(x) linear unabhéngige Losung ist die assoziierte Legendre-
funktion 2. Art Q*(x); sie ist bei x = %1 singulér.
Die assoziierten Legendrefunktionen 1. Art haben die explizite Darstellung

m dm
_ 2\ g _
P'(x) = (1—x )QdePL(x)7 le Ng,m=0,1,...,1 (4.51)
wobei
P(x) = Pi(x) (4.52)

bzw. wenn man die Formel von Rodrigues (4.43) fiir Py(x) einsetzt:

m+l
1 pym d

= o) g

PI™(x) (x*-1)',  l1eNy,m=—-1—1+1,...,1-1,1

(4.53)
Durch diese Bezichung lésst sich P[™(x) auch fiir negative m-Werte defi-
nieren, wobei gilt:
_ (I1—m)!
Py™M(x) = (1) —P™(x m=0,1,...,1 4.54
T = (D" PR (4.54)
Orthogonalitéit und Normierung:

! . Moy 2 (1+m)! .
Jl dX Pl (X) v (X) = 61[/21 + 1m (450)
1
d , ,
L ﬁ PMx)PV(x) =0  firm#£m (4.56)

Rekursionsformeln, Beziehungen:
PM(—x) = (1) ™P(x) (4.57)
(L—=m+1)P;(x) — (24 1)xP*(x) + (L+m)P (x) =0 (4.58)

(1— XQ)EPF(X) = (1+ 1)xP"(x) — (L —m + 1)P{};(x)

dx
= (L+m)P", (x) — IxP{™(x) (4.59)
XP(x) — (L—m+ 1)V 1—x2P™ (x) — Py (x) =0 (4.60)
Prq — xPM(x) — (L+ m)V1—x2P" (x) = 0 (4.61)
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Die erste Beziehung folgt aus der expliziten Darstellung; die Rekursions-
formeln folgen aus denen fiir Py(x) durch m-malige Differentiation.

Im folgenden beweisen wir die explizite Darstellung. Dazu notieren wir den
allgemeinen (also nicht nur fiir die assoziierten Legendrefunktionen 1. Art)
geltenden Satz:

Satz 4.1. Ist yi(x) eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung
1=y (x) —2xy{(x) + U1+ Dyi(x) =0 —1<x <1 (4.62)
S0 ist

m

dxmyl(x) m € Ny (4.63)

m
2

yt(x) = (1 —x%)

eine Losung der Differentialgleichung fiir die assoziierten Legendrefunktio-
nen

(12! () — 2l () + [um)— T

Beweis:
Differenziert man die Gleichung (4.62) m mal, dann folgt durch Induktion:

(1™ () =2 (mA 1)y ™ )+ [LL+ D) —m(m+1) ]y ™ (x) = 0

(4.65)

Macht man andererseits fiir eine Losung y der Differentialgleichung (4.64)
fiir die assoziierten Legendrefunktionen den Ansatz

y(x) = (1-x")¥g(x) (4.66)

so folgt fiir y die Differentialgleichung
(1—x*)9" (%) —2(m~+1)x7"(x) + [L1+1) —m(m+1)]g(x) = 0 (4.67)

y erfiillt also die m mal differenzierte Legendresche Differentialgleichung.
Gehen wir daher von den beiden linear unabhéngigen Losungen der Legen-
dreschen Differentialgleichung Pi(x), Qi(x), | € INy aus, so ergeben sich
daraus die beiden linear unabhéngigen zugeordneten Legendre-Funktionen

m

Pi(x) m=20,1,...,1
dxm (4.68)
Qu(x) m=0,1,...,1




Beweis von Orthonormalitit und Normierung:
Wie bei den Legendrepolynomen folgt

1 1
! d !
[1(1+1)—1’(1'—1)]J dx P ()P (x) = (m2—m?) J ﬁP{“(x)P{? (x)
1 -1+
(4.69)
dh. firl =1
1
dx . m ,
- PM(x)P™ (x) = Ofalls m # m'. (4.70)
_1 -
Fiir m = m’ folgt
1
J dxPM(x)PM(x) =0  falls L#1 (4.71)
1

Das Normierungsintegral J‘il dx [P{“(X)]Q lasst sich mithilfe einer Rekur-
sionsformel auf das Normierungsintegral fiir Py(x) zuriickfiihren.

Kugelflichenfunktionen Y{™(9, ¢)

Physikalisches Problem:

YO, 0),le No m=—-1—-1+1,...,1-1,L,0<I<m0< @ <27
gibt den Winkelanteil einer Partikuldrlosung der Laplace- oder Schwin-
gungsgleichung in Kugelkoordinaten 1, 8, @ an.

Das elektrische Potential ¢(/), 7 € R? einer Ladungsverteilung p(T),
TeVeRS,

= 3 P(?)
o(r') = Jvd ri‘?_?/| (4.72)

besitzt fiir v’ = [t/| > 1 = [1| die Multipolentwicklung

o) = Zlﬂﬂr’”lYlm p mit Ciy = vd Tp(T)rYY :
m
(4.73)

(der Einheitsvektor als Argument von Y{™ représentiert die beiden Winkel
¥ und @).
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In der Quantenmechanik sind die Kugelflichenfunktionen die Eigenfunk-
tionen des Drehimpulsoperators L = %? x V

~ 62 0 a?
2 _ 2 2
LYP®. @) = —h?| 255+ cotd oo+ (1 + cot a)% Y9, @)
=1L+ )Y, ) (4.74)
. h
LY, 0) = ;%Y{“(ﬁ, @) =hmY"(9, 9) (4.75)

Definition der Kugelflichenfunktionen:

. o 2L (l—m) im
Y0, 0) = (1) m Pleosd)en™ (4.70)

m=—1L—-1l+1,....,1-1,1; 1&g

d.h. fiir die ersten drei -Werte

1
Y00, 9) =1/~
Y09, @) = 1/ cos YE(D, 0) = T /- sind et
’ 47 ’ 87
Y)(9, ¢) :} i(3005219— 1) Y9, 9) = F Ecosﬁsin{}eﬂ‘p
2 2V 4m 2 \ 8m
1 /1 .
Y529, 0) =3 8—75[sin2196i2“"

(4.77)

Die Betriige der ersten Kugelflichenfunktionen sind in Abb. 4.3 dargestellt.
Durch Bildung von Linearkombinationen lassen sich die Kugelfiichenfunk-
tionen auch zu einem vollstéindigen Orthonormalsystem von reellen Funk-
tionen kombinieren; dabei identifizieren wir die Komponenten des Einheits-
vektors in Kugelkoordinaten e, = (x,y, z) = (sin® cos @, sin ¥ sin ¢, cos 9),
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um die Symmetrie festzustellen:

1
0 — -
YO({}»(P) - 47_[
3
0 — _—
Y29, 90) = V{9, 0) \f 59 =1/ -2
Vi @)+ Y 'D @) /3 _ /3
Yy(3, 0) = \[ =\ sindsin @ = Y
_ Yl('87(p)_ 11(87@) _ 3 _ 3
Y9, 0) = ) =\ sind cos @ = 47[)(
_y0 1\/? 29 1) = L./ (322
Ya(9,0) = Y5 (9, 9) = 5 47_[(3(:05 9—1) = 5 47T(3 1)
1 /1 1 /1
Yy:(D, 0) = (0, (p)+\>(§2 %, ¢) =3 ;5 sind cos  sin @ = 5 ;51.)2
—i
1 oyl
Y9, 90) = Y2(9, 9) \/Y; (9, ) :% 17_(5 sin ¥ cos ® cos @ —% 1—foz
VIO, 9) = Y5P(0,9) 1 15, 1 /15
Y (D, @) = e =\ sin” 9 sin @ cos @ =5\
1 /1
Ye 2 (9, 9) = i, ¢) ;;2 3. ¢) = 11/ 7T5s1n B(sin? @ — cos® @)
_ L5 s
=V v
(4.78)

Diese Funktionen sind in Abb. 4.4 dargestellt. In der chemischen Notation
reprasentiert Yg eine s-Wellenfunktion, Yy, Y, und Y, stehen fiir py, py und
Pz Y2, Yyz, Yxz, Yyxy und Yye o stehen fiir die fiinf d-Wellenfunktionen
dy2, dyz, dxz, dyy und dy2_ 2.

Orthonormalitiat der Kugelflichenfunktionen:

27
J do SIHSJ d(PY*{n(‘S, (p)Y{T‘/(f}, (p) = 611’6111111’ (479)
0

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem
auf der Kugeloberfliche.
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=0, m=0 I=1, m=0 /=1, m=1 /=2, m=0 /=2, m=1 /=2, m=2

/=3, m=0 I=3, m=1 I=3, m=2 /=3, m=3

Abbildung 4.3: Der Betrag der ersten Kugelflichenfunktionen, darge-
stellt als Radius 1 = [Y[™(9, @)|. Durch den Betrag gilt [Y, ™, @)| =
Y (9, @)l.

Relationen:
21+ 1
YO(9, @) = ; Pu(cos 9) (4.80)
Additionstheorem:

1
> YT, e, @) =
m=—1

mit cos® = cosd cosd’ + sin%sinﬁ'cos((p —¢')

21 +1

P[(bln o) (4.82)

Beweis der Orthonormalitdt:
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Y2

Abbildung 4.4: Der Betrag der ersten reellen Linearkombinationen von
Kugelflichenfunktionen, dargestellt als Radius v = |Y4 (8, @)| wobei « die
Orbitalsymmetrie darstellt.

Wegen der Orthogonalitit von e'™® und P™(x) mit x = cos ¥ gilt

T 27 ,
| avsine | aovyie o0

0 0
_ 2l+1(1—m)! 21.’—|—1(l/—m’)!><
- 4t (14 m)! 4t (U 4+ m/)! (4.83)
27 U
X J deellm'-me J dd sin{}P{“({})P{T‘/(ﬁ) = O Omm
1. 0 1L 0 1
27 5u/ﬁ8t7:1%: fiir m#m’

Losbarkeit des allgemeinen Randwertproblems

Zum Abschluss der Diskussion einiger orthogonaler Funktionensysteme der
Physik, die wir als physikalisch sinnvolle Partikularlésungen von linearen
Differentialgleichungen 2. Ordnung gefunden haben, wollen wir noch kurz
einen Blick auf die allgemeine Losung solcher Differentialgleichungen wer-
fen.

Die Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung wird erst durch Festle-
gung von zwei Anfangs- oder Randbedingungen festgelegt. Bestehen diese
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Nebenbedingungen aus Forderungen an die Funktion y(x) und ihre Ablei-
tung an derselben Stelle X, so spricht man von einem Anfangswertproblem.
Wenn diese zwei Forderungen an die Funktion oder an ihre Ableitungen an
zwei verschiedenen Stellen gestellt werden, spricht man von einem Rand-
wertproblem.

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

U(x) + Xy () +axlylx) =h(x)  a<x<b  (484)

in einem Intervall [a, b], in dem die Funktionen a;, as und h stetig sind.
Die Randbedingungen seien in der Form

ay(a) +Bry’(a) =y
ooy (b) + B2y’ (b) = v2
mit reellen Konstanten oy, PBi, Vi (i = 1,2) gegeben, wobei o und (4

(genauso wie g und f9) nicht beide gleichzeitig verschwinden diirfen.
Spezialfille sind die sogenannte

(4.85)

1. Randwertaufgabe y(a) =v1, y(b) =y2
2. Randwertaufgabe y’(a) =vy1, y'(b) =2

Man spricht von einem homogenen Randwertproblem, wenn
h=0 und vy;=7v1 =0,

andernfalls von einem inhomogenen Randwertproblem. Ein homogenes Rand-
wertproblem besitzt daher stets die triviale Losung y = 0. Allgemein ist
jedoch ein Randwertproblem nicht immer lsbar.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Ay(x) =y"(x) + a1(x)y’(x) + a2 (x)y(x) = h(x) (4.86)
lautet
Yallg(X) = Yspez (X) 4 c1y1(x) + c2y2(x) (4.87)

mit einer spezielle Losung
Ayspez(x) = h(x). (4.88)

(diese entfillt fiir h = 0) und einem Fundamentalsystem {yl,yg} der
zugehorigen homogenen Gleichung

AQLQ =0. (4.89)
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Wann lassen sich nun die willkiirlichen Konstanten ¢, co so bestimmen,
dass die Randbedingungen erfiillt sind? Dazu ist erforderlich, dass

c1[oqyi(a) + Bryi(a)] + ca[arya(a) + Bryz(a)] = v1 — [X1Ysper(@) + BrYlpes(a)]
c1[xay1(b) + Bayi(b)] + ca[xaya(b) + Bays(b)] = V2 — [X2Yspez (b) + Baylpe, (b)]

wobei beim homogenen Randwertproblem die rechte Seite verschwindet.
Das Kriterium fiir die Losbarkeit dieses linearen Gleichungssystems fiir ¢
und cg liefert die Determinante

_ (oavi(a) + Bryi(a) «ysz(a) + Prys(a)
" |agyi(b) + Bayi(b)  xoya(b) + Bays(b)

Es gibt die zwei Félle:

(4.90)

a) A # 0: Dann ist das inhomogene Randwertproblem eindeutig losbar,
wéhrend das homogene Randwertproblem nur die triviale Losung y = 0
zulésst.

b) A = 0: Jetzt existiert fiir das homogene Randwertproblem eine nicht-
triviale Losung, aber sie ist nicht eindeutig, weil jedes Vielfache einer
Losung wieder eine Losung ergibt. Das inhomogene Problem ist dagegen
nur in Spezialfallen 16sbar.

Das homogene Randwertproblem besitzt also nur fiir A = 0 eine nichttri-
viale Losung. Nun kommt es in den physikalischen Anwendungen haufig
vor, dass die in die Differentialgleichung eingehenden Funktionen a; einen
Parameter A enthalten: a; = ai(x, A).

Damit wird auch die Determinante A A-abhéingig: A = A(A). Verschwindet
nun A fiir bestimmte A-Werte,

AA) =0 n=12...

so ist das Problem genau fiir diese A, nichttrivial 16sbar. Man nennt dann
die A1, Ag, ... Eigenwerte und die zugehorigen Losungen y(x; A1), y(x; A2), . ..
Eigenfunktionen des Problems.




