4. Orthogonale Funktionensysteme

Wir haben bereits eine Reihe von orthogonalen Funktionensystemen als
Beispiele von Orthogonalsystemen in Hilbertrdumen kennengelernt (Legen-
drefunktionen, Hermitefunktionen, Laguerrefunktionen). Wir wollen diese
Funktionensysteme im Folgenden als Losungen von Differentialgleichun-
gen diskutieren, die in der Quantenmechanik auftauchen, typischerweise
nach Anwendung eines Separationsansatzes auf partiellen Differentialglei-
chungen. Zur Einordnung dieser und vieler anderer wichtiger gewohnlicher
Differentialgleichungen der Physik fiithren wir zunéchst die Sturm-Liouville-
Gleichungen ein. Weil der Sturm-Liouville-Operator hermitesch ist, sind die
Losungen der Sturm-Liouville-Gleichung Orthogonalsysteme reeller Funk-
tionen. Damit erschlieft sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen der
Theorie der linearen Operatoren auf Hilbertraumen und den linealen Dif-
ferentialgleichungen der Quantenmechanik.

4.1 Sturm-Liouville-Gleichungen

Die Sturm-Liouville-Gleichungen haben die allgemeine Form

2
p(x)% + T(X)% 4+ q(x)y +Ap(x)y = 0 mit r(x) = dzgj)

wobei p, @ und T reelle Funktionen von x sind. (Fiir den Term Ap(x)y findet
man auch die Vorzeichenkonvention —Ap(x)y). Wir wollen uns jetzt ver-
gewissern, dass die Losungen der Sturm-Liouville-Gleichungen mit geeig-
neten Randbedingungnen Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators
sind. Gl. (4.1) kann als

, (4.1)

2
Ly) =Ap(x)y mit L =— p(x)% + r(x)diX + q(x) (4.2)

geschrieben werden. Unter Verwendung von 1(x) = p’(x) ldsst sich Gl. (4.2)
umschreiben als

(py’) + qy +Apy =0 (4.3)
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wobei / die Ableitung nach x bedeutet. Damit kénnen wir

Ly = —(py') —qy = Apy (4.4)
schreiben und erhalten den Sturm-Liouville-Operator in der Form
d d
L=—|— — 4.5
(0 )+ ate) (15

Hermitezitit des Sturm-Liouville-Operators

Jetzt zeigen wir, dass der lineare Operator L selbstadjungiert ist. Der ad-
jungierte Operator L1 zu L ist hier definiert als

b b
J dx *(x) [Lg(x)} = J dx [Uf(x)]*g(x) + Randterme (4.6)

a a
Der adjungierte Operator kann also durch partielle Integration gefunden
werden. Falls L7 = £, wird £ selbstadjungiert genannt. Wenn zusiitzlich
von den Funktionen, auf die der Operator wirkt, oder vom Operator selbst,
Randbedingungen erfiillt werden, sodass die Randterme in Gl. (4.6) ver-
schwinden, dann ist der Operator hermitesch im Intervall a < x < b. In
diesem Fall gilt

J:: dx *(x) [Lg(x)} = E’ dx [Lf(x)] “g(x) (4.7)
Falls der Sturm-Liouville-Operator die Randbedingungen

[wiryi] o = [Vivy],, Vi (4.8)
bzw.

[yipy]]i e =0 (4.9)

erfiillt, dann ist £ im Intervall [a, b] hermitesch. Es gibt viele Méglichkeiten,
wie die Funktionen y; und ihre Ableitungen y; diese Randbedingungen
erfiillen kénnen, sodass die Klasse der Probleme, die zu hermiteschen Sturm-
Liouville-Operatoren fiihren, sehr grof ist. Wir zeigen nun die Hermite-
zitét von L unter diesen Voraussetzungen, indem wir die Gleichung Ly =
—(py’)’— qy in die Definitionsgleichung des hermiteschen Operators (4.7)
einsetzen; fiir die linke Seite finden wir:

b b b
—J dx {yi‘(pyj’)’+yfqyj]d><: —J dxyi‘(py{)’—J dxy;iqy;dx

a a a

(1)
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Wir integrieren den ersten Term zweimal partiell:

(1) = [yi‘pyj’r +r dx (yi)'pyj = [(yi‘)’pyj]b —Jb dx ((v})'p) vs

a a a

=0 (Randbed.) =0 (Randbed.)
und damit
b b ,
J dx [yi‘(pu{)’ + yi‘quj} = J dx [yj(p(yf)’) +yqui‘]

d.h. der Sturm-Liouville-Operator ist in dem Intervall a < x < b hermi-
tesch.

Transformation von Differentialgleichungen auf Sturm-Liouville-Form

Jede Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form
p(x)y”" + 1)y’ + alx)y + Ap(x)y =0 (4.10)

kann auf Sturm-Liouville-Form gebracht werden, indem man mit einem
geeigneten integrierenden Faktor multipliziert; dieser ist

= e d [ qur P
F(x) = exp {J du o) } (4.11)
Damit erhélt Gl. (4.10) die Sturm-Liouville-Form
[Fp(x)y'] +F(x))a(x)y +AF(x)p(x)y = 0 (4.12)

mit einer anderen nichtnegativen Gewichtsfunktion F(x)p(x) als zuvor. In
Tab. 4.1 sind die Koeffizienten p, q, A und p zur Sturm-Liouville-Gleichung

—(py') —qy = Apy (4.13)
fiir eine Reihe wichtiger Differentialgleichungen der Physik angegeben.

Beispiel:
Die Laguerre-Differentialgleichung

xy"+(1—x)y' +ny =0 (4.14)

ist in Sturm-Liouville-Form zu bringen.
Mit der Identifikation p(x) = x, 7(x) = 1 —x, p’(x) = 1 finden wir fiir
den integrierenden Faktor (Gl. (4.11)):

F(x) = exp{JX dul_ﬁ_l} = exp{—JX du} =e
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Gleichung Funktionen | p(x) qix) | A p(x)
Laguerre L.(x) xe 0 T e *
Assoziierte Laguerre | LT(x) x™Hle x| 0 T xMe™x
Legendre Pn(x) 1—x? 0 t+1) |1
Assoziierte Legendre | PI(x) 1—x2 1“}—; l+1) |1
Tschebyscheff Ta(x) V1I—%x2 1|0 2 117x2
Hermite H,.(x) e 0 2r e
Einfach harmonische 1 0 w? 1

Tabelle 4.1: Sturm-Liouville-Form fiir wichtige gewohnliche Differential-
gleichungen der Physik.

Einsetzen in Gl. (4.12) ergibt
= [e7*xy’] "+ne Yy =0
Damit lesen wir fiir die Koeffizienten der Sturm-Liouvillegleichung der

Form (4.13) ab: p(x) = xe ™, q(x) = 0, A = n, p(x) = e ¥, wie in
Tabelle 4.1 angegeben.

Loésung der Laguerre-Gleichung

Die Laguerre-Differentialgleichung ist gegeben durch
xy”(x) + (1 —x)y’(x) +ny(x) =0, nelNg, xeR (4.15)

Lemma 4.1. Zu festem Wert n € N existiert ein bis auf einen kon-
stanten Vorfaktor eindeutiges Polynom y vom Grade m mit reellwertigen
Koeffizienten, das diese Gleichung erfiillt.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst fiir fest vorgegebenes A € R, dass die Differentialglei-
chung

xy"(x) + (1 —=x)y’(x) + Ady(x) = 0 (4.16)

eine Potenzreihenlosung
o0
y(x) = chx’ (4.17)
=0
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besitzt. Es gilt:
[o¢]

jepd = Z(i + 1)cj 41
j=0

l\/lg

):
j

1

(o) o0

=2 =1 =Y il + e
2 j=1

Einsetzen in Gl. (4.16) und Koeffizientenvergleich ergibt:

o0 o0 o0
Zj(j + )¢50 + (1 —x) Z(j +1)¢j 1% —MZ ¢} =0
j=1 =0 =0

2 520G+ )ej =3 2 jeix
j j

o
= Y [iG+Dejia 4 G+ e —jes + Mg ¥ =0
=0
= (+ 121 = (j—Ne; Ve N (4.18)
Fiir festes A hat diese Losung nur eine bis auf einen konstanten Vorfaktor
eindeutige Losung, die durch Gl. (4.18) festgelegt ist. Falls jetzt A =n €
Ny, dann folgt aus Gl. (4.18), dass die bis auf einen Vorfaktor eindeutige
Potenzreihenlésung ein Polynom vom Grade A ist (denn fiir j = A wird
Cj+1 = 0 und damit auch 0 = ¢j42 = ¢j43 = ...). Die so gefundene
Losung ist genau die polynomiale Losung y vom Grade n, wie im Lemma
behauptet. Durch die Wahl von ¢y kann stets erreicht werden, dass es sich
bei y um ein Polynom vom Grade n mit reellen Koeffizienten handelt.

Aus der Rekursionsformel ergeben sich dann die Laguerre-Polynome zu

2 2 1)2
Yn(x) = Lu(x) = (—1)"(x“ - %XM + %w? Tt (—1)“n!)

o —k)!
= (M=K
(4.19)
Die ersten sechs sind in Abb. 4.1 dargestellt.
Es gilt die Orthogonalitatsrelation
J dx L (x)Ly(x)e > =0 YmneNy,m#n (4.20)
0

o8

abhwdNPEFE O

5 53 353 53 5 5

Abbildung 4.1: Die ersten sechs Laguerre-Polynome.

d.h. im Skalarprodukt der Laguerrepolynome wird die Gewichtsfunktion
w(x) = p(x) = e™* verwendet:

(LnlLn)w = J:o dx e *L(x)La(x) (4.21)

Beweis:
Wir beginnen mit den Laguerre-Gleichungen fiir zwei verschiedene Werte
m,n € Ny, d.h.
xL (%) + (1 =)L) (x) + mLy(x) =0
xL(x) + (1 —x)L)(x) + nLy(x) =0
Wir multiplizieren die Gleichungen mit L,(x) bzw. Li;(x) und ziehen sie
voneinander ab:

X [La(x) Ly (x) — L (X)Lt (x)]
+ (1 =) [La ()L (%) = Ln () Ly (x)] = (n = m) Ly (x) Lo ()
& [xe ™ (La(x) Ly (x) — Lu(x)LA(x))] = (n — m)e L (x)Ln(x)
Nun integrieren wir die letzte Gleichung von 0 bis co; da Ly, (x) m € INg

Polynome sind, gibt es wegen der Exponentialfunktion kein Problem an
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der oberen Grenze:

(n—m) J:o dxe *L(x)La(x) = [xef"(LH(X)LT’TI(X)—Lm(x)LT’l(x))]oo =0

Fiir n # m gilt also die behauptete Orthogonalititsrelation.

Anstelle der expliziten Darstellung der Laguerrepolynome (4.19) erweist
sich oft die sogenannte Rodriguesformel als niitzlich, insbesondere wenn
iiber die Polynome integriert werden muss. Die allgemeine Form der Rodri-
guesformel fiir polynomiale Losungen der Sturm-Liouville-Gleichung (4.13)
lautet

Pn(x) = ! d

anw(x) dx™

(W) [px)]") (4.22)

mit dem Normierungsfaktor a, und dem Gewicht w(x) = p(x). Im Fall
der Laguerrepolynome erhalten wir die Rodriguesformel
| dn(xne)
Li(x) = —e*—————+ 4.23
a0 = e (1.23)
Die erzeugende Funktion A(z) einer Folge von Entwicklungskoeffizien-
ten {CnJnen, ist definiert als

Alz) = ) cpz" (4.24)
n=0

Erzeugende sind oft niitzlich, wenn es keine explizite Form fiir die Folgen-
glieder gibt; sie helfen manchmal, Rekursionsformeln zu finden oder die
Asymptotik der Folge zu untersuchen. Die erzeugende Funktion der La-
guerrepolynome lautet

exp{ - %} _ i Ln(x)z" (4.25)

_ !
1—2z = n!

Assoziierte Laguerre-Polynome

Die assozilerten Laguerre-Polynome L}'(x) ergeben sich als Losung der
Differentialgleichung

xy"+(m+1—x)y' +nx =0 (4.26)
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in herkommlicher Form bzw.
!/
[xm“e*"y ’} +nxMe Yy =0 (4.27)

in Sturm-Liouville-Form. Diese Gleichung tritt bei der Bestimmung des
Radialanteils eines Teilchen in einem Zentralpotential, als z.B. beim Was-
serstoffatom auf. LT'(x) ist ein Polynom n-ten Grades mit der expliziten
Darstellung

n k
Lr(x) =nt Y (—1) @t?) S meNgms-o1 (1)
k=0 ’

mit L9 (x) = L, (x). Die ersten drei assoziierten Laguerrepolynome sind
LMx) =1; LM(x) = m+1—x; LMx) = (1+m)(2+m) —2(2+m)x+x>

Fiir Orthogonalitédt und Normierung gilt

J dxxMe LM (x)L{M(x) =nIF(m+m+1)0n (4.29)
0
mit der Gammafunktion
I'(p) ::J dxxPle™, Rep >0 (4.30)
0

Es gilt die Rekursionsformel

Fp+1) =pl(p) (4.31)

Fiir natiirliche Zahlen gilt I'(n 4+ 1) = n!. Damit ist die Normierung der
Laguerrepolynome

J dx e *Ln(x)Li(x) = (n!)%8m (4.32)
0
Die Formel von Rodrigues ist
_ ar
LM(x) =x T“e"@(e M) (4.33)

Auflerdem ergibt die m-te Ableitung der Laguerregleichung die assoziier-
te Lagurerregleichung, und die assoziierten Laguerrepolynome L7*(x) sind
durch

dm

LT(x) = (—1)mdxim

Lnim(x) (4.34)
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mit den Laguerrepolynomen verkniipft.

Beweis von Orthonormalitdt und Normierung:

Fiir den selbstadjungierten Differentialoperator Ly(x) = (mee”‘y ’(x))
gilt

/

* m m+17xdm / oo m+17xdm 'Tm
dx L' (x) [x e *—L, (x)] —| dx [x e *—L] (x)] L*(x) =0
0 dx 0 dx
da die Randterme verschwinden (wegen des Faktors x™ m > —1beix =
0 und wegen des Faktors e ™™ im Unendlichen. Ausnutzen der assoziierten
Laguerreschen Differentialgleichung (4.27) liefert

(n—1) Jo dxxM™e Lt (x)LM(x) =0
woraus die Orthogonalitét
J dxxMe Lt (x)L{"(x) =0 Vyn#£l (4.35)
0

folgt. Zur Berechnung des Normierungsintegrals benutzt man fiir ein L7*(x)
die Formel von Rodrigues und walzt die Ableitungen mittels partieller In-
tegration auf das andere L'(x) iiber; die Randterme verschwinden dabei:

Jo dxx™e *[L}(x)]” = L deTT(x)ﬁ(e M)

— (_1)nJOO dx efxxn+m£Lm(x)
N 0 dxn ™

Aus der expliziten Darstellung (4.28) folgt (man muss wegen der n Ablei-
tungen nur den Summanden mit k = n beriicksichtigen)

dn
und somit mit der Definition (4.30) der Gammafunktion

JOO dxxMe™ [L?(x)] g nrn+m+1). (4.36)
0

Legendre-Polynome
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Bei der Losung der Laplace- oder Schwingungsgleichung in Kugelkoordi-
nate T, 9., @ geben die Legendrepolynome Py(cos®) den Winkelanteil in
Kugelkoordinaten einer @-unabhingigen Partikulirlosung ! an.
Pi(cos?) ist die bei x = 41 beschriinkte Losung der Differentialgleichung
(1—x2)y"(x) —2xy’(x) + (L + 1)y(x) =0 —1<x<1 (4.37)
oder in Sturm-Liouvilleform
(1= )]+ +1yx) =0  —1<x<1 (4.38)

mit der Normierung Py (1) =1, 1 € INy.
Eine von Py(x) linear unabhingige Losung ist die sogenannte Legendresche
Funktion 2. Art Q(x)
1 1+x
Quix) = EPI(X) In -

Die explizite Darstellung der Legendrepolynome ist

™ + Polynom (1 — 1)-ten Grades (4.39)

Km:

p Ko U2k
Pi(x) = = ) (—1)¥ O leNg, —1<x<1
1) 21§( Mg teNo X

% fiir | gerade
=1

wobel Kpax = { 1

> fiir L ungerade
(4.40)

Man findet dies durch Einsetzen des Potenzreihenansatzes

y(x) = Z ax®
k=0

in die Differentialgleichung (4.37), wie wir das bereits fiir die Laguerreglei-
chung getan haben. Das fithrt auf die Rekursionsformel

(1—K)(1+k+1)
(k+2)(k+1)
Die Legendrepolynome sind orthogonal und folgendermaflen normiert:

2
n121+1>

g9 = — ayg, ke Ng. (4.41)

1
J dx P (x)Pi(x) = b P(1) =1 (4.42)
~1

Jede Funktion y(x), die die homogene lineare Differentialgleichung ¥ i fi(x)y ¥ (x) = 0 erfiillt, ist
eine Partikuldrlgsung der homogenen Differentialgleichung. Wenn y; und ys jeweils Partikulidrlosungen
einer homogene linearen Differentialgleichung sind, dann ist auch die Linearkombination c1y; + c2ys eine
Losung dieser homogenen Differentialgleichung.

63



Sie bilden in [—1, 1] ein vollstindiges Orthogonalsystem. Die Rodriguesfor-
mel lautet

1)t
21! dx!

Die erzeugende Funktion ist

Pi(x) = [(1—x*)"] (4.43)

[ee)

1
_— = Pi(x)z! falls |22 — 2xz| < 1 4.44
o - 2Pk k-2 (44)

Es gelten die Rekursionsformeln (die erste folgt sofort aus der expliziten
Darstellung)

Pi(x) = (—1)'Py(—x) (4.45)

(L+ 1)Prq(x) = (214 1)xP(x) — P11 (x) (4.46)

(1 —x*)P{(x) = (14 1) [xPi(x) — Pry1(x)] = U[Pio1(x) — xPy(x)]
(4.47)

In Abb. 4.2 sind die ersten sechs Legendrepolynome gezeigt.

1
n=0 —
n=1—
n=2 —
0.5 n=3 ]
n=4
n=5 —
Z 0} 4
o
0.5 B
-1 -
s | s | s | s
-1 -0.5 0 0.5 1
X

Abbildung 4.2: Die ersten sechs Legendre-Polynome.
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Beweise:
a) Der Beweis der Orthogonalitit nutzt wieder die Hermitezitét des Sturm-
Liouville-Operators der Legendre-Differentialgleichung; fiir diesen Opera-
tor L = [(1 —XQ)y/(X)] ' gilt

1

1
0= Jl dx P (x) [(1 - XQ)PII(X)] - Jl dx [(1 — XZ)PTQ(X)] /Pl(x)

1
= [n(n +1) =11+ 1)] J dx P (x)Pi(x)
~1
unter Verwendung der Differentialgleichung (4.38). Also gilt
1
J dx P, (x)Pi(x) =0 Yn#l (4.48)
-1

b) Zur Berechnung des Normierungsintegrals verwenden wir wieder die
Formel von Rodrigues und wélzen die Ableitungen mittels partieller Inte-
gration iiber. Durch Faktoren (1 — x?) verschwinden die Randterme:

1 1 1 dl dl
L dx [Pu(x)]” = S L dx 7 [(1 =) [0 =)

= (0 e [0men] i fomer] =

(_1)1 1 o1 d21 o1
= 7221(“)2 Jl dx (1 —x7) @(1—x )

Bei dieser 2l-ten Ableitung miissen wir nur die hochste Potenz des Poly-

noms betrachten:
d21
dx2!

21
l d 21

(1—x*)' = (—1) o

= (—1)'(21)!

und damit

1 1
Jl dx [Pl(x)]Q = (21)!2 J1 dx (1 —x*)! x = cos(@), dx = —sin @de

22L(11)
(2u! (™ .

— GERTE L de (sin @)**!

(2! 2l-(21—2)---4-2 2

22Ut (2l+1) - (2l—1)---5-3  2l41

Da man die Legendrepolynome bereits iiber Py(1) = 1 festgelegt hat, lassen
sie sich nicht mehr auf 1 normieren.
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¢) Beweis der Rodriguesformel:

Fiir die Funktion f : [—1,1] — R, f(x) = (x> — 1)! = (—=1)Y1 — x*)},
1 € Ny gilt

21lx

x2 —1

f'(x) =2lx(x2 = 1) = f(x),

bzw.
(x> —1)f'(x) — 2lxf(x) = 0.
Allgemeiner zeigt man durch Induktion, dass fiir die (k 4+ 1)-te Ableitung
(k=0,1,...,20l— 1) gilt:
(x% — D% (x) + 2x(k — DM (x) + k(k — 1 — 20)f VD (x) = 0.
Speziell folgt fir k =141
(x? — 1) (x) + 2oxfMH Y (x) — 11+ 1)fY(x) = 0.
Also erfiillt fY(x) die Legendre-Differentialgleichung (4.37). Da f(V(x) ein
Polynom l-ten Grades ist, muss gelten:
fU(x) = ciPy(x).
Zur Bestimmung des Proportionalitétsfaktors ¢; verwenden wir die Stelle
x =1. Aus
dt dt
1:(1] - 2 1 1 - =

() = 0 =1 = 7l

folgt, da alle anderen Terme bei x = 1 verschwinden:

1
V(1) = (x + 1)‘i(x -4  =1u2,

dx!
Da Py(1) = 1 ist, folgt ¢; = 12! und damit
(=1t d* 21
o gl

(x—1)'x+1)"]

x=1

Pi(x) =

Assoziierte Legendrefunktionen 1. Art

Lost man die Laplace- oder Schwingungsgleichung in Kugelkoordinaten r,
9, @ so gibt P*(cosd)e™? den Winkelanteil einer Partikulérlosung an.
Die assoziierte (zugeordnete) Legendrefunktion 1. Art P™(x) ist die bei
x = =£1 beschriankte Losung der Differentialgleichung

(1—x2)y"(x)—2xy’(x) + {I(H—l)— 1m;]y(x) =0 —-1<x<1
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(4.49)

oder in Sturm-Liouvilleform

2
(11— (x)] + [I(L+ 1)—

m

Eine von P[™(x) linear unabhéngige Losung ist die assoziierte Legendre-
funktion 2. Art Q*(x); sie ist bei x = %1 singulér.
Die assoziierten Legendrefunktionen 1. Art haben die explizite Darstellung

m dm
_ 2\ g _
P'(x) = (1—x )QdePL(x)7 le Ny, m=0,1,...,1  (4.51)
wobei
P(x) = Py(x) (4.52)

bzw. wenn man die Formel von Rodrigues (4.43) fiir Py(x) einsetzt:

m+l
1 pym d

= ) g

P (x)
(4.53)
Durch diese Bezichung lésst sich P[™(x) auch fiir negative m-Werte defi-
nieren, wobei gilt:
P M(x) = (—1)“18_1__1:;]3{“(7() m=0,1,...,1 (4.54)
Orthogonalitéit und Normierung:

! Dy 2 (I+m)! .
Jl dx Pl (X) v (X) = 61[/21 n lm (450)
1
L % PMx)PM(x) =0 fir m#£m’ (4.56)
Rekursionsformeln, Beziehungen:
P (—x) = (=1 P (x) (4.57)
(L—m+ )P (x) — (24 1)xP*(x) + (L+m)P (x) =0 (4.58)
(1— XQ)%P{“(X) = (L+ 1)xP"(x) — (L—=m+ 1)P{}; (x)
= (L+m)P", (x) — IxP{"(x) (4.59)
XP(x) — (L—m+ 1)V 1 —x2P" (x) — Py (x) =0 (4.60)
Prq —xP(x) — (L+ m)V1—x2P" L (x) = 0 (4.61)
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Die erste Beziehung folgt aus der expliziten Darstellung; die Rekursions-
formeln folgen aus denen fiir Py(x) durch m-malige Differentiation.

Im folgenden beweisen wir die explizite Darstellung. Dazu notieren wir den
allgemeinen (also nicht nur fiir die assoziierten Legendrefunktionen 1. Art)
geltenden Satz:

Satz 4.1. Ist yi(x) eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung

(1—x"y{(x) = 2xy{(x) + U1+ Dyi(x) =0 —1<x <1 (4.62)
so ist
gym d™
m - -5
yrr(x) = (1—x7)2 dxmyL(x) m e Ny (4.63)

eine Losung der Differentialgleichung fiir die assoziierten Legendrefunktio-
nen

Beweis:
Differenziert man die Gleichung (4.62) m mal, dann folgt durch Induktion:

(1™ () =2 (mA 1)y ™ )+ [LL+ D) —m(m+1)]y ™ (x) = 0

Macht man andererseits fiir eine Losung y der Differentialgleichung (4.
fiir die assoziierten Legendrefunktionen den Ansatz

y(x) = (1—x) %9 (x) (4.66)

so folgt fiir y die Differentialgleichung
(1—xH)7"(x)—2(m+1)xy’(x) + [I(H— 1)—m(m+ 1)]Q(X) =0 (4.67)

y erfiillt also die m mal differenzierte Legendresche Differentialgleichung.
Gehen wir daher von den beiden linear unabhéingigen Losungen der Legen-
dreschen Differentialgleichung Pi(x), Qi(x), 1 € INy aus, so ergeben sich
daraus die beiden linear unabhéngigen zugeordneten Legendre-Funktionen

m dm
P (x) = (l—xz)TdePl(x) m=20,1,...,1
Jom qm (4,68)
Q{n(x):(l_x )TdeQl(X) mzoalv"'al

Beweis von Orthonormalitdt und Normierung:
Wie bei den Legendrepolynomen folgt

1 1
/ d
ML) -V(1—1)] J dx PR OIPI (x) = (m?—m?) J O Py
~1 11—
(4.69)
dh. firl=1
b ax )
J =2 PM(x)P{™ (x) = Ofalls m # m'. (4.70)
11—
Fiir m = m’ folgt
1
J dx PN (x)PM(x) =0  falls L#1 (4.71)
1

Das Normierungsintegral J‘il dx [P{“(X)} ? lsst sich mithilfe einer Rekur-
sionsformel auf das Normierungsintegral fiir Py(x) zuriickfiihren.

Kugelflichenfunktionen Y™(9, ¢)

Physikalisches Problem:

YO, 0),le No m=—1L—-1+1,...,1-1,L,0<I<m0< @ <27
gibt den Winkelanteil einer Partikuldrlosung der Laplace- oder Schwin-
gungsgleichung in Kugelkoordinaten 1, 8, @ an.

Das elektrische Potential ¢(/), 7/ € R? einer Ladungsverteilung p(T),
TeVeRS,

o) = JV g P (4.72)

=7
besitzt fiir v’ = [v/| > 1 = [1| die Multipolentwicklung

o) = 2121—1—11*’”1\({“ p mit Cyy = vd To(T)rYY :
m
(4.73)

(der Einheitsvektor als Argument von Y{™ reprisentiert die beiden Winkel
¥ und ).
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In der Quantenmechanik sind die Kugelflichenfunktionen die Eigenfunk-
tionen des Drehimpulsoperators L = %? x V

~ 62 0 62
2ym — _ 2 . 1 m .
L Y9, @) h 7628—“30”}619—1_( + cot? 19)62 Y9, @)
=1L+ 1), ) (4.74)
. h o
LY(0.0) = $3¥(0.0) = Am¥{' (0. ¢) (1.75)

Definition der Kugelflichenfunktionen:

2L+ 1(1—m)!
e

m=—1L—-1l+1,....,1-1,1; 1&g

(4.76)

d.h. fiir die ersten drei -Werte

1
Vo0, 9) =1/~
0 3 3 +i
Yi (9, 9) = 4—0051‘} (19 Q)= F —ﬂbmﬁe @
Y9, ¢) = ! i(3005219— 1) Y9, 90) = F Ecosﬁsinf}eiw
2 2V 4 2 V 8n
1 /1
Va0, 0) = 5 S—isinQBeﬂw

(4.77)

Die Betriige der ersten Kugelflichenfunktionen sind in Abb. 4.3 dargestellt.
Durch Bildung von Linearkombinationen lassen sich die Kugelflichenfunk-
tionen auch zu einem vollstandigen Orthonormalsystem von reellen Funk-
tionen kombinieren; dabei identifizieren wir die Komponenten des Einheits-
vektors in Kugelkoordinaten e, = (x,y, z) = (sin® cos @, sin ¥ sin ¢, cos 9),
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um die Symmetrie festzustellen:

ﬁwww:¢1

Y. (9, 0) =Y, ) = osd = %

Yo, 0) = Yl(ﬂcp)+\>}( ):\/gm%bm(p_ %y
Yx(ﬁ.,cp)—Yl(ﬁ’(p)__ﬂl ) %mﬁcos(p_ %X
Y2 (9, 0) = Y5(9, ¢) = ;\/E(scos%) 1) :% %(3 2—1)

Yy:(D, 0) = Y%(S,(p)_;/Ygl(f), ?) :% 17? sind cos O sin @ = % 1—715yz
Yi(9,0) = Y%(B,(p)_\/Y;_l(& ®) :% 17_(5 sin Y cos Y cos @ —% 1—ixz
Yo (9, @) = YZZ({}’@);\/;Z(%’ @) = % L7t5 1n21951n(pCOS<P = % Lixy
Y2 (9, 0) = Vi[9, @) —\;;22(8’ ¢ _ i\/fgm 9(sin® @ — cos® @)
= o)
(4.78)

Diese Funktionen sind in Abb. 4.4 dargestellt. In der chemischen Notation
reprasentiert Yg eine s-Wellenfunktion, Yy, Y, und Y, stehen fiir py, py und
Pz Y2, Yyz, Yxz, Yxy und Yye_ 2 stehen fiir die fiinf d-Wellenfunktionen
dy2, dyz, dxz, dyy und dy2_p2.

Orthonormalitiat der Kugelflichenfunktionen:

27
J do blHSJ' d(PY*{n(‘S, (P)Y{T/L/(‘S, (p) = 611/5mm/ (479)
0

Die Kugelflichenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem
auf der Kugeloberfléiche.
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=0, m=0 I=1, m=0 I=1, m=1 /=2, m=0 /=2, m=1 /=2, m=2

g

/=3, m=0 I=3, m=1 I=3, m=2 /=3, m=3

Abbildung 4.3: Der Betrag der ersten Kugelflichenfunktionen, darge-
stellt als Radius v = [Y[™(9, @)|. Durch den Betrag gilt [Y, ™D, @)| =
Y (9, @)l.

Relationen:
21+ 1
YO(9, @) — 4; Pulcosd) (4.80)
Y, @) = (=D)MYND, @) (4.81)
Additionstheorem:

_ 2L @)

2
* 1M m / /
D_YTE @Y, 0) = = ws2)

m=—1

mit cos® = cos?d cosd’ + sind sind’ cos(@ — @)

Beweis der Orthonormalitdt:
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Y2

Abbildung 4.4: Der Betrag der ersten reellen Linearkombinationen von
Kugelflichenfunktionen, dargestellt als Radius v = |Y4 (8, @)| wobei « die
Orbitalsymmetrie darstellt.

Wegen der Orthogonalitit von e™® und P{™(x) mit x = cos 9 gilt

T 27
| a0 sine | aovyie o o.0)
0 0

_ (e (2L A =m) ULV —ml
B A (L+m)ty 4 (U +m)! (4.83)

27 T
X J dgellm’-me J dd sin{}P{“({})P{f‘/(ﬁ) = S dmm
1. 0 0 1

270

/ 2 (14+m)! . ’
mm 511/72”17(171“)! fir m#m

Losbarkeit des allgemeinen Randwertproblems

Zum Abschluss der Diskussion einiger orthogonaler Funktionensysteme der
Physik, die wir als physikalisch sinnvolle Partikularlésungen von linearen
Differentialgleichungen 2. Ordnung gefunden haben, wollen wir noch kurz
einen Blick auf die allgemeine Losung solcher Differentialgleichungen wer-
fen.

Die Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung wird erst durch Festle-
gung von zwei Anfangs- oder Randbedingungen festgelegt. Bestehen diese
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Nebenbedingungen aus Forderungen an die Funktion y(x) und ihre Ablei-
tung an derselben Stelle X, so spricht man von einem Anfangswertproblem.
Wenn diese zwei Forderungen an die Funktion oder an ihre Ableitungen an
zwei verschiedenen Stellen gestellt werden, spricht man von einem Rand-
wertproblem.

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

v (x) + ai(x)y’(x) + as(x)y(x) =h(x) a<x<b (4.84)

in einem Intervall [a, b], in dem die Funktionen a;, as und h stetig sind.
Die Randbedingungen seien in der Form

ay(a) +Bry’(a) =y
oy (b) + B2y’ (b) = v2
mit reellen Konstanten o, PBi, Vi (1 = 1,2) gegeben, wobei o; und (4

(genauso wie g und f9) nicht beide gleichzeitig verschwinden diirfen.
Spezialfille sind die sogenannte

(4.85)

1. Randwertaufgabe y(a) =+v1, y(b) ="y2
2. Randwertaufgabe y’(a) =vy1, y'(b) =ys

Man spricht von einem homogenen Randwertproblem, wenn
h=0 und Y1 =%Y1 =0,

andernfalls von einem inhomogenen Randwertproblem. Ein homogenes Rand-
wertproblem besitzt daher stets die triviale Lésung y = 0. Allgemein ist
jedoch ein Randwertproblem nicht immer lsbar.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Ay(x) =y"(x) + a1(x)y’(x) + a2 (x)y(x) = h(x) (4.86)
lautet
Yallg(X) = Yspez (x) 4 c1y1(x) + c2y2(x) (4.87)

mit einer spezielle Losung
AYsper(x) = h(x). (4.88)

(diese entfillt fiir h = 0) und einem Fundamentalsystem {yl,yQ} der
zugehorigen homogenen Gleichung

AQLQ =0. (4.89)
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Wann lassen sich nun die willkiirlichen Konstanten ¢y, co so bestimmen,
dass die Randbedingungen erfiillt sind? Dazu ist erforderlich, dass

cr[xryi(a) + Bryi(a)] + ca[oaya(a) + Brysla)] = v1 — [d1Uspes(@) + BrYlpe,(a)]
c1[xoy1(b) + Bayi(b)] + ca[xaya(b) + Bays(b)] = V2 — [X2Yspez (b) + Baylpe, (b)]

wobei beim homogenen Randwertproblem die rechte Seite verschwindet.
Das Kriterium fiir die Losbarkeit dieses linearen Gleichungssystems fiir ¢
und cg liefert die Determinante

_ (eavi(a) + Bryi(a) ays(a) + Prys(a)
" oeeyi(b) + Bayi(b) awy2(b) + Bays(b)

Es gibt die zwei Félle:

(4.90)

a) A # 0: Dann ist das inhomogene Randwertproblem eindeutig 15sbar,
wéhrend das homogene Randwertproblem nur die triviale Losung y = 0
zuldsst.

b) A = 0: Jetzt existiert fiir das homogene Randwertproblem eine nicht-
triviale Losung, aber sie ist nicht eindeutig, weil jedes Vielfache einer
Losung wieder eine Losung ergibt. Das inhomogene Problem ist dagegen
nur in Spezialfallen 16sbar.

Das homogene Randwertproblem besitzt also nur fiir A = 0 eine nichttri-
viale Losung. Nun kommt es in den physikalischen Anwendungen héufig
vor, dass die in die Differentialgleichung eingehenden Funktionen a; einen
Parameter A enthalten: a; = ai(x, A).

Damit wird auch die Determinante A A-abhéingig: A = A(A). Verschwindet
nun A fiir bestimmte A-Werte,

AA) =0 n=12,...

so ist das Problem genau fiir diese A, nichttrivial 16sbar. Man nennt dann
die A1, Ag, ... Eigenwerte und die zugehorigen Losungen y(x; A1), y(x; A2), . ..
Eigenfunktionen des Problems.
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